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गणितपरिभापा.
गणितशास्त्रांतले जे पारिभाषिक शब्द ह्या ग्रंथामध्ये जागजागी

योजावे लागणार, त्यांचे अर्थ वाचणारांच्या श्वानांत यावे, आणि भू-
भिति हा गणितशास्त्रांतलाच एक विषय आहे, हेंही ध्यानांत यावें,
अशा उद्देशाने आधीं गणितशास्त्राचा विषय व त्याचे भागप्रभाग
ह्यांचें थोडेसे वर्णन करितो.

१. परिप्रेय वपरिमाण-एखाद्या पदार्थाची लावी अथवा दोन
स्यलांमधले अंतर मोजावयाचे असलें, म्हणजे आपण केवढी तरी
लावी अथवा अंतर हें माप कल्पून (त्याला हात, फूट अशी एखादी
संज्ञा देत आणि) तीं मापे अथवा त्यांचे केवडाले तरी हिस्ते त्या

पदार्थाच्या लांवीमध्यें अथवा त्या दोन स्थलांच्या अंतरामध्ये किती
आहेत, हे ठरविण्याचा यत्न करितो ह्याप्रमाणेंच पदार्थाचे वजन,
मूल्य, समुदाय इत्यादिक गोष्टी त्यांचा त्यांच्या जातीच्या मापानी
मोजणे, ह्या कृत्याला '' गणना करणें '' अथवा '' परिमाण करणे ''
असे म्हणतात. ज्याचे ज्याचे असें परिमाण करितां येणे संभव,
त्याला त्याला '' परिमेग् '' म्हणतात; आणि कोणतेंही परिमेय मोज-
ण्याकरिता जें त्याच्याच जातीचे माप कल्पितात, त्याला '' एकं '' अ-
थवा '' परिमाण ' १ म्हणतात

परिमेय व परिमाण ह्या शब्दांचे हे अर्थ ध्यानांत येण्याकरिता
परिचयातली थोडी उदाहरणे देतो पदार्थांची लांबी, रुंदी इत्या-

-१. परिमाण ह्या शब्दाच्या योजनेविषयी गणितकारांचा बांगलासा
निर्णय झालेला दिसत नाहा ''परिमेय '' '' परिमेय मोजणे हें कृत्य,''
व ''परिमेय मोजण्याकरितां कल्पिले माप '' अशा तीनही अर्थात ल-
सून परिमाणशव्दाची योजना केलेली आढते; लपून विवदिरत सती
त्याचा अर्थ कोणता घ्यावयाचा, हें बहुधा संदर्भावरूनच ठरवावे लागतें.



२ उपोद्घात.

दिक व दोन स्थलांमधले अंतर ही सारी (एकाच जातीची) परिमेये
होत; .आणि ही मोजण्याकरिता कल्पिलेली हात, फर, कोस इजा-
कि मापे ही परिमाणे होत. पदार्थांचे पृष्ठ अथवा क्षेत्र हे परिमेव.
आणि तें मोजण्याकरिता कल्पिलेलीं चीरसहात, चौरसफूट इला-
दिक मापे ही परिमाणे. पइर्त्याने व्यापिलेला अवकाश (म्हणजे पो-
कळी) हें परिमेय; आणि घनहात, घनफुट, चिपटे, पायली, खंडी
इत्यादिक ही त्याच्या जातीची परिमाणे. कोन हें परिमेय् आणि का.
टकोन, अंश, कला, विकला ही त्याच्या जातीची परिमाणे. पद-
?र्याचें वजन हें परिमेदू आणि तोळा, शेर, मण, टन इत्यादिक ही
त्याच्या जातीची परिमाणे. पदायार्चे मूल्य हें परिमेय-र आणि रुप-
या, आणा, शिलिंग इत्यादिकहीं त्याच्या जातीचीं परिमाणे. पदार्थाचा
समुदाय हें परिमेयू आणि एक, दशक, शेकडा, लक्ष इत्यादिक ही
त्याच्या जातीचीं परिमाणे. काल हें परिमेय् आणि घटिका तास
दिवस, वर्क इत्यादिक ही त्याच्या जातीची परिमाणे होत

२. संख्या-अमुक परिमेय मोजण्याकरितां कल्पिलेल्या अमुक
परिमाणाएषढालीं परिमाणे ( असावा त्या परिमाणाचे केवढाले तरी
हिले) त्या परिमेयामध्यें किती आहेत, हें दाखविणाऱ्या शब्दाला
किंवा शव्दसमुदायाला '' संख्या '' म्हणतात. जसे, ह्या मेजाची
लांबी हें परिमेय मोजण्याकरिता ही लेखणी ( म्हणजे अर्थात् लेख-
णीची लांबी) हें परिमाण कल्पितो. ह्या परिमाणाएवढाली परि-
माणें ह्या मेजाच्या लावीमध्ये पांच भरलीं; म्हणून येथें '' पांच '' ही
संख्या होय ह्या पुस्तकाच्या लावीमध्ये ह्या लेखणीचे चवथे हिस्से
तीन आहेत; येथें लेखणीचा चवथा हिस्सा हेंच परिमाण मानिले तर
तीन'' ही संख्या होईल; पण सारी लेखणी हेंच परिमाण मानिलें

तर ''तीन चतुर्थांश. ही संख्या होईल. ह्या मेजाच्या रुंदीमध्यें पुऱ्या
लेखण्या दोन आहेत वै चवथा हिस्सा एक आहे, के सारी लेखणी
हेंच परिमाण मानिलें, तर ''दोन पूर्णाक एक चतुर्थाश'' अथवा सव्वा-
दोन) ही संख्या होय

३. सार परिमेये प्रत्यक्ष मोतिहा येत नाहीत-आतां



गणितपरिभापा

मेजाची लावी, रुंदी, पुस्तकाची लांबी डी परिमेवें, लेखणी व तिचे
चवथे हिस्से ह्या परिमाणानी प्रत्यक्ष मोजून लेखण्यांच्या व तिच्या
चतुर्थांशाच्या संख्या तयार करितां आल्या परंतु अशीं सारा परि-
मेवे त्यांच्या त्यांच्या जातीच्या कोणत्या तरी परिमाणानीं) प्रत्यक्ष मो-
जितां येतील काय? डोंगराची उंची प्रत्यक्ष कशी मोजितां येईल?
ह्या भितीचे पृष्ठ चौरसहात इत्याटिक एखाद्या परिमाणानें कदाचित्
प्रत्यक्ष मोजितां येईल; पण ह्या खोलीने व्यापिलेली पोकळी घनहात
इत्यारिक एखाद्या परिमाणानं प्रत्यक्ष कशी मोजावी? मग हा गांव,
देश इत्यादिकांचीं क्षेत्रे, पृथ्वीने व्यापिलेला अवकाश, चंद्रसर्य्रादि-

कांची ( अर्थात् त्यांच्या मध्यावधूनची) अंतरें इत्यादिक परिमेर्ये प्रत्यक्ष

मोजणे हें तर मनांत देखील आणावयास नको. सारांश, जी परि-
मेर्ये प्रत्यक्ष मोजितां येणे अगदीं असंभाव्य असतें, निदान अत्यंत

आयासाचें असतें, अशींच परिमेवें फार असतात, आणि त्यांची मो-
जदाद अनुमानद्वाराच करावी लागते.

४. गणितशास्त्राचा विपय-जीं परिमेये प्रत्यक्ष मोजितां
येत नाहींत, अथवा प्रत्यक्ष मोजण्यास मोठा यत्न करावा लागतो,
अशीं कांहीं परिमेये अनुमानद्वारा मोजण्याच्या अतिसुलभ रीति शो-
धून कार, व तीं मोजण्याचे कामीं त्या रीतींची योजना करून दाख-
विणे, हा गणितशास्त्राचा मुख्य विषय होय. जसं, एखाद्या खोलीची
पोकळी घनफुटाने प्रत्यक्ष मोजावयाची, तर घनफूट अवकाशाचे
ठोकळे तयार करून ह्या खोलींत भरिले पाहिजेत. परंतु असला हा
दीर्घ प्रयत्न टाळण्याकरितां गणितशास्त्रांत एक रीति तयार केलेली
आहे, तीप्रमाणें त्या खोलीची लांबी, रुंदी व उंची फुटाने मोजून
येणाऱ्या तीन संख्यांचा गुणाकार केल्याने, त्या खोलीच्या पोकळींत
घनफुटाएवढगेया पोकळ्या किती आहेत, हें अगदीं थोडक्या यत्नाने
बरोबर समजते

आता गणितशास्त्रांतल्या प्रत्येक रीतीनें वर दाखविल्याप्रमाणे प्रत्येक

परिमेयीची मोजणी अगदीं बरोबरच होते, असें नाहीं; तथापि त्या

रीतींच्या योजनेत जर चुक केली नाहीं, तर त्यांच्या योगाने एखाद्या
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परिमेयाची मोजणी जितकी रवच्याजवळ येईल, तितकी दुसऱ्या को.
णत्याही रीतीनें येणार नाहीं, हें निर्विवाद आहे.

७,. शुद्धगणित व संखुक्तगणित-गणितशास्त्राचे ''शस्त्र-

गणित '' व '' संगुक्तगणित '' असे मुख्य दोन भाग आहेत. संख्या,
रेषा, पातळी व अवकाश त्या चार परिमेयांच्या धर्मीचा विचार
करून त्यासवधी ( बेरीज इत्यादिक) कृत्यांच्या सुलभ रीति ठगवणं,
हा शुद्धगणिताचा विषय आहे. .अवकाश, पातळी व रेपा ही परि
मेये मोजण्याच्या रीति ठरविण्याकरितां '' कोन '' त्या आणखी एका
परिमेयाच्या धर्माचा विचार शुद्धगणितांत करावा लागतो. परंतु
तें गुदगणितातले मुख्य परिमेय समजत नाहींत. शुद्धगणितात
ठरलेल्या रीतींची योजना निरनिराळी पग्निमेये मोजण्याचे कामी क-
रून दाखविणं, व त्या योगाने व्यवहारास अत्यंत उपयोगी असे प-
दार्थविज्ञानादिविषयक नियम शोधून काढणे, हा संयुक्तगणिताचा
विषय होय.

'' प्रमाणींत असणाऱ्या चारे संस्थांपैकीं पहिल्या तीन दिल्या अ.
सतां चवथी काटण्याची रीति ठरविणे '' हा शुद्धगणिताचा विषय
होय आणि '' तोळ्याच्या किंमतीवरून गुंजेची किंमत काटण्याचे
कामी त्या गैतीची योजना होते असें ठरवून, ती किंमत काढण्याचा
व्यवहारपयोगी सोपासा नियम तयार करणें '' हा संयुक्तगणिताचा
विषय होय. '' चरसाचा कर्ण त्याच्या कोनास टुभागितो '' ''चौर-
साचा कर्ण व त्याची एक वाजूही एकाच गिग्माणाने मोजिली असतां
कर्णाची लावी दाखविणाऱ्या संस्थेचा वर्ग हा, याजूची लांबी दाख-
विणाऱ्या संस्थेच्या वर्गाच्या दुपटविरोवर असतो ५. हे चीराचे
धर्म सिद्ध करणें, हा शुद्धगणिताचा विषय होय; आणि '' परस्परां-
वर लव अशा दोन सारख्या प्रेरणा एकाच पदार्थांवर लागू झाल्या
आहेत व रेघांचा परिणाम त्या पदार्थावर मुळींच होऊं नये अशी
इच्छा आहे, तर काय तजवीज करावी '' १ ह्या प्रश्नाचें उत्तर दे.
ण्याचे कमी चौरसाच्या त्या धर्माची योजना करितां येईल असें ठर-
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हून, अशा प्रसंगीं लागू पडणारा एखादा व्यवहारोपयोगी नियम
शोधून काढणें, हा संपुक्तगणिताचा विषय होय.

शुद्धगणितामध्यें सख्या, रोग इत्याटिक पांच परिमेयांच्या सत्र-

धाच्या काही व्याख्या, व त्यांच्याच संबंधाच्या अनुभवसिद्ध अशा
( ज्यास प्रत्यक्षप्रमाणें व गृहीतकृ म्हणनात न्या) थोड्याशा गोष्टी
ह्यांच्याच आधारावर त्या परिमेयाचे इतर सारे धर्म अनुमानद्वारा
सिद्ध केलेले आहेत, व त्यांसंवंधीं कृत्यांच्या रीति ठरविल्या आहेत;
परंतु संयुक्तगणितामध्ये शुःद्र गणितातल्या त्या आधारभूत गोष्टींखेरी-
ज पदार्थीच्या .आणखी कांहीं धर्माचाही आधार घेतलेला असतो.
जसैं-संयुगणिताचग च्या भागांत पदार्थाच्या गतीचे नियम ठरविले
आहेत, त्या भागास शुद्धगणितातल्या गोष्टींखेरीज मुख्य आधार न्यृ-उ

टनाच्या तीन गतिनियमांचा आहे. हा थुःद्रगणित व संयुक्तगणित
ह्यांचा भेद ध्यानांत ठेवण्याजोगा आहे.

६. णुरद्वेगणिताचे भागप्रभाग-शुद्धगणिताचे '' संख्याग-
णित '' व '' -नि '' असे खुट्टय दोन भाग आहेत. त्यांपैकीं
संख्यागणितामध्ये संख्यांच्याच धर्माचा विचार करून सरणाविपयक
कृत्यांच्या रीति ठरविल्या आहेत. संख्यागणिताचे '' विशेपसरूया.
गणित '' ( म्हणजे अंकगणित) व ' 'सामान्य संख्यागणित '' ( म्हणजे
वीजगणित, शुप्रत्यलकिध इत्यादिक सर्व) असे मुख्य दोन भाग आहेत.

शुद्धगणितांतत्या '' संख्या '' ह्या परिमेयाखेरीज '' अवकाश, ''
'' पातळी '' ''रेषा'' व ' 'कोन'' ह्या चार परिमेयांच्या धर्माचा विचार
भूमितीमध्यें केलेला आहे. अवकाश, पातळी, रेषा व कोन ह्या चार
परिमेयांना आपण इतःपर '' अवकाशादि परिमेये '' अशी संज्ञा देऊं.

भूमितीमध्ये सिद्ध झालेल्या अवकाशादि परिमेयांच्या धर्माशी
संख्यागणितांत सिद्ध झालेल्या संख्यांच्या धर्माचा संयोग करून
'' त्रिकोणमिति '' व '' वैफयभ्रृमिति '' ह्या नांवाचे दोन विषय तयार
केलेले आहेत, हेही वस्तुतः शुद्धगणिताचेच भाग होत.

७. संयुक्तगणिताचे भागप्रभाग-संपुक्तगणिताचे प्रेरणा-
शास्त्र, स्वरशाख, दर्शनानुशामन व ज्योतिःशास्त्र असे भाग मानि
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तात. प्रेरणाशास्त्राचे '' लेर्योत्तगदकप्रेरणाशास्त्र, ' व '' गत्युत्पा-
दकप्रेरणाशास्त्र '' असे मुख्य भाग मानितातु व ह्या प्रत्येकाचे पुनः
अप्रवाही, प्रवाही आणि वासुरूपी पदार्थाच्या सवधाने प्रभाग मा-
नितात. संयुक्तगणिताच्या ह्या भागप्रभागाविपयी मतभेदही दिस-
तात. परंतु त्यांचें वर्णन करणें एथे अप्रासंगिक होय.

ड. ह्या संक्षिसवर्णनावरून ध्यानांत येईल की, भूमिति हा गणित-
शास्त्राच्या शुद्धगणित ह्या भागाचा एक भाग आहे. हा भूमितीचा
गणितशास्त्राशी संबंध वर्णिला.

व्याख्यादि शब्दांचे अर्थ.
व्याख्या. सिद्धांत. प्रतिज्ञा, पक्ष व साध्य. प्रमेय व कृत्य.

प्रत्यक्षप्रमाण. गृहीतकृत्य. उपसिडान आणि व्यास ह्या

शब्दांचे अर्थ.
१. व्याख्या-कोणत्याही पारिभापिक शब्दाचा अर्थ ज्या वाक्या-

मध्यें सांगितलेला असतो, त्या वाक्याला त्या शब्दाची व्याख्या म्ह-
णावें. उदाहरण '' ज्या पदार्थीला लामी मात्र आहे असें मानिलं
असतें, त्याला रोग म्हणावे.'' ह्या वाक्यांत '' रेपा '' ह्या भूमिती-
तल्या पारिभाषिक शब्दाचा अर्थ सांगितला आहे. म्हणून ही रेषे-
च्यी व्याख्या होय

(व्याख्या ह्या शब्दाचा मुख्य अर्थ, व्याख्येचे गुणदोप आणि
व्याख्या करण्याच्या संबंधाचे नियम, हे पूरणकेत पहावे.)

सिद्धांत-हा शटद गणितविपयकग्रंयांमध्यें '' सिद्ध केलेली अथवा
सिद्धतेवांचून खरी मानिलेली कोणतीही गोष्ट '' ह्या त्याच्या -गव-
हारिक अर्थास लक्ष तर योजितातच, पण ह्याखेरीज दुसऱ्या एका
ओर्व्यस लधून बहुधा योजितात. तो अर्थ असा;-

'' ( १) ज्या वाक्यसमुदायामध्यें अमुक गोष्ट सिद्ध करावयाची
आहे, असें सांगून ती सिद्ध करून .दाखविलेली असते; तसेंच (२)
ज्यात अमुक कृति करावयाची आहे असें सांगून ती करून दाखवि-
लेली असते; '' अशा दोन्ही प्रकारच्या वाक्यसमुदायांना गणितांत
सिद्धांत '' म्हणतात
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(ह्याच आर्याला लधून गुकुडच्ग ग्रंथांतील पहिल्या पुस्तकाच्या

४८ भागांसारिख्या प्रत्येक भागाला सिद्धांत म्हणण्याची वहिवाट
पडली आहे.)

३. प्रतिश-विवक्षित सिद्धांतामध्यें अमुक एक अथवा अनेक
गोष्टी दिल्या आहेत व अमुक एक गोष्ट सिद्ध करावयाची आहे अ-
थवा अमुक एक कृति करावयाची आहे, असें ज्या वाक्यांत सुचवि.

ले असतं, त्याला त्या सिद्धांताची प्रतिज्ञा म्हणावं. जसं-
( १) समभुत त्रिकोण ( २) समकोण असतो.
( १) ज्या संख्येतील अंकांची बेरीज तिहींनीं विभाज्य असते व

एकस्थानचा अंक सम असतो, ती संख्या (२) सहानी विभाज्य
असते.

( १) जर एका पदार्थावर दोन सारख्या प्रेरणा लागू झाल्या
आणि त्यांच्या दिशांमधील कोन १२० अंशांचा असला, तर त्यांची
फलितप्रेरणा ही ( २) त्या प्रत्येकीयरोवर असते.

( १) विवक्षित अपूऽर्णाकास (२) अति-सक्षितरूप द्यावयाचे आहे.
( १) विवक्षित समर्याद रेषेचे ( २) दोन समान भाग करावयाचे'

५ निरनिराळ्या पांच सिद्धांतांच्या प्रतिज्ञा आहेत.

४. पक्ष व साध्य-कोणत्याही सिद्धांतांत ज्या (एक किंवा अ-
नेत्र) गोष्टी दिलेल्या असतात, त्या सर्वास मिळून त्या सिद्धांतांतला
पक्ष म्हणावे, आणि जी एक गोष्ट सिद्ध करावयाची असते अथवा
जी एक कृति करावयाची असते, तिला त्या सिद्धांतांतले साध्य म्ह-
णावें. जसेंः-वरील प्रत्येक प्रतिज्ञेच्या ( १) व (२) ह्या भागांत
अनुक्रमे पक्ष व साध्य हीं सुचविली आहेत.

महत्त्वाची सृचूना-प्रत्येक सिद्धांतांतील पक्ष व साध्य हो स्पष्ट

समजल्याखेरीज तो सिद्धांत करावयास आरंभ करू नये. ह्या तूच.
नेकडे अगदीं दुर्लक्ष होऊं नये.

५. प्रमेय व केप्रय-वर सिद्धांताच्या लक्षणांत जे दोन प्रकारचे
वाक्यसमुदाय सांगितले, त्यांपैकीं पहिल्याला ''प्रमेय'' म्हणतात, व
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असून त्याचा व्यत्यास खोटा आहे. ( मृरुद व्यत्यासांच्या सत्यासत्य-

तेविपयींचे नियम पुर्गुणकेंत पहावे ).

द्ध- सिद्धता, सिद्धतेचे क्रमिक व क्रमविरुड हे भेद,
ताला, पृथक्करण, उपपत्ति, संयोगाकरण', प्रमेयाच्या व कृत्या-
च्य्या सयोगीकरणाचे जातिप्रतिज्ञा, व्यक्ति:ग्रतिज्ञा इत्यादिक भाग,
ह्या सर्वांची लक्षणें व गुणदोष प्रृरणिकेत पहावे. तसेंच पदार्थ,
समान व असमान पार्थ, वैरीत, वजावाकी, पट आणि
हिस्सा ह्या शब्दांचे अर्थ व त्यांवरून निघालेले कांहीं उपसिद्धांत हे
प्रत्यक्षप्रमाणांवरील टिपणाच्या आरंभी लिहिले आहेत, तेही लक्ष.
पूर्वक वाचावे

संक्षेप.
प्रत्येक सिद्धांताच्या सिद्धतेमध्यें मागील आधार दाखवावयाचे ते

ओळीच्या शेवटीं संक्षेपानें दाखविले आहेत. त्या व दुसऱ्या कांहीं
संक्षेपांचे अर्थ उदाहरणांनीं स्पष्ट करून दाखवितो.
( १. व्या. १५) ह्याचा अर्थ ''पहिल्या पुस्तकाच्या १५ व्या व्या-

ख्येवरून ' असा समजावा.
( गृ. कृ. ३) '' '' '' तिसऱ्या गृहीतकृत्याप्रमाणें ''
( प्र प्र. ८) '' '' '' आठव्या प्रत्यक्षप्रमाणावरून.''
( १ ५) '' '' '' पहिल्या पुस्तकाच्या पांचव्या

सिद्धांतावरून. ''
( १. ४ भा. २) '' '' '' पहिल्या पुस्तकाच्या चवथ्या

सिद्धांताच्या दुसऱ्या भागावरून.''
( १. ५ उप.) '' '' '' पहिल्या पुस्तकाच्या पांचव्या

सिद्धांताच्या उपसिद्धांतावरून.''
( प्रतिज्ञा.) ' '' '' प्रतिज्ञेत दिल्यावरून.''
( रचना.) '' ' '' रचनेवरून.''
( टि.प.) '' '' '' टिप्पण पहा.''
(सि.क.) ' '' '' सिद्ध करा.''



उपोद्घात.

दुसऱ्याला '' कृत्य '' म्हणतात, म्हणून हे सिद्धांतांचे दोन भेद झाले.
वरच्या पांच प्रतिज्ञांपैकीं पहिल्या तीन प्रतिज्ञा प्रमेयांच्या आहेत व
शेवटच्या दोन प्रतिज्ञा कृत्यांच्या आहेत.

६. प्रत्यक्ष-प्रमाण-जें प्रमेय सिद्धतेवाचून् (केवळ अनुभवावरू-
नच) खरें मानिलेलेअसते,त्याला गणितांत 'प्रत्यक्षप्रमाण'' म्हणतात.

७. गृहीनऊर;प-जे कृत्य करितां येतें असें आधारावांचून मा-
निले असतें, त्याला गणितांत '' गृहीतकृत्य'' म्हणतात.

ट. उपसिडात-जो सिद्धांत दुसऱ्या एखाद्या सिद्धांतामध्यें सा-
हजिक सिद्ध केला जातो, अथवा त्याच्या साह्यानें फार थोडक्यात
सिद्ध होतो, त्याला त्या दुसऱ्या सिद्धांताचा उपसिद्धांत म्हणावे.
(पहिल्या पुस्तकाच्या ४६ व्या सिद्धांताचे उपसिद्धांत व ५ व्या सि.
द्धांताचा उपसिद्धांत हे अनुक्रमें एSgएं सांगितल्या प्रकारचे आहेत.)

एखाद्या व्याख्येवरून जर एखादं प्रमेय सहज सिद्ध होत असलें,
तर त्यालाही त्या व्याख्येचा उपसिद्धांत म्हणतात.

५. व्यत्यास-कोणत्याही सिद्धांतांतल्या पक्षाच्या ठिकाणी,
अथवा पक्षांत अनेक गोष्टी असल्यास त्यांपैकीं एखाद्या गोष्टीच्या
ठिकाणी, त्यांतले साध्य ठेविले, आणि साध्याचे ठिकाणी पक्ष अथवा
पक्षातली ती गोष्ट ठेविली; तर जो सिद्धांत होतो, त्याला त्या मूळ-
च्या सिद्धांताचा व्यत्यास म्हणावें. जसे-' समभुज त्रिकोण
सम-कोण असतो. '' हा मुलुसिद्धांत मानिला, तर '' समकोणत्रिकोण
समभुज असतो '' हा त्याचा व्यत्यास होय. '' ज्या सख्येंतील अंकां-
ची वेरीज तिहीनी विभाज्य असते व जिच्या एकरूगनीं शून्य
असतें, ती संख्या सहानी विभाज्य असते.'' हा मृलुसिद्धांत मानिला
तर '' ज्या संख्येतील अंकांची बेरीज तिहीनी विभाज्य असते व
सारी संख्या सहानी विभाज्य असते, तिच्या एकरवानीं शून्य असतें.''
हा रेघाचा व्यत्यास होय.

( मूलसिद्धांत हा त्याच्या व्यत्यासाचा व्यत्यास असतो, हे उघड
आहे.)

पहिल्या उदाहरणांतील मृलूसिद्धांत आणि त्याचा व्यत्यास हे
दोन्ही स्वरे आहेत. परंतु टमऱ्या उदाहरणांतील मृलसिद्धांत खरा



युळिडचा भूमिति.
पहिलें पुस्तक.

व्याख्या.
ज्याला' स्थिति आहे, परंतु महत्व मुळीच नाहीं त्याला बिबु

ह्मणावें. 1

( अथवा ज्याचे भाग करितां येत नाहींत, त्याला बिंदू ह्मणावें.)
विद्रुला नांव द्यावयाचे असलें, तर बहुधा एखादे अक्षर योजितात.

जसे, अविंदु.. अ
२. ज्याला लांबी आहे, परंतु रुंदी व जाडी मुळींच नाहीत, त्याला

रेवा ( अथवारेघ) ग्रणावें.,
( रेषेला स्थिति आहे असेही मानितात.)
उपसिद्धांत-रेपेची टक ( ह्मणजे आरंभ व शेवट ही) चिंटूच

असतात; आणि दोन रेषा परस्परांस जेये छेदितात, तोही भिंडच
असतो..

रेषेला नांव द्यावयाचे असलें, तर तिच्या दोन्ही टोंकांना दोन
नावे देऊन तीं कोणत्या तरी अनुक्रमानें वाचिलीं असतां तेंच रेया

रेषेचे नांव समजतात. जसे, '' अब रेपा '' अथवा '' वध रेषा. ''

१. ह्या व्याख्या वाचण्यापूर्वी भूमितीच्या परिभाषेवरील टिपग्ण
वाचावें झणजे ह्यांविपयी वरीच समजून पडेल.

२. ह्या व्याख्येचें सविस्तर स्वरूप असें, '' व्या पदार्थाला स्थिति
आहे, परंतु महत्त्व? नाही असें मानिले- असतें, त्याला बिंदू म्हणावे.''
ह्याप्रमाणेंच रेषा व पातळी ह्यांच्या व्यारूयामध्येही '' ज्याला '' द्याचा
अर्थ '' कवा पदार्थाला '' त्कृष्टमजावा; व ६' असें मानिजेत् असतें '' हे
वाक्य बहुतेक व्याख्यांमध्यें आहेच असें समजावे.



७९अ ' 'न: व्याख्या.फेरकेव्हा केक साऱ्या रेघेला नांव देण्याकरितां एकत्व अक्षर योजि-
तात. असें, करेपा. -क-३. कोणतीही रेषा ज्या बिंदूंत संपलेली दिसेल, त्या विदृंत् ती
संपली नाहीं, पुढें पाहिजे तिकी लांब आहे, असें मानावयाचे असलें,
तर तिला अमर्यादरेषा ह्मणाव..

( विवक्षित रोग समर्याइ आहे किंवा अमर्याद आहे, हें सर्वत्र
प्रत्यक्ष सांगितले असतें असा नियम नाहीं, तें बहुधा संदर्भावरून
ओळखावे लागतें.)

४. ज्या रेषेची दिशा ( अथवा कल) कोही बदलत नाहीं, तिला
५सरलरपा ह्मणतात.,

उपसिद्धांत-जर दोन सरलरेषांपैकी ( १) एकीचे एक टोंक
दुसरीच्या एका टोकाशी मिळेल व (०९) त्या टोंकाजवळ त्यांची
दिशा एक होईल, अशा रीतीनें एक रेपा दुसरीवर ठेविली, तर पुढे
त्यांपैकीं कोणतीही रेषा दुसरीला सोडून निराळ्या दिशेस जावयाची
नाही. ( कारण कीं, ती निराळ्या दिशेस जाईल असें मानिलें, तर
सरलरेपेच्या व्याख्येशीं विरोध येईल.) हा उपसिद्धांत '' दोन सरल-
रेपांस साधारण खंड असत नाही '' असाही ह्मणतात.

(ह्या मूनामध्ये सरलरेषा ह्या शब्दाबद्दल रेपा व रेघ हेच शव्त्रद्द

बहुधा योजिले आहेत.)
५. ज्या रेषेचा केवढाही भाग सरल नसतो, तिला वक्ररेषा

झणावें..

६. ज्याला लाच व रुंदी मात्र आहेत, त्याला पातळी हाणतात.
( पातळीला स्थिति आहे असेही मानितात.).
उपसिद्धांत-पातळीचीं शेवटें रेषा असतात; आणि दोन पातळ्या

एकमेकींस जेथे कापितात तीही रेषाच असते,
७. ज्या पातळींतले कोणतेही दोन बिंदू घेऊन त्यांच्या मध्ये सरल.



१०६ यक्लिडची भमिति.

रेपा कादिली असतां ती सर्वाशी त्या पातळींतच असते, तिला
सरलपातनी जणतात.

( जसे, एखादी अगदीं सरळ व गुळगुळीत आखणी एखाद्या फळी-
क्या पृष्टांतील कोणत्याही दोन विदूरच्या मध्य ठेविली असतां, अथवा
त्या पृष्ठावर कोठेही फिरविली असतां, जर ती आखणी त्या पृष्ठाला
सर्वत्र अगदी चिकटलेली दिसेल, तर तें पृष्ठ सरळ अथवा सपाट)
आहे असें आपण समजत. ह्यावरून भूमितींतल्या सरळपातळीची
कल्पना येईल.)

( त्या व्याख्येतील ''कोणतेहि'' ह्या शब्दाकडे दुर्लक्ष होऊं नये. हे
इश्ंइंांvंद गाळिले असतां, पंचपात्रीच्या वक्रपृष्ठालाही सरळपातळी म्ह-

णावे लागेल.)
( ज्या पातळीच्या केवढाही भाग सरळपातळी नसतो, तिला

वक्रपातळी म्हणतात. असें, गोलाचा पृष्ठभाग, पंचपात्रीचे वाकड
पृष्ठ ह्या वक्रपातळ्या होत.)

( त्या ग्रंथामध्यें- फक्त सरळपातळीविपयींच विचार करावयाचा
आहे, म्हणून '' सग्ळपातळी '' त्याचे ठिकाणी बहुधा '' पातळी ''
हाच शट-९ योजिला आहे.)

८. एकाच पातळींत असणाऱ्या दोन रेपा जर एकमेकीस मिळा
ल्यी, पण त्यांची एकच रेघा झाली नाहीं, तर त्यांची जी एकमेकी-
शी वक्रता असते, तिला रेषाकोण म्हणावे.

९. एका सरलरेपेंत नसणाऱ्या दोन सरलरेपा परसग्रास मि-
ळाल्या असता त्यांची जी एकमेकींशी वक्रता असते, तिला सरल-
रेषाकोण म्हणावे.

( ह्या ग्रंथामध्यें सरलरेपाकोणाचा मात्र विचार करावयाचा
आहे; म्हणून '' सरलरेपाकोण '' त्या शब्दाबद्दल बहुधा '' कोन ''
हाच शढद्द योजिला आहे.)

कोणताही कोन ज्या दोन रेषांनी झालेला असतो, त्यांस त्या को-
नाच्या वाजूम्हणतात; वकोनाच्या वाजू ज्या विद्रूत मिळाल्यामुळे
तो कोन झालेला असतो, त्यास कोणीबटु म्हणतात.



व्याख्या. १३

कोनास नांव द्यावयाचे असलें, तर कोणीयदु व प्रत्येक वाजूतुलि
एकेक विठू अशा तीन बिंदुस नावे देतात; आणि कोणचंदूचे नांव
मध्ये येईल अशा रीतीनें तीं तोन नावे वाचिलीं असतां, ते त्या को-
नाच नांव झालें असेंसमजतात. अ
जस, भव आणि बक ह्या ड
रेपाच्या कोनाचे नांव भवक
किंवा कवभ ह समजावे भव' व-- ईआणि वड त्या रेपांच्या कोनाचे कॅ
नांव धवड किंवा कवज्ञ हें समजावं

एका विरुजवळ एकच कोन असला, तर त्या विद्रुगच नांवानें
तो कोन दाखवितात. जसे, ''ई कोन''. पण अशा प्रसंगी ६ कोन''
हा ''ई विदुज्वळचा कोन'' ह्याचा संक्षेप आहे, असे मानिलें पाहिजे.
('' ई पिटुजूवळचा कोन '' त्याचा अर्थही '' ई हा ज्याचा कोणविंदु
.आहे,असा कोन '' हा समजावा.)

कधीं कधीं कोनांत एखादे अ-क्षर किंवा अंक अशी कांहीं खूप ८ १

लिहून तिच्या योगाने तो कोन दा-
खवितात. जसे, क कोन, १ कोन इ०.

१०. एक' रेषा दुसऱ्या रेषेला मिळाली असतां, जर दोन कोन
झाले आणि ते समान असले, तर त्या प्रत्येक

कोनाला काटकोन म्हणतात; आणि ती मि- ल
ळणारी रेषा दुसरीवर लंब आहे असें म्हण-

तात.' जसे, डश्रव, कभव हा प्रत्येक कोन
काटकोन आहे; आणि अबरेषा डकवर लंब ड अ क
आहे. काटकोनाच्या दोन वाजू परस्परांवर लंच आहेत, असेही
म्हणतात.

?? ११. जो कोन काटकोनापेक्षा मोठा असतो, त्याला विशाल.
कोण म्हणतात. जसे, डअस हां विशालकोण आहे.



युल्लिडची भूमिति.

१२. 'जो कोन काटकोनापेक्षां लहान असतो, त्याला लशुकाण
म्हणतात. असें, कअस, सअव हा प्रत्येक लघुकोण होय.

१३ काटकोनाखेरीज सर्व कोनांस ओतर्पकोण म्हणतात. असं,

डअस असा, सभव हा प्रत्येक तिर्यक्कोण होय.
१४ एक किंवा अनेक मर्यादांनीं सर्व अंगांकडून मर्यादिलेत्न्या

पातळीला व अवकाशाला आकृति म्हणतात.
( ह्या ग्र्यामध्ये इतःपर आकृति त्या शब्दाचा अर्ध '' एक किंवा

अनेक रेपांनीं सर्व अंगांकडून मर्यादिलेली सरळपातळी '' हाच सम-
जावा, कारण इतर कोणत्याही प्रकारच्या आकृतींविपयीं विचार
ह्या ग्रंथांत केलेला नाहीं.)

१५. ज्या आकृतीची मर्यादा एकाच वक्ररेषेनें दाखविली जाते,
आणि जीम असा एक चिंटू असतो कीं, त्यापासून त्या ककरेपे-
पर्यंत कितीही सरलरेषा काटिल्या तरी त्या सर्व समान असतात
त्या आकृतीला वर्तुळ म्हणतात.

वर्तुळाची मर्यादा दाखविणाऱ्या वक्र. क
रेषेला त्याचा परिघ म्हणतात.

केव्हा केव्ही वर्तुल हा श परि ह्या शब्दाबद्दलही योज-
तात; परंतु वर्तुल ही पातळी आहे, व परिघ ही रोग आहे; हा
त्यांच्या मधील भेद ध्यानांत ठेविला, म्हणजे वर्तुल शब्दाचा कोणता
अर्श कोठे घ्यावयाचा हें संदर्भावरून ओळखितां येईल.)

१६. वर्तुळातील ज्या विदुपासुरन् परिघापर्यंत काहिलेल्या सर्व

सरळरेपा समान असतान, त्याला मध्यबिंदू किंवा वर्तुलमध्य
-रणतात.

वर्तुळास नांव द्यावयाचे असलें, तर त्याच्या परिघांतल्या .निदान
तीनविदूम् नांवें देऊन तीं कोणत्या तरी एका नाबापामन अनुक्रमानें



दाचितातू आणि तेच वर्तुळाचे नांव समजतात. असें, १५ व्या व्या-
ख्येंतल्या वर्तुळाचे नांव थक्क वर्तुल होय,

१७. वर्तुलमध्यापगसुन परिघापर्यंत काढिलेल्या कोणत्याही सरल-
रेषेला त्रिज्या म्हणतात.

उपसि०-ए-काच वर्तुळाच्या सर्व त्रिज्या समान असतात.
१८. जी सरलरेपा वर्तुलमध्यातूनु जाते व परिघाला दोन्ही अं-

गौस मिळते, तिला व्यास म्हणतात.

१९. व्यास आणि त्यानें कापिलेला परिघाचा भाग ह्यांच्या मध्ये
जो वर्तुळाचा भाग सांपडतो, त्याली अर्धवर्तुल म्हणतात.

( अर्धवर्तुल ह्या शब्दाचा अवयवार्य वर्तुळाचे अर्धं असा आहे,
पण तो येथें घ्यावयाचा नाहीं; ''अर्धवर्तुल हें वर्तुळाच्या अर्धावरा-
वर असतें'' ही गोष्ट व्याख्येमध्ये दिलेली नाहीं, ती सिद्ध होईल तेव्हां
खरी मानावयाची, हे पक्के ध्यानांत असावें. कोणत्याही पारिभापिक
शब्दाचा अर्थ मार्क्साने त्याचा व्याख्येत जो सांगितला असेल, तोच
घ्यावयाचा, त्याला त्या ग्रंथांत दुसरा कोणताच अर्श नाहीं असें मा-
नावयाचें, ह्या गोष्टीचे चांगले स्मरण असलें पाहिजे.)

अर्धवर्तुलास नांव द्यावयाचे असेल, तर त्याच्या व्यासाचीं टोकं
व परिघातील निदान एक चिंटु त्यांची नावे कोठून तरी अनुक्रमाने
वाचितातू आणि तेच त्या अर्धवर्तुलाचे नांव समजतात.

२०. ज्या आकृतीची मर्यादा नुसत्या सरलरेषांनीं दाखविली जाते,
तिला सरलरेवधित म्हणतात.

सरलरेषाकृतीला नांव द्यावयाचे असलें, तर तिच्यण्प्रत्येक कोण-
विद्रुला नांव देऊन तीं सर्व नावे कोठून तरी अनुक्रमाने वाचितात,
आणि तेंच त्या आकृतीचे नांव समजतात.

सरलरेषाकृतीची मर्यादा दाखविणाऱ्या प्रत्येक रेषेला तिची वाजू
म्हणतात.

उपसिं:द्वांत-सरलरेषाकृतीला जितक्या बाजू असतात, तितकेच
कोन असतात.



१६ युल्लिडची भूमिति

२१. तीन वास्तूंच्या सरलरेषाकृतीला त्रिकोण म्हणतात.

२२. चार बाजूच्या सरलरेषाकृतीला चौकोन म्हणतात.

चाकोनास नांव द्यावयाचे असतां, कधीं कधी त्याच्या समोराम-
मोरूच्या कोणविदुस् नावे देऊन तीं वाचितात, आणि तेंच त्या चा-
कोनाचे नांव समजतात.

२३. चोहोंपेक्षां ज्यास्त वास्तूंच्या सरलरेपाकृतीला बहुकोण
म्हणतात.

२४. ज्या त्रिकोणाच्या तीनही वाजूस.
मान असतात, त्याला समधुजत्रिकोण
म्हणतात.

२५. ज्या त्रिकोणाच्या दोनच _yaाज्ऋ स-
मान असतात, त्याला समद्विमुजत्रिकोण
म्हणतात

२६. ज्या त्रिकोणाच्या तिन्ही वाटूअ-
समान असतात, त्याला विषयमुजत्रिकोण
म्हणतात

२७. ज्या त्रिकोणाचा एक कोन काट-
कोन असतो, त्याला काटकोनत्रिकोण
म्हणतात
' २८. ज्या त्रिकोणाचा एक कोन विशा-

लकोण असतो, त्याला विशालकोणत्रि
-काण म्हणतात.
' २९. ज्या त्रिकोणाचे तिन्ही कोन लघ-

कोण असतात, त्याला लधुकोणत्रिकोणॅ
म्हणतात

३६०. ज्या चोकोनाच्या सर्व वाजू सार.
ख्या असतात व. सर्व कोन काटकोन अस.
तात, त्याला चौरस म्हणतात



( ज्याचौकोनाच्या सर्व वाजू सारख्या असतात ष एक कोन
काटकोन असतो, त्याला चौरस म्हणतात '' अशी चौरसाची
व्याख्या केली तरी चालेल. काका, अशा चौकोनाचे वाकीचे कोन
काटकोन असतात, हैं सिद्ध करितां येईल.)

३१. ज्या चौकोनाचे सर्व कोन काटकोन असतात व कांहीं
वाजू असमान असतात, त्याला काटकोनचोकोन म्हणतात.

३२. ज्या चौकोनाच्या सर्व वाजू स-
मान असतात व सर्व कोन तियक्कोण अ-
सतात, त्याला सममुजचौकोनम्हणतात.

२३ ज्याच्या सर्व अथवा कांहीं वाजू
असमान असतात व सर्व अथवा काही
कोन तिर्यक्कोण असतात, त्याला विषम-
पुत्रचौकोन म्हणावे.

०९४. ज्या दोन सरलरेपा एकाच पा.
तळीत असतात, आणि दोन्ही अगास कि-
तीही वाढविल्या तरी मिळत नाहीत, त्यांना

समातररेवा म्हणावे.
( ह्या व्याख्येतील '' एकाच पातळीत असतात '' ह्या शब्दाकडे

दुर्लक्ष होतां कामा नये. कारण कीं, हे शव्त्र५ गाळिले, तर भिन्न

पातजयामध्यें असून परस्परास न मिळणाऱ्या अशा ज्या रेषा असतात,
त्यावरही ह्या व्याख्येची अतिव्यासि होईल.)

( दोन्ही अंगास कितीही वाढविल्या असतां मिळतनाहींत,'' ह्या

वाक्यामध्ये ''त्या पूर्वी मिळालेल्या नसतात '' ह्या गोष्टीचाही अंतर्भाव

होतो, असें मानिलें पाहिजे. काकी, तसें न मानिलें, तर परस्परास
छेदणाऱ्या दोन समर्याद सरलरेषावर ह्या व्याख्येचीअतिव्यातिहोईल.)



युछिडची भ६५मिहित.

( समांतर हें विशेषण दोहोपेक्षा जास्त सरलरेषांना लाविलें असतां
त्यांपैकींप्रत्येकदोनदोनरोगपरस्परांशी समांतर आहेत अससमजावे.)

३ ज्या चौकोनाच्या समोरासमोरच्या दोन दोन याजू पर-राशी समांतर असतात याला समातरमुत्रचोकान म्हणतात.

-व्याख्या. पाराशष्ट.
रे खालीं लिहिलेली भूमितीची परिभापा आरंभी न वाचितां जस.

जशी लागेल, तसतशी वाचिली तरी चालेल.)
१. पाया-हीसंज्ञा सामान्यतः आकृतीची मर्यादा दाखविणाऱ्या

कोणत्याही एका सरळरेषेला देतात. परंतु '' समद्विभुजत्रिकोणाचा
पाया '' असें झटले असतां, '' त्याच्या ज्या बाजू समान आहेत असे
दिले असेल, त्याखेरीज वाजू'' असाच अर्थ समजावा.

२. शिरोंबिंदु व शिरकोन--त्रिकोणाच्या ज्या बाजूला पाया
द्यटलें असेल, तिच्या समोरच्या कोणविट्ल शिरोविद्रु व पायासमो.
रच्या कोनाला शिरकोण हाणतात

३. उंची-त्रिकोणाच्या शिरोविदुप्रासन् कायावर किंवा पाया
वाढवन् त्यावर कारिलेल्या लयास त्या त्रिकोणाची उंची आणतात;
आणि समातरभुजचीकोनाच्या पायासमोरच्या. वा:ज्ञ्त्रील कोणत्याही
बिंदूपासून पायावर किंवा पाया वाढस्तूर त्यावर कादिलेल्या लयास
त्या समातरभुजचौकोनाची उंची ह्मणतात.

४. दुभागणे-ह्याचा अर्थ दोन समान भोग करणें असा सम-
जागा.

५. सलप्रकोण-एक रोग दुसऱ्या रेषेला मिळाली असतां जर



व्याख्या. परिशिष्ट.

दोन कोन झाले, तर त्यांना परस्प- हे
रांचे ( किंवा परस्पराशी) सलग्न-

कोण म्हणा. असे, अवड, कवड
हे एकमेकांचे सळग्नकोण आहेत. ड
परंतु अबई, ईबड हेत्या व्याग्ट्रये- अ व क
प्रमाणें साइग्न-कोण नाहींत. (कारण की हे कोन एकाच सरलरेपेला
दुसरी मिळून झालेले नाहींत.)

६. पूरककोण-ज्या दोन कोनाची बेरीज दोन काटकोन अ-
सते ( मग ते साहग्नकोन असोत किंवा नसोत १, त्यांपैकीं प्रत्येकाला

दुसऱ्याचा पुरूककोन म्हणा.
७. कोटिकोण-ज्या दोन कोनांची बेरीज एक काटकोन

असते, त्यांपैकीं प्रत्येकाला दुसऱ्याचा कोटिकोण म्हणातें.

८. सग्लरेवालनीचा बाहेरील कॉन-सरलरेपाकृतीच्या
कोणत्याही जवळन्नवळच्या दोन वाजुंपकी एक त्यांच्या मेलनत्रिंदुप्र-
लीकडे वाढविली असतां, तिचा वाढविलेला भाग व दुसरी वाजू
ह्यांच्या मध्ये त्या मेलनविंदु:ऽद्रवळ जो कोन होतो, त्याला त्या आकृ.
तीचा बाहेरील कोन म्हणतात. ( आकृतीचा एखादा कोन वाह-
बक्र असेल, तर त्या कोनाची वाजू. वाटविल्यानें होणाऱ्या नवीन
कोनाला ही सहा देत नाहींत.)

५. दिलेल्या रेषेशी कोन करणें-ह्याचा अर्थ, दिलेली रेषा
ज्या कोनाची एक बाजू होईल असा कोन करणें, हा समजावा.

१०. दिलेल्या बिटूझुडळ कोन करणें-ह्याचा अर्थ, दिलेला
बिबु ज्याचा कोणविदु होईल असा कोन करणें, हा समजावा.

११ व्युत्क्रमकोण, बाह्यकोण, व आतरकोण-दोन रेपांस
-एका रेषेने छेदिलें असतां जे आठ कोन होतात, त्यांना पुढे लि-

हिल्याप्रमाणे संशा द्यावयाच्या.



२० युखिडची भूमिति.

१ व ३ आणि २ व ४ ह्या दोन दोन ६

कोनास पग्साराशी व्युत्क्रमकोण म्हणावं. हें

५६ -५६ ह्यांना वाह्यकोण म्हणावे. -१२३४ ह्यांना आतरकोण म्हणावे.

१२ कर्ण-काटकोन त्रिकोणाची काटकोनासमोरील बाबू
आणि चौकोनाच्या समोरासमोरच्या कोणविरुमू सांधणारी रेषा
ह्या प्रत्येकीला कर्ण म्हणतात.

१३. समातररेदाच्या जोडातला त्रिकोण व समातरपुत्र
चौकोन-ज्या त्रिकोणाचा पाया दोन समातररेपांपैकीं एकीमध्ये
व शिरोविंदु दुसरीमये असतो, त्याला त्या समांतररेपांच्या जोडांतला
त्रिकोण म्हणावे. तसेंच ज्या समातरभुजचौकोनाच्या समोरास-
मोरूया दोन वावृपेऽकी एकेक वाजू दोन समातररेपांपैकीं एकेकीत
असते, त्याला त्या समांतररेपांच्या जोडांतला समांतग्भुजचोकोन
म्हणावं,

जस, चछज, टठव अ च ट ड प य व
क-हे त्रिकोण व पफ समा- ल

तरभुज चौकोन हे, भव क र ल
आणि कई ह्या समांतर छ ज ठ फ च स क्ष ई
रेपांच्या जोडांतले आहेत. परंतु घर, शपस हे त्रिकोण व हक्ष
समातरभुनचीकोन हे त्या समांतररेपांच्या जोडांतले नाहींत

१४. कर्णाभोवतालचे व पूरक समातरमुज चौकोन-स-
भांतरधुडचीकोनाच्या कर्णातील कोणत्याही विदूपासुन् त्याच्या ज-
वळजवळच्या दोन बाजूली समातररेषा काढिल्या, आणि त्या इतर

.. बाजूंस मिळत तोंपर्यत वाढविल्या, तर जे चार समांतरभुज चौकोन
होतात, त्यांपैकी ज्यातृन् तो कर्ण जातो, त्यांस त्या कर्णाभौवतालचे
समांतरभुजचौकोन म्हणतात, आणि वाकीच्या दोहोंना त्यांचे पूर



व्याख्या. परिशिष्ट.

कममातरमुजचौकोन रुपात. जसे,
कस आणि हफ हे आ ह्या समांतरभुज
चौकोनाच्या बडकर्णाभोवतालचे समा-
तरभुज चौकोन होत; व अग आणि गई
३ त्यांचे प्रृरकसमातग्:श्रुज चौकोन होत.

१ '५. अनुक्रमें-त्या शब्दाची योजना व्यवa*aाँग्?न्व जो,
करितात, त्याच अर्थानं भूमितीत करावयाची; परंतु ती चांगली
ध्यानांत यावी, म्हणून उदाहरणाने स्पष्ट करिती. '' भ, व आणि
क ह्या रेपा अनुक्रमे ड, ई, आणि फ ह्या रेषांशीं समान आहेत''
असें म्हटलें, म्हणजे '' अदी उशीं? वही ईश आणि कहो फशी
समान आहे '' असाच अर्थ समजावा; पहिल्या तिहीपैकीं कोणतीही
रेपा दुसऱ्या तिहीपैकीं कोणत्याही रेषेशीं, अथवा तिन्ही तिहींशीं
समान आहेत असें समजू नये. '' एका आकृतीचे कोन दुसरीच्या
कोनाशी अनुक्रमे समान आहेत '' त्या वाक्याचा अर्थ असा कीं, ए-
कीच्या कोणत्यातरी कोनापासून ओळीने घेतलेला एकेक कोन दुसरी-
च्या एका' कोनापासून ओळीने घेतलेल्या एकेक कोनावरोवर आहे,
'' अ रेपा, व कोन आणि ऊ आकृति ही, ड कोन, ई आकृति,
आणि फ रेषा ह्यांशी अनुक्रमे समान आहेत,'' ही गोष्ट अगदीं
असंभाव्य होय

१२. समकोणालति-ज्या आकृतीचे सारे कोन परस्पर समान
असतात, तिला समकोणाकृति म्हणावे.

१७. मिथसमकोणाकृति-ज्या दोन आढतींर्पैर्की एकीचे सर्व
कोन दुसरीच्या सर्व कोनांशी अनुक्रमे समान असतात, त्यांना मिया.
समकोणाकृति म्हणावे.

१८. ग्रिकयःसममुजाकृति-ज्या दोन आकृतींपैकीएकीच्या सई
वाजू दुसरीच्या सर्व पात्रूशी अनुक्रमे समान असतात, त्यांना मिश्र.
समभुजाऊरति म्हणावे.

१९. आकृतीचे अवयव-आकृतीच्या वाजू व कोन त्यांना तिचे
अवयव म्हणतात



कुहिडची भमूात.

२० खकz:पग्राःरूनि-जर एका आकृतीचे सर्व अवयव दुसरी-
या सर्व अवयवांशीं अनुक्रमे समान असून त्या आऊरतीही समान

असतील ( म्हणजे त्यांचीं क्षेत्रे अथवा अवकाश समान असतील १,

तर त्यांना एकरूप आकृति म्हणावे ( '' एकरूप आकृति '' व '' स-
मानआकृति '' ह्यांतील भेदाकडे लक्ष असलें पाहिजे.

२१. अंतर- १) '' दोन रिदुमूधील अंतर '' ह्याचा अर्थ ''ता
विटृंस् सांधणारी सरलरेषा; '' (२) '' एक पिटु व एक अमर्यादगेग
त्यांच्या मधील अंतर '' ह्याच्या अर्थ '' त्या विंदूंपासून त्या रेपेवर का-
दिलेला लंब; '' १२ ''दोन समांतर रेपांमधील अंतर'' त्याचा अर्थ

''त्यापैकी एकींतील कोणत्याही बिंदूपासून दुसरीवर टाकिलेला लय,''
आणि (४) ''एका विटृंत् मिळणाऱ्या दोन रोगमधील अंतर'' ह्याचा
अर्थ ''त्या रेपांमधील कोन.'' ( ''कोणताही चिंदु व कोणत्याही वर्तु-

ळाचा परिघ त्यांच्या मधील अंतर'' ह्याचा अर्ध पुढें लिहिला जाईल.)
२२. विदी-अत्तरेपेजवळची वतीपासूनटूग्:धारेषा-विवक्षि-

तरेपेच्याएकाच अथवाभिन्नअंगाकडून दोनरेपा येऊन तिच्या एकाच
टोकात तिला मिळाल्या असल्या, आणि त्यांनीं रिच्याशी असमानकोन
केले असले, तर जिने लहान कोन केला असेल, ती विवक्षित रोपे.
पासून दुसरीपेक्षा जवळ आहे, असें म्हणतात, आणि त्यांनीं विवरिक्ष-

तरेपेशीं समानक्तन केले असले, तर त्या दोन्ही विक्षितरणेपासून
समान अंतरावर आहेत, असें म्हणतात

२३. भलतीची परिमिनि-आहुनतीची मर्यादा दाखविणाऱ्या
सर्व रेपांच्या वेरजेला त्या आकृतीची परिमिति म्हणतात

गृहीतकृत्ये
ह्या ग्रंथांत जी कृत्य करितां येतात असें ( आधानवाचन) मानित्त्वे

आहे तींयेणेप्रमाणे-'एका बिंदूपासून दुसऱ्या बिट-पर्यत सरळरेपा काटिता येते
एका विदुप्रासन् दुसऱ्या पिटुपुर्येत सरळरेपा काढणें '' ह्याला

ते '' दोन बिंदू साधणे '' म्हणतात. '' भ आणि व हे दोन वि,

२ ५म्हीऊरणआवायुहाच्या ठिकाणी '' अब साधिले। ', अज्ञ ते



प्रत्य'०माण.

२. कोणतीही समर्याद सरळरेपा, तिची दिशा न वदलता वाटवन्
पाहिजे तितकी लांब करितां येते ( म्हणजे अमर्याद करितां येते १.

'' अब रेषा ' क विड्रृपर्यत ' वाढविली,'' असलीं वाक्यें त्या अं-
यात पुष्कळ येतात; त्यांचा अर्थ असा भासतो की, '' आधीं क बिंदू
घेतला आणि मग अव रोग वारवृन् त्या विद्रुपर्यत पोचविली.'' प-
रंतु हा इच्छिलेला अर्थ नव्हे. '' अब रोग अमर्याद करून तीमध्ये
एक विरु घेतला व त्याला क हें नांव दिले '' असा ह्या वाक्याचा
ह्या ग्रंथांतील इष्टार्य समजाचा.

तसेंच '' अब रोग कट रेपेला 'फ विद्रुत ' मिळे तोपर्यत वाट-
विली '' ह्या वाक्याचा अर्थ '' अब रेपा कड रेपेला मिळे तोपर्यंत
वाढविली, आणि ती तिला ते मिळाली, त्या बिंदूला फ ह नांव
दिलें '' असा समजावा.

०९. कोणताही विंदू मध्य कल्पून त्यापासूनच केवड्याही अंतराने
( म्हणजे त्रिज्येनें) वर्तुळ काढितां येत.

( एहीतकृत्यांवरील टिप्पण वाचा.)
मयक्षप्रमाण.

१. जे पदार्थ एकाच पदार्थाशी प्रत्येकी समान असतात, ते पर.
स्पर समान असतात.

उपसिद्धात १ .-जे दोन पदार्थ दुसऱ्या दोन समान पदार्थीशी
ठानुक्रमे समान असतात, ते परस्पराशी समान असतात.

उपसिद्धांत २-जर अनेक पदार्थापैकीं पहिला दुसऱ्याशी समान,
दुसरा तिसऱ्याशीं समान, इत्यादिक म्हणजे प्रत्येक पदार्थ त्याच्या
पुढच्याशी समान आहे असें) दिले असेल, तर (१) पहिला पदार्थ
शेवटच्याशी समान असतो ३ आणि (२) ते सर्व पदार्थ परस्पराशी
समान असतात.

हे सिद्धांत पहिल्या प्रत्यक्षप्रमाणाच्या अनेकवार योजने क्रमिक-
रीतीनें सहज सिद्ध होतात.

अ-जर तीन पदार्थापेकी पहिल्यापेक्षा दुसरा मोठा व दुसऱ्या-
वरावर तिसरा असेल, तर पहिल्यापेक्षा तिसराही मोठा असतो

उपसिद्धांत-जर तीन पदार्थापैकीं पहिल्यावरावर दुसरा व दुस.
ऱ्यापेक्षां तिसरा मोठा असेल, तर पहिल्यापेक्षा तिसरा मोठा असतो.



अ-जर तीन पदार्श्गैपैकी- पहिल्यापेक्षा दुसरा मोठा व टुसऱ्यापेक्षा' ए ७1तिसरा मोठा असेल, तर पहिल्यापेक्षा तिसराही मोठा असतो.
उ-कोणताही पदार्थ आपल्या सर्व भागांच्या वेरजेगात्रर असतो.
२-समान पदार्थीमध्यें समान पदार्थ मिळविले असतां ज्या बेरजा

येतात, त्या समान असतात.
३. समान पदार्थीतून समान पदार्थ वजा केले असतां ज्या वाक्या

राहतात, त्या समान असतात
४. दोन असमान पदार्थामध्ये दोन समान पदार्थ मिळविले असतां

ज्या बेरजा येतात, त्यांपैकीं मोठ्यापासून उत्पन्न झालेली बेरीज दु-
सऱ्या वेरजेपेक्षा मोठी असते.

५ दोन असमान पदार्थातून दोन समान पदार्थ वजा केले असत;
ज्या वाक्या राहतात, त्यांपैकीं मोठ्यांतून राहिलेली वाफी दुसऱ्या.
वाकीपेक्षा मोठी असते
७.६. जे पदार्थ प्रत्येकी एकाच पदार्थाच्या दुपटी असतात ते पर. ।

स्पर समानअसतातव७. जे पदार्थ प्रत्येकी एकाच पर्दौ?र्गचीं अर्ध असतात ते परस्पर
समान असतात.

८. जर दोन रेपा, दोन कोन अथवा दोन आकृति पग्:स्परांशी
सर्वाशी मिळतील, तर त्या परस्पराशी समान असतांत.

सगळा पदार्थ आपल्या भागापेक्षा मोठा असतो
०. दोन सग्:ळरेषानीं पातळी व्यापिली जात नाहीं ( म्हणजे

दोन सरळतेसनीं आकृति होत नाहीं)
१. सर्व काटकोन समान असतात

.णे कोन काटकोनाशी समान असतो तो काटकोन

रऊए २ऽ. जर एक सरळरेपा दुसऱ्या दोन सग्ळरेपाना मिळाली किंवा
का चई: र क५::काचश८९तर.

२८२ वाचा अz?ंण त्याच्या२ लिहि.



पस्

सिदांत १.. कृत्य.
दिलेल्या समर्याद सरलरेपेवर्ग समभुजत्रिकोण काढावयाचे
अब ही दिलेली समर्याद सरल-

८: ????????? द. सममुन-

अ मध्य कल्पून, अब त्रिज्येने वकड वर्तुळ काढू, ( ए. कृ. ०५)
गय कल्पून् वभ त्रिज्येनें अकई वर्तुळ काढ; ( गृ. कृ. ३)
-णै ह्या वर्तुळांच्या क छेदनीयढ्रृपासन् अ आणि व बिंदूपर्यंत
व, कव रेघा काढ. ( गृ. कृ. १)
उजे अवक हा इच्छिलेला समभुजत्रिकोण होईल.
कारण, वकड वर्तुळाचा अ गगविरु आहे, म्हणून थक ही
ग्शाइं वरावर आहे, ( व्याख्या १५)
णि अकई वर्तुळाचा व मध्यत्रिपु आहे, म्हणून बक ही बअशीं
वर आहे; ( व्याख्या १ '५)
गजे धक आणि बक ह्या प्रत्येकी अवशीं वरावर आहेत;
न धक आणि बक ह्या परस्पर बरोबर आहेत; (प्र. प्र. १)
स्तव अब, अक, बक, ह्या परस्पर वरावर आहेत.
ह्याकरिता, अबक हा सममुजत्रिकोण आहे, ( व्याख्या २४)
वो अब रेघेवर काढिला आहे.

प्रश्न.
१. (१.१) द्या कृत्यातील वर्तुलांच्या परिघाचा दुसरा छेदनविद व

??? -का१ .' दिलेल्या समर्याद रेषेवर आकृति काढणें '' ह्याची अर्ध, '' दिलेली
जिचो एक गाजू होईल अशी आकृति काढणे '' हा समजावा.
रेपेवर '' द्या शब्दावरून रेषेच्या खाली काढावयाची नाहीं, असा
' भासतो; परंतु तो खोटा)



२६ युक्रितची भूमिति.

दिलेल्या रेपेची दोन्हीं टोके ही सांधिलीं असतां इच्छित्या प्रकारचा
दुसरा त्रिकोण होतो, असें दाखवा.

२.(१ .१) ह्या कृत्याची सामान्यरीति सांगा.
३. '' अक, धक त्या रेषा प्रत्येकी अवशी समान आहेत, म्हणून

अब, धक, वक्र ह्या सर्व परस्पर समान आहेत '' असें म्हणण्यांत
कोणत्या वाक्याचा संक्षेप केल्यासारिखा होतो?

सिद्धांत ०५. कृत्य
दिलेल्या विदुपासून दिलेल्या रेघेएवढी रेघ काढावयाचे.
ध हा दिलेला बिंदु आहे, व वक्र ही दिलेली रेघ आहे; आणि

अ विंदूपासून यक एवढी रेघ काढावयाची आहे.
अ बिंदूपासून व विदृरपयेत अव रेघ काढ; ( र. कू. ११

अव रेघेवर अवड समभजत्रिकोण
कर. ( १. १)
व मध्यबिंदू व बक त्रिज्या कल्पृन्

गकह वर्तुल काढ. ( गृ. कृ. ३)
उब रेषा ह्या वर्तुलाच्या परिघास
मिळे तोपर्यत वाढीव. ( गृ. कृ. ०५)
ती त्यालागविटूतमिळालीअसेंमान
ड क-यविदु वै डग त्रिज्या कल्पून

गसल वर्तुळ काढ. ( गृ. कृ. ३)
डअ रोग ह्या वर्तुळाच्या परिघास मिळे तोपर्यत वाढीव. (गृ. कृ. २ती त्याला ल विवृत् मिळाली असें मान
म्हणजे अल ही इच्छिलेली रेघ होईल

कारण, ड पिंटू गसल वर्तुळाचा मध्य आहे, म्हणून :डल रेघ
डग रेघेवरायर आहे. ( व्या १५१
आणि डच, डब हे त्याचें भागही परस्पर वरवर आहेत (व्या २४.
त्याकरिता त्यांचे अल, वग हे राहिलेले भाग परस्पर वरचा आ.
हेत. ( प्र. प्र. १.
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आतां व विंदू गकह वर्तुळाचा मध्य आहे, म्हणून बक, शा वरो-
वर आहे. व्याख्या १५)
म्हणजे अल आणि बक त्या रेघा प्रत्येकी वगर्शी' वरावर आहेत,
म्हणून अल ही बक रेषेवरावर आहे. (प्र. प्र. १)
आणि ती च विदूपासृन् काहिली आहे.

ह्याकरितां, दिलेल्या अ बिंदूपासून अल रेघ दिलेल्या बक रेघे-
थरावर काहिली आहे.

मद्य.
१. दुसऱ्या वर्तुळाची त्रिज्या तयार करावयाची ती वड रेषा टु-

सऱ्या अंगास गकह वर्तुळाच्या परिघाला मिळे तोपर्यत वाढवून त-
यार करा, आणि तिच्या योगाने दुसरे वर्तुळ काढून इष्टरेपा काढून
दाखवा.

२. अब रेषेच्या दुसऱ्या अंगास समभुजत्रिकोण काढून इष्टरेपा

काढा
३. अ आणि क हे किं साधुन् इष्टरेपा कान दाखवा.
४. दिलेला चिकु दिलेल्या रेषेतच आहे असें समजून इष्टरेपा का.

हून दाखवा.
५. दिलेला विदु दिलेल्या रेपेचे एक टोंकच आहे असें समजून

इंष्टरेश काढा
६. (१ .२) ह्या कृत्याची सामान्यरीति सांगा.
७. दिलेल्या रेषेवर असा एक समद्विभुजत्रिकोण काढा कीं-

त्याच्या समान वाज्रृपैकी प्रत्येक वाजू दुसऱ्या एका दिलेल्या रेषेवरो.-
वरहोईल. ह्यांत दिलेल्या रेपांच्या सवयाने कोणती अटदिली पाहिजे?

सिद्धांत २. कृत्य.
दिलेल्यी दोन असमान रेषांपैकीं मोठ्या रेघेचा लहान रेघेएवटा

''तुकडा पाडावयाच
व आणि क ह्या दिलेल्या दोन असमान रेघा आहेत, त्यांपैकीं

१ एव रेघ क रेघेपेक्षा मोठी आहे; व क लहान रेघेएवढा अब रे-
हे या तुकडा ।गडावयाचा आहे.



: विंदपूासून क ओघेपूवटी !. १, ड
अ मय कल्पून अड की डर्डफ

वर्तुळ काट (गृ. कृ. ३)
आणि तें अबला ई विद्युत छेदितें असें मान. फ
म्हणजे अई हा इच्छिलेला तुकडा होईल.

कारण, थ बिबु डईफ वर्तुळाचा मध्य आहे म्हणून लई १४
भड रेघेवरापर आहे. ( v_ya?ााउएंध्या १७.
पण क, धड वरवर आहे. ( रचना)
म्हणजे अई आणि क ह्या रेघा प्रत्येकी धड क्रावर आहेत
ह्यास्तव अर्ड रेघ क रेषेवरावर आहे. ( प्र प्र. १)

ह्याकरित, अब मोठ्या रेघेचा अई तुकडा क लहान ग्घेएवर्षे
पाडिला आहे

१. १२ च्या आकृतीत अब रेषेचे व टोकापासून तिचा
धाकटीएवढा तुकडा पाडून दाखवा..

२. दोन असमान रेपापकीं धाकटी वाटवृन् मोठीएवढी करून
दाखवा.

ग्रू. अनेक समर्याद सरलोपांची बेरीज म्हणजे काय? ती कशा
तयार करावी

४. दोन असमान रेषांची पत्राचाकी म्हणजे काय? ती कशी त-
यार करावी १

'५. समर्यादरेषेची अमुक पट म्हणजे काय? ती कशी करावी?
६. दिलेल्या समर्याद सरलरेषेवर असा एक समद्विभुजत्रिकोण

काढा कीं, त्याच्या समान बाजूपैकी प्रत्येक बाजू त्याच रेषेच्या दुपटी-
वरावर होईल

७. मोठ्या रेषेचा लहान रेषेएवशा तुकडा पाडावयाचा, तो मोठी-
च्या टोकाखेग्:जि तींतल्या एखाद्या चिंटूपासृन् पाडितां येईल किंवा
नाही? कां?

१. २) ह्या श्रुत्याची सामान्य रीति सांगा.
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९. दिलेल्या अमर्याद रेषेचा, तींतील दिलेल्या बिंदूपासून एका
समर्याद रेषेएवढा तुकडा कसा पाडावा?

सिद्धांत ४. प्रमेय.
जर दोन त्रिकोणांपैकीं एकाच्या दोन बाजू व त्यांच्या मधील को-

न द्दा, दुसऱ्याच्या दोन वाद व त्यांच्या मधील कोन द्यांशी अनुक्रमे
घरावर असतील, तर) (१) त्यांचे पाये अथवा गहिलेल्या पाजू परस्पर
समान होतील, ( २) त्यांच्या गहिले?न्या ०-कोनांपैकी सारख्या वाजू.
समोरील कोन परस्पर समान होतील; व ( ३) ते दोन त्रिकोण तू-
कमेकांशी समान होतील.

जर अवक आणि डईफ ह्या दोन त्रिकोणापैकी पहिल्याच्या
अब आणि अक त्या दोन वाजू व त्यांच्या मधील वचक कोन -व,
दुसऱ्याच्या ८६ आणि डास ला अ
वाजूव त्यांच्या मधील ईडफ कोन
ह्यांशी' अनुक्रमे बरोबम् आहेत, तर
( १) श्रवण त्रिकोणाची राहि-
लेली वाजूबक, डईफ त्रिकोणा- व क ई फ
च्या राहिलेल्या इकत वाजूवरात्रर होईल; ( २) अब वाजृमुमोरील
क कोन, श्रवण वरावरीच्या ८६ वाजृसुमोरील फ कोनावरावर
होईल व अल वाजसमोरील ब कोन, अक बरोबरीच्या डफ वा-
जूसमोरील ई कोनावराबर होईल, आणि ( ३) अवक त्रिकोण
डईफ त्रिकोणायुरोवर होईल.

( १) कारणे; जर अंबक त्रिकोण डईफ त्रिकोणावर असा टे.
विला कीं, व बिंदु ई विंदूवर पडेल आणि बभ बाजू६ बाजूवूर
पडेल (म्हणजे वध, ईड ह्यांच्यी दिशा होईल)
तर ज्यापक्षी वथ रेषेचे एक टोंक ईड रेषेच्या एका टोंकाशी मि-
हून पहिली दुसरीवर पडली आहे,
आणि त्या रेषा समान आहेत, ( प्रतिज्ञा)
त्यापक्षी त्यांची राहिलेली. टोके एकमेकांशी मिळाली पाहिजेत म्हण.
जे अ पिट ड विदवरच पडेल



युखिडची भूमिति.

आतां ज्यापक्षी वथक आणि ईडफ ह्या कोनांचे कोणयिदु ऑर-

कमेकांशीं मिळून पहिल्याची अब वाजू दुसऱ्याच्या जुई वाजृबूर पड.
ली आहे,
आणि ते दोन कोन समान आहेत, ( प्रतिज्ञा)

त्यापक्षी त्यांच्या राहिलेल्या पात्र मिळाल्या पाहिजेत, म्हणजे अक
वाजू डफ पाज्रृवरच पडेल (म्हणजे त्यांची दिशा एक होईल).

आतां ज्यापक्षी अक रेषेचें अ टोंक डफ रेषेच्या ड टोंकाशी
मिळून पहिली दुसरीवर पडली आहे,
आणि त्या रेषा समान आहेत, ( प्रतिज्ञा)

त्यापक्षों त्याची राहिलेली टक एकमेकांशी मिळाला पाहिजेत, म्हण-
जे क विदु फ विंदूवरच पडेल

आतां बक रेपेचीं व, क ही टोक ईफ रेपेच्या ई, फ त्यी टा-
काशी अनुक्रमें मिळतात असें सिद्ध झालें, त्यास्तव वक रेषा ईफ
रेपेशी सर्वींशी मिळेल; कारण जर त्या एकमेकीस मिळणार नाहींत,
तर त्यांच्या योगाने पातळी व्यापिली जाईल (म्हणजे आकृति होईल.
पण ही गोष्ट होणें अशक्य आहे,. ( प्र प्र १०)
म्हणून बक रेपा ईफ रेपेशी सर्वार्शी मिळते असें सिद्ध झालें.

ह्याकरिता वक्र वाजू ईफ वाजुशी वरावर आहे (प्र प्र '?
(ई) आतां ज्यापक्षीं अवक आणि अकव हे कोन अनुT:मे

२. आणि डफडे ह्या कोनांशी सर्वांशी मिळतात असें वर दरिम-

२६कऽ७?. कॅथके कोनावरोवर आणि फ.२शा४५२२२कळकतऽ डईफ त्रिकोणाशीं क्या-

त्यापक्षीं ते त्रिकोण समान आहेतह्याकरितां जर दोन त्रिकोणांपैकीं इत्या?श् १९.०९०
प्रश्न.

समान त्रिकोण व एकरूप त्रिकोण ह्यांत भेद काय?

७२९,५७. इचपस५नत)ा२' सेच्यिच्य (७खवेऽ भा '
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थक्क त्रिकोणाच्या अक, वक्र ह्या शत्रू व त्यांच्या मधील
कोन ही, डईफ त्रिकोणाच्या डई, डफह्या वाजू व त्यांच्या मधील
कोन द्यांशी अनुक्रमे समान आहेत; तर वाकीच्या कोनांपैकीं कोण-
ता कोन कोणत्या वरावर होईल, ह सांगून सिद्ध करून दाखवा.

४. ( १) चौरसाचा कर्ण त्याच्या ज्या कोनांतून जातो, त्याला
दुभागितो, व ( २) चौरसालाही दुभागितो, असें सिद्ध करा.
५.(१. ४) त्याच्या सिद्धतेचें सामान्यस्वरूप सांगा.
६. समद्विभुजत्रिकोणाच्या शिरकोनास दुभागणाग रेषा पायाला

मिळे तोंपर्यंत वाढविली, तर ( १) ती पायाला दुभागिते, ( २) पा.
यावर लंब असते, व ( ३) त्या त्रिकोणालाही दुभागिते.

७. चवथ्या सिद्धांतांत दिलेल्या गोष्टीखेरीज '' अब, अक ह्या

वाजू समान आहेत ( म्हणजे अवक हा समद्विभुजत्रिकोण आहे )''
हेही दिलें आहे, असें समजा; आणि ह्या सिद्धांताच्या योगानें व
कोन क कोनावरोवर आहे, असें सिद्ध करा.

८. विवक्षित रेपेस दुधातून तीवर लंच असणाऱ्या रेषेतील प्रत्ये-

क बिबु त्या रेषेच्या दोन्ही टोंकांपासून साराल्या अंतरांवर असतो,
असें सिद्ध करा

सिद्धांत ५. मय.
(१) समद्विभुजत्रिकोणाचे पायाकडील म्हणजे समभुजांसमोरील

कोन परस्पर क्रावर असतात, आणि (२) समद्विभुजत्रिकोणाचे सम-
भुजपायापलीकडे वाढविले असतां, पायाच्या दुसऱ्या अंगास जे कोन
पडतात, तेही परस्पर वरावर असतात.

अवक ह्या समद्विमुजत्रिकोणाच्या अब
आणि अक ह्या दोन वाजू परस्पर क्रावर
आहेत, व ह्या वाजू अनुक्रमे ड आणि ई
ह्या विदूपर्यत वाढविल्या आहेत; तर (१)
अबऊ कोन अकब कोनावरावर होईल,
व (२) कवड कोन यकई कोनावरावर
होईल
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धड रेषेत एक फ बिटू घे, आणि कई ह्या मोत्या रेषेचा षफ
ह्या लहान ग्षेएवढा कर तुका पाड, ( १. ३)
आणि कफ, वग सांध. ( गृ. टू:. १)

आतां चक रेपा कग रेपेपरोदर आहे, ( रचना)
आणि अब थक बरोयर आहे, ( प्रतिज्ञा)

हाणून अफ रोग अग रेषेवरेवर आहे. ( प्र. प्र. २)
आता भकफ त्रिकोणाच्याअक, अफ त्या दोनवाजूव त्यांच्याम-

धील भ कोन ही अब:? त्रिकोणाच्या अब, अग ता दोन षाज्ऋच

यांच्यामधीलकोनद्यांशी अनुक्रमे समान आहेत; म्हणून पहिल्याचा
फक पाया दुसऱ्याच्या गव पायावरावर आहे, आणि सारख्या वाजू
समोरील कोन घरावर आहेत, ह्मणजे अकफ कोन श्रवग कोनावग-
वर, आणि अफक कोन अगव कोनावरावर आहे. (१ .४ भाग १ व ०६)

आतां वफक त्रिकोणाच्या बाक, फक ह्या दोन वाजू व त्यांच्या

मधील बफक्त कोन ही, कगव त्रिकोणाच्या कण, गव ह्या याज्रृच
त्यांच्:यामधीलकगवकोनह्यांशींअन्हुक्रमेसमान आहेतअसेंसिद्ध झालें;
द्यणृन् त्या त्रिकोणांच्या सारख्या बाजूसुमोरील त्याचे राहिलेले कोन
परस्पर समान आहेत, ह्मणजे ( २) फबक कोन गक कोनावरावग्:
आहे, आणि फकव कोन गवक कोनावरावर आहे. (१ .४ भा. २वग्ती दाखविलें आहे कीं, सर्व अवग कोन सर्व अकफ कोना
वरवर आहे,
आणि कवग फोन व धक कोन हे त्यांचे भाग ही समान आहेत,
(१ )ह्मगृनुशेष अबककोन, शेप भकव कोनापरावर आहे, ९७९.व हे अवक समद्विभुजत्रिकोणाच्या पायाकडील कोन आहेत.
(२) हेंही वरती सिद्ध केलें आहे कीं फबक कोणे गकव कोना.
वरावर आहे, व ते बक पायाच्या दुसऱ्या पाजूकुडचे आहेत,

द्याकरितां, समहिमुज इत्यादि

२एएरं?है २:,५? समकोण असतो '' ही
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प्रश्न.
१. पाचव्या सिद्धांताचा नुसता दुसरा भाग सिद्ध करा.
२. समसुजचौकोनाचे समोरासमोरचे कोन समान असतात, असें

मिनू करा.
३ अथक आणि डवक हे दोन समद्विमुजत्रिकोण बक ह्या

एकाच पायावर आहेत आणि दुसरा पहिल्याचे आत आहे; तर

धवड कोन भकड कोनावगेवर आहे असें सिद्ध करा.
४. वरच्या प्रश्रांतले त्रिकोण बझच्या भिन्न अंगास आहेत असें

समजून तो सिद्ध करा
५ दोन समद्विमुजत्रिकोण एकाच पायावर आणि त्याच्या एकाच

अंगास असले, तर त्यांपैकीं कोणत्याही त्रिकोणाचा शिरोबिंदु दुसऱ्या-
रेया बाजूवर पडावाचा नाही, असें सिद्ध करा.

६(१ .५) ह्याच्या सिद्धतेमध्यें '' की ह्या मोट्या रेघेचा बफ ह्या

लहान रेघेएवडा तुकडा पाडा '' असें झटले आहे. एथें कई ही
वाटपेक्षा मोठी ह्मणण्यास आधार कोणता?

७(१ .५) ह्याची एखादी सोपी सिद्धता करून दाखवा.
सिदांत -९. प्रमेय.

त्रिकोणाचे दोन कोन परस्पर वरावर असले,तर त्या कोनांसमोरील
त्याच्या वाज्रृही परस्पर वरावर असतात.

:भयक त्रिकोणाची अवक कोन अकव कोनावरावर आहे, तर
थक वाजू अब बाजूवरावर होईल.

कारण, जर अब, अक वरावर नसेल,. अ
तर ती अकपेक्षां मोठी किंवा लहान जे
असली पाहिजे.

अब मोठीमानु आणि तिचा वड भाग
धाकट्या अक वाजू वरावर कर, (१. ३) व क
आणि डक सांध. ( गृ. कृ. १)

आती डबॅक आणि अवक ह्या दोन त्रिकोणांपैकी पहिल्याची
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डव वाजू दुसऱ्याच्या अक वाजूपरवर आहे, (रचना)
वक्र वाजू दोन्ही त्रिकोणांस साधारण आहे,
आणि पहिल्याचा :डवक कोन दुसऱ्याच्या अकव कोनाबरोबर
आहे ( प्रतिज्ञा)

म्हणजे पहिल्याच्या डच. चक ह्या दोन वाजू व त्यांच्या मधील डबक
कोन ही, दुसऱ्याच्या अब, चक ह्या दोन वाजू व त्यांच्या मधील
अकव कोन त्यांशीं अनुक्रमें बरोबर आहेत,
म्हणून डवक त्रिकोण अवक त्रिकोणावरोवर झाला. (१ .४ भाग ३)
म्हणजे अवक त्रिकोण आपल्या भागावरोवर झाला. पण हें अ-
शक्य आहे. (प्र. प्र. ५)
म्हणून अब ही अक पेक्षां मोठी नाहीं, असें सिद्ध झालें.
ह्याप्रमाणेच अब ही अक पेक्षां लहान नाहीं असें सिद्ध करतां येईल.
म्हणून अव ही अकशी समान आहे.

ह्याकरितां, त्रिकोणाचे दोन कोन ९०.
उपसिद्धांत. प्रत्येक समकोणत्रिकोण समभूज असतो.

प्रश्न.
१. ( १ .६) त्याच्या सिद्धतेंत अक एवढा अव्या तुकडा पाडा-

वयाचा तो अ विंदूपासून पाहिला, तर चालेल काय? कां?
२. सिद्धतेचे दोन प्रकार कोणते? त्यांची लक्षणें व उदाहरणे

सांगा. (१ .६) ह्या सिद्धांताची सिद्धता कोणत्या प्रकारची आहे?
३. '' सत्तार्थक व्यापकसिद्धाताचा --यातग्-कळयत्यास खरा अस-

तो असा नियम नाही.'' ह्या वाक्याचा अर्थ सांगून उदाहरणाने
स्पष्ट करा. '

४. सहावा सिद्धांत कोणत्या सिद्धांताचा व्यापकव्यत्यास आहे?
५.(१. ५) च्या दुसऱ्या भागाचा व्यापकव्यत्यास सांगून तो सिद्ध

करून दाखवा
६. समद्विभुजत्रिकोणाच्या पायाकडील कोनास दुभागणाऱ्या

रेषा एकमेकीस मिळत तोपर्यंत वाढविल्यानं त्याच पायावर जो त्रि-
कोण होतो, तो समद्विभुज असतो.
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'५) च्या आफतींत वग, कफ ह्यांचा छेदनविरु व शि-
रोपिटु ह्यास सांधणारी रोग शिरकोनाला दुभागिते, असें दाखवा.

सिद्धांत ७. अमेय.
जे दोन त्रिकोण एकाच पायावर आणि त्याच्या एकाच अंगास

ठेविले आहेत, पायाच्या एका टोकांत संपणाऱ्या त्यांच्या बाजू स-
मान आहेत व दुसऱ्या टोंकांत संपणाऱ्या वाजूही समान आहेत,
असे दोन त्रिकोण कधींही निरनिराळे पडावयाचे नाहींत ( म्हणजे

एकमेकांशी सर्वाशी मिळतील.)
जर असे त्रिकोण निरनिराळे पडणें शक्य असेल, तर त्यांच्या

तीन स्थिति सभवतील. त्या अशा-! १) प्रत्येकाचा शिरोविंदु दुम-
त्याच्या वाहेर पडेल, ( २) एकाचा शिरोषिंदु दुसऱ्याच्या आत प-
डेल, अथवा ( ३) एकाचा शिरचेविदु दुसऱ्याच्या वाज्रृमध्यें पडेल.

( १) प्रथम असें समज कीं, अवक आणि धवड हे त्रिकोण

अब त्या एकाच पायावर व त्याच्या एकाच अंगास ठेविले आहेत,
पायाच्या अ टोंकांत संपलेल्या त्यांच्या अक, अड ह्या वाजू परस्पर
समानआहेत, व व टोंकांत संपलेल्या बक, बडह्या वाजू पग्स्पर समा-
न आहेत, आणि ते त्रिकोण पहिल्या स्थितींत निराळे पडले आहेत.

कड सांध. (दु. कृ. १)
आतां अक, अंड बरोयर आहे प्रतिशा क ड

म्हणून अकड कोन अडक कोनावरावर
आहे. ( १. ५ भा. १)
परंतु अकड कोन बकड कोनाडु-रण मोठा
आश्, ( प्र. प्र ५) खा
म्हणून अटक कोन ही वकड कोनाहून मोठा कै
आहे; ( प्र. प्र. अ.)
म्हणून बडक कोन बकड कोनाहून फारच मोठा आहे. (प्र. प्र. इ.)
पुन, वक्र, वड बराबर आहे, ( प्रतिज्ञा)
म्हणून बडक कोन बकड कोमाषरावर आहे'. ( '१. ५ भा. १)
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१९
म्हणजे बटक कोन बकड कोनाहून मोठा आहे व त्याशीं समानही
आहे असें सिद्ध झालें परंतु असें होणें अशक्य आहे. ह्याक्:रिता
ते त्रिकोण पहिल्या स्थितींत निराळे पडणें शक्य नाही..

( २) आतां ते दुसऱ्या स्थितीत निराळे पडले असें मान, म्हणजे

६एका त्रिकोणाचा ड हा शिरोत्रिंदु दुसऱ्या फ
त्रिकोणाच्या आत पडला असें समज. क
थक, धड ह्या वाजू अनुक्रमे ई, फ
बिंदूपर्यंत वाढीव, आणि कड सांध. ड

( दु. कृ. २ व १)
आतां अकड त्रिकोणांत अक, अड अधक्रावर आहे, ( प्रतिज्ञा)
लणून कड पायाच्या दुसऱ्या वाजुकुडील ईकड व फडक हे कोन
परस्पर वरवर आहेत. ( १. ५ भा. ०४)
परतु ईकड कोन बकड कोनाहून मोठा आहे, ( प्र. प्र. घ्ये)
क्रणृऽन फडक कोनही वकड कोनाहून मोठा आहे; ( प्र. प्र. अ.)
ह्मणृन् बडक कोन वकड कोनाहून फारच मोठा आहे. ( प्र. प्र. इ.)

पुन: वक्र, वड वरावर आहे, ( प्रतिज्ञा)
हाणून चटक कोन बकड कोनावरावर आहे. ( १. ५ भा १)
म्हणजे बटक कोन वकड कोनाहून मोठा आहे व त्याशी समानही
आहे, असें सिद्ध झालें. परंतु असें होणे अशक्य आहे.
हाणून ते त्रिकोण दुसऱ्या स्थितीतही निराळे पडणें शक्य माही.

(३) आता प्रकाचा ड हा शिगोपयदु क
दुसऱ्याच्या बाजूमुदये पडला असें मानि-
ले; तर बक वाजू वड पेक्षां मोठी होते.

(प्र. प्र. ५)परंतु हा प्रतिज्ञेशीं विरोध होय. म्हणून पै अन्य-.त्रिकोण तिसऱ्या स्थितीतही निराळे पडणें शक्य नाहीं ह्यास्तव

हे ७२ख्य?ज०२ पोरणे शक्य नाहीं ( म्हणजे ते सर्वांशी



ह्याकरितां जे दोन८.इ-ऽ
प्रश्न.

१. एकाच पायावर आणि त्याच्या एकाच अंगास दोन समद्रिभुज-
त्रिकोण काडिले असतां त्यांपैकीं एकाचा शिरोपिटु दुसऱ्याच्या आतच
पडतो.

२.(१. ७) ह्याच्या पक्षांतल्या दिलेल्या चा गोष्टी निरनिराळ्या
सांगा; आणि त्यांपैकीं कोणतीही एक गोष्ट गाळिली असतां हा सिद्धांत
खोटा पडतो, असें दाखवा.

१. दोन त्रिकोण एकाच पायावर आहेत, त्याच्या एकाच अंगास
आहेत, आणि पायाच्या एका टोंकांत संपणाऱ्या त्यांच्या वाजू समान
आहेत; तर दुसऱ्या टोंकांत संपणाऱ्या त्यांच्या पाजू समान असतील
किंवा नाही? कारण काय?

-८. (१. ७) च्या सिद्धतेच्या प्रत्येक भागाला जे आधार लागतात,
ते अनुक्रमानें सांगा

सिदांत ८. प्रमेय
जर दोन त्रिकोणापैकी एकाच्या दोन वाढू अनुक्रमे दुसऱ्याच्या

दु(नवाजृंवरावरअसून्, त्यांचे पायेहीबरावर असतील, तर पहिल्याच्या
त्या दोन बाजूच्या मधील कोन, त्यांच्या वरावरीच्या दुसऱ्यी त्रिकोणा-
च्या दोन यात्रेच्या मधील कोनाथराबर होईल.

अवक आणि डईफ ह्या दोन त्रिकोणांपैकीं पहिल्याच्या अब;
थक ह्या दोन वाढू दुसऱ्याच्या डई, डफ ह्या दोन बाजूर्शी अनुक्रमे

बराबर आहेत; आणि बक पाया ईफ पायावरावर आहे. तर यमक
कोन डिफ कोनावरावर होईल.

अ ड ग

व क ' फकारण जर अबक त्रिकोण डईफ त्रिकोणावर असो विसा, कीं
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व विंदू ई दित्यवर पडेल आणि बक रेघ ईफ रेघेवर पडेल,
४.तर ज्यापक्षी चक रेघ ईफ रेघेपरावर आहे, (प्रतिज्ञा)

त्यापक्षीं क विदु फ विदुशी मिळेल.
आतां हे दोन त्रिकोण ईफ ह्या एकाच पायावर आणि त्याच्या

एकाच अंगास ठेविले आहेत, ( रचना)
पायाच्या ई टोकात संपणाऱ्या त्यांच्या वाजू समान आहेत. ( प्रतिज्ञी)

आणि फ टोंकांत संपणाऱ्या बाजूही समान आहेत. (प्रतिज्ञा)

झणुन् ते त्रिकोण ईगफ. ईडफ ह्या किंवा दुसऱ्या कोणत्याही स्थितींत
निरनिराळे पडणार नाहींत (ह्मणजे सर्वाशी मिळतील). ( १. ७)
हगकरिता वभक कोन ईडफ कोनाशी सर्वाशी मिळेल, म्हणून तो
त्याबरोबर आहे. ( प्र. प्र. ८)

(याकरिता जर दोन त्रिकोणांपैकीं इत्यादिक.
प्रश्न.

१. आठवा सिद्धांत सातव्याच्या साहगवाचुन् सिद्ध करा.
२. जे त्रिकोण मिग्समभुज .असतात (म्हणजे एकाच्या तीन

पाजू दुसऱ्याच्या तीन वाजूशी अनुक्रमे समान असतात) ते एकरूप
असतात, असे सिद्ध करा.

३. विवक्षित समयीदरेपेस टुभागृन् तीवर लय असणाऱ्या रेषेच्या
बाहेरील कोणताही पिंटू त्या समर्यादरेषेच्या दोन्ही टोंकापासून सार-
ख्या अंतरांवर नसतो

४. समभुजचौकोनाचा कर्ण त्याच्या ज्या कोनांतून जातो, त्यास
दुभागितो.

५. समभुजचीकोनाचे (तसेच चौरसाचा दोन्ही कर्ण परस्परांस
दुभागितातू व परस्परांवर लक् असतात

६. समद्विभुजत्रिकोणाचाशिरोबिंदु व पायाचामध्यह्यांससांधणारी
रेषा शिरकोनास दुभागितेर त्रिकोणास दुभागिते, व पायावर लंष असते.

सिद्धांत ९. कूल
दिलेल्या कोनाचे दोन समान भाग करावयाचें

६अटू दिलेला कोन आहे, व त्याचे दोन समान भाग



पहिलें पुस्तक.

अन्न रेघेत ड हा एक विरु घे, आणि धक-
चा अइ तुकडा भड एवढा पाड र ( १. डू)डई साधु जुई रेषेच्या ज्या अंगास दिलेला
कोन आहे, त्याच्या विरुद्ध अंगास डई रेपेवर
डईफ हा समभुजत्रिकोण कर. ( १. १ .) बरं-ईआणि अफ सांधा. ( ए.कृ१).म्हणजे आरू रेघेने झालेले वभक फोनाचे दोन व फ क
भाग समान होतील

कारण अड रेघ अई रेघेपरावर: आहे, ( रचना)
आणि अफ रेघ डत्रफ वईअफ ह्या दोन त्रिकोणांस साधारण आहे,
म्हणजे पहिल्याच्या डश्र, अफ ह्या याजू दुसऱ्याच्या ईशअ. त्रास
ह्या बाजूशीं अनुक्रमे क्रावर आहेत; .आणि डफ पाया ईफ पाया-
वरावर आहे; ( व्याख्या २४)
म्हणून डअफ कोन ईभफ कोनाथगषा आहे. ( १. ८)

ह्याकरितां, अफरेघेने दिलेला वथक कोन दुभागिला आहे, म्ह-

णजे त्याचे दोन समान भाग केले आहेत.

मध.
१. कोन दुभागण्याची सामान्य रीति सांगा.
२ कोन दुमागण्याकरिता जी एथें रचना केलेली आहे, तीपैकी

कोणती रचना कोन दुभागण्यास आवश्यक आहे व कोणती रचना
सिद्धतेकरितां करावी लागते १

५) च्या आकृतीत डईच्या ज्या अंगास दिलेला कोन
आहे, त्याच अंगास सममुजत्रिकोण काढिला तर चालेल काय १ कां १

नवव्याच्या रचनेत काढिलेल्या सममुजत्रिकोणाचा शिरोर्विदु
दिलेल्या कोनाच्या बाजूत् किंवा त्या कोनाच्या वाहेर पडणार नाहीं,
असें सिद्ध करा

५. ''नवव्या सिद्धांताच्या योगाने कोनाचे किती समानमाग क.
रिता येतील १ '' ह्या प्रश्नाचें सामान्य उत्तर सांगा; आणि कोनाचे
चार समान भाग करून दाखवा.



४० युलिडची सुमित.

सिद्धांत १०. कूस
दिलेल्या समर्याद रेघेचे दोन समान भाग करावयाचें.

भव ही एक दिलेली समर्याद रेघ आहे, क
आणि तिचे दोन समानभाग करावयाचेआहेत. ाऋ

अब रेषेवर अवक सममुत्रत्रिकोण
कर. ( १. १)
आणि अकब कोन कट१ दुभागून, (१ .५) -ती अब रेघेला दु बिंदूत मिळेतोंपर्यंतवखच अ खं मे

म्हणजे ड विहंत अब रेघेचे दोन समान भाग होतील.
कारण अक, वक्र वरावर आहे, च्या २४आणि कड रेघ अकड आणि वकड ह्या दोन त्रिकोणांस साधा.

रण आहे,
म्हणजे पहिल्याच्या अक, कड त्या वाजू दुसऱ्याच्या बक, कड त्या

बाजूशी अनुक्रमे वरवर आहेत,
आणि अकड कोन वकड कोनावरावग् आहे, ( रचना)
म्हणून भड पाया वड पायावरावर आहे. (१ .४ चौ. ग्रे)

ह्याकरिता, ड विद्रूत दिलेल्या अब रेषेचे दोन समान भाग झाले
आहेत.

मश्न
पे. रेषा दुभागण्याची सामान्य रीति सांगा.
२. दिलेल्या रेषेचे प्रत्येक टोंक मध्य व दिलेली रेपा त्रिज्या कली

न दोन वर्तुलें काडिलीं, आणि त्यांच्या परिघांचे छेदनविदु साधिल,
तर सांधणारी रेषा दिलेल्या रेषेला दुभागिते, असें सिद्ध करा.

३. रेघा दुभागण्याची दहाव्या सिद्धांतांतली रीति व वरच्या प्रभा-
तली रीति ह्यांपैकी सोपी कोणती? कां?

४. ''(१. १०) ह्याच्या योगाने रेषेचे किती समान भाग करितां
येतील ?'' द्या प्रश्नाचें सामान्य उत्तर सांगा; आणि रेषेचे चार स.
मान भाग कसून दाखवा



पहिले पुस्तक.

५. दुसऱ्या प्रश्नातली रेषा दिलेल्या रेषेवर लक् असते, असें
७.सद्ध करा.

६. ज्या चौकोनाचे कर्ण परस्परांस दुभागितात व परस्परांवर
लवही असतात, तो समभुजचौकोन असतो.

७. रेपेचे दोन समान भाग अनेक विड्रृत होत नाहींत, असें सिद्ध

सिद्धांत ११. कृत्य.
दिलेल्या रेघेवर तींतील दिलेल्या विरुp?सुन लव कारावयाचें.
अब ही एक दिलेली रेघ आडे,

आणि तींतील दिलेला विंदू फू
क आहे: व त्यापासून तीवर लंच
काढावयाचा आहे.

अक रेघेमध्ये दुसरा एक ड
विटु घे, आणि कई, कड वरा- अ ड क ई
वर कर. (१. ३)
डई रेघेवर डफई समभुजत्रिकोण कर. (१. १)
आणि काम सांध. ( गृ. कृ. १)म्हणजे क बिंदूपासून कादिलेली कफ रेघ अब रेघेवर लंब होईल.

कारण कड, कईवरावर आहे, (रचना)
आणि कफ रेघ डकफ व कि ह्या दोन त्रिकोणांस साधारण
आहे; म्हणजे पहिल्याच्या डक. कफ ह्या वाजू दुसऱ्याच्या किं,
काट ह्या बाजेशी अनुक्रमे वरावर आहेत;
आणि डफ पाया ईफ पायावरावर आहे; (व्याख्या २४)
म्हणून डकफ कोन कि कोनाषरावर आहे; (१. ८)
म्हणून कफ रेषा अब रेषेवर लंब आहे, व्याख्या १०)
आणि तो लंब थबरेघेंतील क विरूपासृन् कादिला आहे.

मअ
१. (१. ११) ह्याची सामान्य रीति सांगा.



वद्विःडची भूमिति

२. दिलेल्या रेपेच्या एका टोकापासून् तीवर लंब काढावयाचा
असला, तर प्रशांतल्या रचनेपेक्षा जास्त काय रचना केली पाहिजे?

३. दिलेल्या रेघेवर तीतील दिलेल्या बिंदूपासून लंब काढावयाम
अवश्य वर्तुलें व रेपा किती काढाच्या लागतात? आणि लंबाच्या
सिद्धतेकरितां किती लागतात?

४. कोणत्याही रेषेवर तींतील एकाच विद्यपासून तिच्या एकाच
अंगास अनेक लंब निघणे संभवत नाहीं, असें सिद्ध करा.

सिदांत १२. कूस.
दिलेल्या अमर्याद रेघेवर तिच्याषाहेरील दिलेल्या बिंदूपासून लंग

काटावयाचें
भव ही एक दिलेली अमर्याद रेघ वाहे, म्हणजे ती दोन्ही बाजूस

हवी तितकी वाढलेली आहे; व तिच्याबाहेर चो
क हा एक दिलेला विंटु आहे; आणि क १
पासून अब वर लंब काढावयाचा आहे.अब रेपेच्या दुसऱ्या अंगास एक के ३७इंमेंदू घे, आणि क मध्यापासून कड अंत- वी ड ग टी
रानें फगई वर्तुल काढू र क्रू ०५)

म्हणजे तें अब रेघेला फ आणि ग ह्या विंदूत् छेदील
फग रेघेचे ह स्थळी दोन समान भाग कर; (१ १)आणि कह सांध ( गृ. कृ. १
म्हणजे क विदूप्रासृन् काटलेली कड रेघ अब रेघेवर लक् होईल
कारण; कफ आणि कग सांध ( गृ ४आतां फह, लग घरावर आहेआणि हक रेघ फलक व गहक त्या दोन विषणास आर्वी२म्हणजे पविहगल्त्ययार:व्यृआ२. हक बाजू दुसऱ्याच्या गह हक वाजूशी

२०८ फण कग पावा वरावर आहे; ( व्यारुपा५
यास्तव कहफ कोन कडग कोनावगक आहे (१



पहिलें एस्तक

म्हणून कह रेषा अब वर लव आहे, (व्याख्या १०)
आणि तो लंब क विदुपासून काटिला आहे.

मश्न.
१. ज्या त्रिकोणाच्या एका कोणत्रिंदृरपासन समोरच्या बाजूवर

काडिलेला लव त्या बाजूला दुभागितो, तो त्रिकोण समद्विभुज असतो.
२. ज्या त्रिकोणाच्या कोणत्यातरी दोन कोणीयट्रृंपासून समोरच्या

बाबू कादिलेले लंब त्या त्या वाजून दुभागितात, तो समभुजत्रिको.
ण असतो.

३. ( १. १२) ह्या कृप्याची सामान्यरीति सांगा. ह्यांत दिलेली
रेपा समर्याद असेल, तर ती सामान्यरीति योजण्यास कोठे अडचण
पडण्याचा संभव आहे!
४.(१. १२) च्या रचत जो नवा ा_yaईंदु घेतला आहे, तो, दिलेल्या

रेपेच्या ज्या अंगास दिलेला विदु आहे, त्याच अंगास घेतला तर चा-
लेल काय? कारण काय?

५. सममुजत्रिकोणाचे कोणविदु व समोरच्या वास्तूंचे मध्य ह्यास
साधणाऱ्या रेषा समान असतात, असें सिद्ध करा.

६. प्रक अमर्याद रेषा व तिच्यावाहेरील एक विंटु त्यांच्यामधील
अंतर कसें- मोजावें १

सिद्धांत १३. ममेय.
एक रेषा दुसऱ्या रेषेस मिळाली आणि दुसरीच्या एकाच अं-

गास दोन कोन झाले, तर ते दोन कोन मिळून दोन काटकोनांवरावर
असतात. (टि. प.)

अब रेघ, कड रेधेस मिळून तिचे एके अंगास कवथ आणि
अवट कोन करिते; तर हे दोन कोन मिळून दोन काटकोनायरापर
आहेत.

अ है
अ



४४
कारण (१) जर कदग्र आणि डवभ हे कोन समान असतील,

तर त्यापैकी प्रत्येक कोन काटकोन आहे, व्याख्या १०)
म्हणून ते दोन कोन मिळून दोन काटकोनांवरोवर आहेत.

परंतु (२) जर ते कोन मान नसले, तर व पिंटूपासून् कड रेघे-
(१११)वा: ब? लव काट.

आतां कवड कोन कबभ आणि अबई ह्या दोन कोनांच्या घेरले-
बरोबर आहे; (प्र. प्र. उ)
तो कोन व ती बेरीज ह्या दोन समान पदर्लापेकी प्रत्येकामध्ये डबी
कोन डा एकच पदार्थ मिळविला,
तेव्हां कब? आणि इव? ह्या दोन कोनांची बेरीज ही, कवभ. अवई
आणि दैबड ह्या तीन कोनांच्या वेरजेवरोवर झाली. (प्र. प्र. ४६)

पुन :टवभकोन डवईआणि ईबअ ह्यांच्याचेरजेवराचर आहे, (प्रप्रड)
तो कोन व ती वेरीज ह्या दोन समान पदार्थापेकी प्रत्येकामध्ये कवभ
कोन हा प्रकच फईल मिळविला,
तेव्हां डबभ आणि कब ह्या दोन कोनांची घेरीज ही, डबई,
ईवअ आणि कदग्र ह्या तीन कोनांच्या वेग्जेवगेवर झाली(प्रप्रद्
आणि लाच तीन कोनांच्या --परजेवरोपर कबई आणि डबई ह्या दोन
कोनाची बेरीज आहे असें वर सिद्ध केले, म्हणून डवभ' आणि क-
बझ ह्या दोन कोनांची बेरीज, कबई आणि डवर्ट्ट त्या दोन कोना.
--या बेरजेश्वरोवर आहे. (प्र. प्र. १)
परंतु कबई आणि दुबई ३ कोन प्रत्येकी काटकोन आहेत. (-०या.१ ०)
म्हणून त्यांची -येरजि दोन काटकोन आहे
म्हणून डदम आणि कवश्र हे दोन कोन मिळून दोन काटकोनां.
बरोबर आहेत. ह्याकरिता जा: एक रेष ३०

प्रश्न.
(१) (१. १३) च्या प्रतिज्ञेत ससुमकोण हा शव्द घालून ती

प्रतिज्ञा म्हणून दाखवा. (२)(१. १३) च्या तिहतेचे दोन भाग कां
झाले? (३) दोन काटकोनांचा कोन मानिला तर (१ १३) त्याचे
सिद्धतेमध्यें संक्षेप कोणता करिता येईल? '



पहिले पस्तक.
-

२. दोन क्यब्ग्नकोणापका एक लघुकोण असल्यास दुमग विशाल-
कोण असतो.

३. सहलकोणाच्या दोन जोड्यांपैकीं एकीतला एक कोन दुसरी-
तल्या एक कोनाबरोबर असल्यास, वाकीचे कोनही समान असतात.

४. एका रेषेच्या एकाच अंगाकडून अनेक रेपा येऊन तिच्या टो-
काखेरीज तींतील एकाच बिंदूत तिलामिळाल्याअसना, त्याभिडउरनवळ
जे कोन होतात, त्या सर्वांची बेरीज दोन काटकोनावगेवर असते.

५. दोन माहुग्नकोनास दुभागणाऱ्या गेरा परस्परांवर लव अमनात
६. ''वर्ह्विक्:न्कोण'' व ''अंतर्वक्रकोण' ह्यांच्या व्याख्या सांगून

''वहिर्वक्रकोण दोन काटकोनांपेक्षां जास्त अमतो'' असें सिद्ध करा.
सिदांत १४. प्रमेय.

एका रेपेच्या भिन्न अंगांकडून दोन रेपो येऊन तिच्या एकाच
टोकांत तिला मिळाल्या असतां जे तिन्याशी दोन कोन होनात, ते
दोन मिळून जर दोन काटकोनांवगेवर असतील, तर त्या मिळणा-
ऱ्या दोन रेषा एकाच सरलरेपेत असतात.

अश् रेपेच्या भिन्न अंगांकडून कव, अडच ह्या रेपा येऊन तिच्या व टोंकांत ा?ऋ

तिला मिळाल्या आहेत, आणि तिच्याशी 1?झाले अवक, अवड हे दोन कोन १ अ-मिळून दोन काटकोनांबरोबर आहेत, इ---,तर कब, उब ह्या एकाच सरलरेपेत असतील, म्हणजे त्यापकी को-
णतीही एकच टोकापलीकदैवाटाद्दलीअसता दुसरीशमिळूनजाईल.

कारण, जर त्यांपैकीं कब ही व टोकापलीकडे वाढविली असतां
वड रेषेतून जात नसली, तर ती बई रेषेतून जाते, म्हणजे कबई ही
एक सालरेषा होते, असें समज.

आतां अब रेघ कबई रेघेस मिळाली असून कबईकया एकाच
अंगास अबक आणि अबई हे दोन कोन झाले आहेत,
म्हणन त्या दोन कोनांची बेरीज दोन काटकोनावगेवर आहे. (१. १३)



युखिडची भीमीत.

परंतु भदज्ञ आणि अवड त्यांची बेरीजही दोन काटकोनावरोपर
आहें, (प्रतिज्ञा)
म्हणून अवक्र व अदई ह्यांची वेरीज, अवक आणि अवड ह्यांच्या

बरजेवरोदर: आहे. (प्र. प्र. ११, प्र. प्र. ६ व प्र. प्र. १)
ह्या दोन समान घेरजांतून साधारण कोन अवक काढून टाकला,
तेव्हां शेप अवई कोन, शेष अवड कोनावरावर झाला; (प्र. प्र. ३)
परंतु पहिला दुसऱ्याचा तुकडा आहे, म्हणून ते परस्पर घरावर अ.
सणें हें अशक्य आहे. (प्र. प्र. ५)
म्हणून कब ही व टोकापलीकडे वाटविलीअसता वईतूनु जात नाही.

आणि ह्याच रीतीनें असें दाखविता येईल कीं, कब वाढविल्यानें
ती वड खेरीज दुसऱ्या कोणत्याही रेपेतून जात नाहीं; म्हणून कच.
वड, ह्या रेघा एकाच सरळरेघेंत आहेत.

झाकरितां, एका रेषेतील इत्यादि.

१. ( १ .१४) च्या आकृतींत२२४ व विंदूपलीकडे वाढविली

असतां ती बकऱ्या खालून जाणार नाही असें सिद्ध करून दाखवा.
२.(१. १४) च्या पक्षांतील ''भिन्न अंगाकड्रृन'' हे शक९ गाळिले

असता हा सिद्धांत खोटा पडतो, असें दाखवा.
३.(१. १४) शु (१. १३) चा व्यत्यास आहे, असें दाखवा.
४. एका रेपेवर तिच्या एकाच टोकातुन् तिच्या दोहीं अंगास

दोन लंय केले असतां ते एकाच सग्:लरेपेत असतात
५ '' एकाच बिंदूंन मिळणाऱ्या तीन रेपांपैक एकीशीं इतर दोन

रेषांनी केलेल्या कोनांची वेरीज दोन काटकोन असल्यास त्या इतर
दोन 'रेपाएकाच सरलरेपेंत असतात.'' अशी (१. १ .८) ची प्रतिज्ञा

वटरुदास अपवाद कोणता?
'' ं?इं'? सिद्धांत १५. मय.असंक्षेरेघा एकमेकी कापितान, तेव्हा समोगममोग्-चे दोन
बरात्रग्ड्योतम्..'' .चू .'-अब; द्यैंठैंसेन रेघा ण्कमेकांस ई विदुशी कापितात त



पहिलें एस्तक. ४७
अईऊ कोन बीड कोनावगेवर होईन वा
आणि कईब कोन अईंड कोनावरोचा
-सइल. अ ई- वप्रथम कईग्र, इति हे कोन परत
समान आहेत असें सिद्ध करुं:. अई. रेघ 'ड
कड रेघेत मिळून जे कर्टअ आणि अईड कोन होतात, ते दोन मिळून
दोन काटकोनावगवर आहेत. ( १. १ उ)
पुन, ड? देव अब रेघेस मिळून जे अहेड आणि डर्डव कोन होतात,
ते दोन मिळून दोन काटकोनांवरावर आहेत. ( १. १३)
परंतु असें वर दाखविलें आहे कीं, कrS:अ व अर्दड हे कोन मिळून
दोन काटकोनांवरावर आहेत.
म्हणून कईअ आणि ०मईड ह्या कोनांची वेरीज अर्डड आणि डर्डव

ज दोन कोनांच्या वेजेबरोबर आहे. (प्र. प्र. ११, प्र. ध, ६ व प्र. प्र,. १)
त्या दोन समान वेरजात्रृन साधारण कोन अrJ:ड काढून टाकिलार
तेव्हां शेप कर्हुश्र कोन शेप टर्टूब कोनावराषर आहे. (प्र. प्र. ३)

वरील रीतीनंच असें दाखविता येईल, कीं कईब कोन, अईड
कोनाथराषर आहे. ( हें विद्यार्थ्यानी प्रत्यक्ष सिद्ध करून पहा.)

ह्याकीग्तां, जेव्हां दोन रेघा इत्यादि.
त्रपसिद्धांत १. वरील सिद्धांतावरून हें उघड आहे, कीं ''जर दोन

रेघानी एकमेकींस कापिलें, तर छेदनविंदूशी जे चार कोन होतात, ते
सर्च मिळून चार काटकोनायगपर असतात. ''

उपसिद्धांत २ '' जर एकाच बिंदूत अनेक रेपा मिळाल्या आणि
त्या बिंदूच्या सर्व अंगास कोन झाले, तर त्या सर्व (न विभागलेल्या
कोनांची बेरीज चार काटकोनात्यारोवर असते. ''ह्रृब्रयेसे?;

१. (१. १५) चे उपसिःद्रात२५ २
२. परस्परांस छेदणाऱ्या दोन रेपालेल्या ३५नाइकूर

१२२ रींसमोरचे दोन कोन -राष्ट्र
अ
१.



पहिलें पुस्तक. ४९
म्हणून वअई आणि कि हे, त्या त्रिकोणांच्या बई, ईफ.ह्या समान
वाजूरसमोरचे कोन, समान आहेत. (१. ४)
परंतु कि कोनापेक्षा अकड कोन मोठा आहे. (प्र. प्र. ५)
म्हणून अकड कोन बअई कोनापेक्षां मोठा आहे. (प्र. प्र. अ. उप.)

आतां अडक कोन अवक कोनापेक्षां मोठा आहे असें सिद्ध

करू
अक वाजू ग बिंदूपर्यंत वाढीव; आणि बक वाजू टुभागणे इर्या-

दिक रचना ( वरच्या रचनेसारखीच) कर. म्हणजे वरच्याप्रमाणेच,
बकग कोन अवक कोनापेक्षां मोठा आहे, असें सिद्ध करितां येईल.
( विद्यार्थ्यांनी प्रत्यक्ष सिद्ध करावे.)

आतां वकग कोन अकड कोनावराचर आहे, (१. १५)
म्हणून अकड कोन, अवक कोनापेक्षां मोठा आहे. (प्रप्र. अ.)
ह्याकरिता जर त्रिकोणाची इत्यादि.

प्रश्न.
१. (१. १६) च्या सिद्धतेमध्यें जी रचना करावी लागते, तिचे सा-

मान्य स्वरूप सांगा
२.(१. १६) च्याआकृतींतबअवाजूअविदूपलीकडे वाढविली,

तर होणारा बाहेरील कोन कोणत्या कोणत्या कोनांपेक्षां मोठा होईल,
हें सांगून सिद्ध करा

३. रेषेच्या बाहेरील थिटूपासून् तीवर एकच लवकाटिता येतो.
४. समद्विभुजत्रिकोणाचा पाया वाढविला असतां होणारा वाहे-

रोल कोन, (१) त्रिकोणाच्या प्रत्येक कोनापेक्षां मोठा असतो, आणि
(२) तो विशालकोण असतो.

५ '' एका रेषेने दोन रेषांस छेदिलें आहे, आणि बाह्यकोण,
त्याशीं साहग्रकोनापलीकडच्या ( छेदक रेषेच्या त्याच आगच्या)
आतरकोणापेक्षा मोठा आहे. तर त्या दोन रेल त्याच अंगास वा-
ढविल्या असतां मिळतील

सिद्धांत १७. प्रमेय.
त्रिकोणाचे कोणतेही दोन कोन मिळून दोन काटकोनांपेक्षां कमी

असतात.



यालडची भूमिति.

३. विवक्षित कोनाच्या दोन्ही बाजुंपर त्याच्या कोणीवदृप्रामुन
दोन लंब काढिले असतां, त्या लपामधील कोन विवक्षित कोनायरो-
घर असतो, किंवा विवक्षितकोनाचा पृरुककोण असतो.

४. ज्या चौकोनाचे कर्ण एकमेकांस दुभागितात, त्याच्या समोर-
समोरच्या वाजू समान असतात.

५. (१. १५) चा व्यत्यास सांगून सिद्ध करून दाखवा.
६. एका सरलरेषेत नसणाऱ्या दोन गेपा एकाच विडूंत मिळाल्या

असता त्या स्ट्रिजवळ एक अंतर्वक्र आणि एक पहिर्वह: असे जे दोन
कोन होतात, त्यांची घेरीज चार काटकोन असते.

७. त्रिकोणांतल्या एका बिंदूपासून त्याच्या तिन्ही कोणपिदुपर्यत
काढिलेल्या रेषानी त्या विदुज्रदळेजे कोन होतात, त्यांची बेरीज किती
काटकोन असते? उत्तर सिद्ध करून दाखवा.

सिद्धांत १६. ममेय.
जर त्रिकोणाची एक पाजू वाढविली, तर बाहेरील कोन हा औ.

तील त्याशीं साहमकोणाखेरीज प्रत्येक कोनापेक्षा मोठा होतो
अदक एक त्रिकोण आहे, आणि अ ५त्याची बक वाजू ड पर्यंत वाढविली

आहे; तर बाहेरील अकड कोन हा,
आतील त्याशीं सलग्न असणाऱ्या अकब
कोनाखेग्:जि गहिलेल्या अवक आणि वेकयमक ह्यी प्रत्येक कोनापेक्ष? मोठा 'होईल

प्रथम अकड कोन अ कोनापेक्षा मोठा आहे असें सिद्ध करू
धक बाजूचे शवडून दोन मान भाग कर,

वर्ड मांध, आणि ती वाटवृन्, ईफही तेच वरावर कर ऽ ०'

प.फाक२ ए कृ ऽ.उ, कुअं -२२ईची४रं. -नाअममारीणन७ मान वास्तूंमधील अर्डव आणि कफ ते२



५० युक्लिढची भूमित.

अबकत्रिकोणाचे कोणतेहीदोन कोन अ
मिळून दोन काटकोनांपेक्षां कमी आहेत.
प्रथमतःव,कह्याकोनाविषयींसिद्धता करूं.

वक्र वाजूड पर्यत वाढीव. (गृ.कृ.२)
आतांअबक त्रिकोणाचाअकड कोन व क

अवक कोनापेक्षां मोठा आहे. (१. १६)
ह्यांतील प्रत्येक कोनामध्ये अकव कोन मिळविला,
तेव्हां अकड आणि अकब ह्या कोनांची वेरीज, अबक आणि
अकव ह्या कोनांच्या बेरजेपेक्षा मोठी आहे. ( प्र. प्र. ४)
परंतु अकड आणि अकव हे दोन कोन मिळून दोन काटकोनांव-
राचर आहेत. ( १. १३)
म्हणून अवक आणि अकव हे दोन कोन मिळून दोन काटकीना-
पेक्षां कमी आहेत. ( प्र. प्र. अ.)

त्याप्रमाणेंच सिद्ध करिता येईल कीं, अकव आणि वथक हे दोन
कोन मिळून, आणि तसेच श्रवण आणि बअकहे दोन कोन मिळून,
दोन काटकोनापेक्षा कमी आहेत. (विद्यार्थ्यानीं प्रत्यक्ष सिद्ध करावे.)

ह्याकरितां, त्रिकोणाचे कोणतेही इत्यादि.

प्रश्न.
१(१ .१ ७) हा त्रिकोणाची वाजू बाहेर न वाढविता सिद्ध करा.
२. त्रिकोणाच्या तीन कोनांपैकीं निदान दोन लघुकोण असतात.
३. समद्विमुजत्रिकोणाच्या पायाकडील कोण लघुफोण असतात.
४. समभुजत्रिकोण हा लघुकोन त्रिकोण असतो.
५. काटकोनत्रिकोण व विशालकोणत्रिकोण हे समभुजत्रिकोण

असणें संभवते काय? कां?
६. एखादा समद्विभुजत्रिकोण हा जर काटकोनत्रिकोण अथवा

विशालकोणत्रिकोण असला, तर त्याचा कोणता कोन काटकोन
अथवा विशालकोण असेल? कां?

७. अमर्याद रेघेच्या बाहेरील कोणत्याही बिंदूपासून त्या रेषेपर्यंत
एक (तिजवर) लंब आणि एक तिर्यक्कोण करणारी अशा दोन रेपा



पहिलें पुस्तक.

काडिल्या असतां, तिर्यढोण करणाऱ्या रेपेच्या ज्या अंगास लपुकोण
असेल, त्याच अंगास तो लंच पडतो.

८. त्रिकोणाच्या कोणत्याही कोणविंदूपासून समोरच्या बाजूवर
लंब काढिला असतां, ( १) जर त्या बाजूच्या दोन्ही टोंकांजवळील
कोन लघुकोण असले, तर तो लंब त्रिकोणांतच पडतो; ( २) जर
त्या दोन कोनांपैकीं एक काटकोन असला, तर तो लंब त्या काटको-
नाच्या दुसऱ्या वामुशीच मिळतो; आणि ( ३) जर त्यांपैकीं एक
विशालकोण असला, तर तो लव विशालकोणापलीकडे ती वाजू
वाढविल्यानें तिला मिळतो.

९. अमर्यादरेषेच्या भिन्न आगच्या दोन बिंदूंपासून जर त्या रेपेवर
लंब काटिले, (आणि जर त्या लंचांची एकच सरलरेषा बनली नाहीं),
तर ते लव त्या बिंदूंस साधणाऱ्या रेषेच्या भिन्न आगासच असतात.

१०. (१. १७) व (प्र. प्र. १२) हे परस्परांचे व्यत्यास आहेत
असें दाखवा.

सिद्धांत १८. अमेय.
त्रिकोणाची एक वाजू दुसरीपेक्षा मोठी असल्यास, मोठ्या वाजून

समोरील कोन लहान वाजूसमोरील कोनापेक्षां मोठा असतो.
अबक एक त्रिकोण आहे, आणि अ

त्याची अक वाजू अर्थ वान्न्रृपेक्षा मोठी
आहे, तर थक समोरील अबक कोन, ड
अब समोरील अकब कोनापेक्षां मोठा

व कहोईल.
अक ह्या मोड्या बाजूचा अब एवढा अड तुकडा पाड, (१. ३)

आणि वड सांध. ( यु. कृ. १)
आतां अडब हा बडक त्रिकोणाचा बाहेरील कोन आहे, ह्या-

स्तव तो आतील बकड कोनापेक्षा मोठा आहे. ( १. १६)
परंतु अडव कोन अबड कोनावरावर आहे, ( १. ५)
म्हणून अबड कोनही बकड म्हणजे अकव कोनापेक्षां मोठा आहे.

( प्र. प्र. अ.)



यारूडची भ्रृमिति

पण अवड कोनापेक्षा अवक कोन मोठा आहे, ( प्र. प्र. ५
म्हणून अकव कोनापेक्षां अबक कोन फारच मोठाआहे. (प्र. प्र. इ.)

ह्याकरिनां त्रिकोणाची इत्यादि.

प्रश्न.
१. (१. १८) च्या आकृतीत अक पेक्षां वट मोठी आहे, असें

समजून तो सिद्धांत सिद्ध करा.
२.(१. ६) हा(१. १ ८च्या पुढें आहे असें समजून तो थोडक्यांत

सिद्ध करा.
३.(१. १८) च्या रचनेंतमोश्चा बाजूचा जो तुकडा पाडावा ला-

गतो, तो कोणत्या कोणविद्रूपासून् पाडिला पाहिजे? कां?
४.(१. १८) च्या रचनेत मोठ्या बाजूचा तुकडा न पाडितां,

लहान वाजू वाढवून् मोठीएवढी करा, आणि त्या योगाने सिद्धांत
सिद्ध करा.

५. विषमभुजत्रिकोणाचे सर्व कोन असमान असतात.
६.(१. १८) च्या आऊरतीमध्ये जर अशी रचना केली कीं, अध

बरोबर धड केली, अ कोन टुभागणारी थर्ड रेषा काढून ती बक-
ला ई दिदूत मिळविली, आणि ईड साधिलीर तर '' व कोन क
कोनापेक्षां मोठा आहे '' ही गोष्ट, (१. ४) व (१. १६) ह्यांच्या
योगाने सिद्ध होते, असें दाखवा.

सिद्धांत ९. प्रमेय.
त्रिकोणाचा एक कोन दुसऱ्या कोनापेक्षा मोठा असल्यास मोठ्या

कोनासमोरील वाजूलहान कोनासमोग्:लि वाजूपेरक्षा मोठी असते
अवक एक त्रिकोण आहे, आणि त्याच्या अवक कोन अकव

कोनापेक्षा मोठा आहे; तर अबक कोनासमोरील अक बाजू अ-
कब कोनासमोरील अब वाजृपेरक्षा मोठी होईल

कारण, जर अक वाजूअब वाजृपेरक्षा मोठी नसेल तर ती अब
वरावर असावी, अथवा अब पेक्षां लहान असावी परंतु त्या वरीवर
आहेत असें जर मानिलें, तर अवक कोन अवक कोनावगेवर
होईल.

( १. ७१)



पहिले पुस्तक.

पण ही गोष्ट अशक्य आहे, ( प्रातसा)
म्हणून अऊर अब वरावर नाहीं.
पुन, अक, भव पेक्षां लहान आहे;
असें जर मानिले, तर अवक कोन अअकवकोनापेक्षालहानहोईलु (१ .१ ८)
पण हीही गोष्ट अशक्य आहे, प्रतिज्ञा
म्हणून अक वाजू अब वाजूपेक्षा व
लहान नाहीं.
आणि अक, अव वरावर नाहीं, असें तर वर दाखविलंच आहे.
(यास्तव मऊ वाजू अब वाजूपेक्षा मोठी आहे.

त्याकरिता, त्रिकोणाचा एक कोन इ०.
मश्न.

१. (१. १९) ह्याचा व्यत्यास कोणता?
२. त्रिकोणाच्या कोणत्याही कोनास दुभागणारी रेषा समोरच्या

धाजूपर्यंत वाढविली असतां,तिचे जे दोन भाग होतात, त्यापैकीं प्रत्येक

भागापेक्षा त्याच्या जवळची त्रिकोणाची वाजू मोठी असते.
३. काटकोनत्रिकोणाचा कर्ण, त्याच्या इतर प्रत्येक वाज्रृपेक्षा

मोठा असतो.
४. विशालकोणत्रिकोणाची विशालकोणासमोरची वाजू त्याच्या

इतर प्रत्येक वात्रृप्रेक्षा मोठी असते.
५. समद्विमुजत्रिकोणाच्या शिरोबिंदूपासून (१) पायांतील कोण-

त्याही बिंदूपर्यंत काढिलेली रेषा, त्याच्या समान बाजूपैकीं प्रत्येकीपेक्षा

लहान असते, व (२) पाया वाटव्रृन त्यांतील कोणत्याही बिंदूपर्यंत
काटिलेली रोग प्रत्येकीपेक्षां मोठी असते.

६. त्रिकोणाच्या दोन वाजू असमान असल्यास, त्यांच्या मधील
कोणविदुपासुरन समोरच्या वाजृंतुलि कोणत्याही बिंदूपर्यंत कादिलेली
रेषा हो, त्या असमान बाजूपैकी (१) मोठीपेक्षां धाकटी असते; आणि
(२) समोरची वाजू मोठीच्या अंगास वाढव्रृन तींतील कोणत्याही विंदू
पर्यंत कादिलेलीरेपा ही, त्या दोन्ही वाजपेक्षा मोठी असते.



पहिलें पुस्तक. ५३.(१. १९ प्रश्न २) ह्याच्या आधाराने (१. २०) ची सिद्धता

थोडक्यांत करून दाखवा.
४. चौकोनाच्या कोणत्याही तीन वास्तूंची बेरीज चवधीपेक्षा जास्त

असते, असें सिद्ध करा.
५. कोणत्याही सरलरेषाकृतीच्या कोणत्याही एका बाजूपेऽक्षा इतर

सर्व धातूंची बेरीज जास्त असते.
६. त्रिकोणाच्या दोन वाजू असमान असल्या, तर त्यांची वजा.

वाकी तिसरीपेक्षा लहान असते.
७. चोकोनाच्या कणांची बेरीज त्याच्या परिमितीपेक्षां (म्हणजे

सर्व वाकूंच्या वेरजेपेक्षा) कमी असते.
८. कोणत्याही बिंदूंपासून त्रिकोणाच्या तीनही कोणीक्दृर्ग्यत

काढिलेल्या रेषांची बेरीज, त्रिकोणाच्या परिमितीच्या अर्धापेक्षां जास्त
असते.

५. कोणत्याही बिंदूपासून सरलरेपाकृतीच्या सर्व कोणावैदूपर्यंत
काटिलेल्या रेषांची बेरीज त्या आकृतीच्या परिमितीच्या अर्धापेक्षा

जास्त असते.
सिद्धांत २. प्रमेय.

जरत्रिकोणाच्याएका वाजुच्याकापासूनत्रिकोणांतीलकोणत्याही
एक।. विद्रुपर्यत दोन रेघाकाडल्या, तर.) त्यांची बेरीज त्रिकोणाच्या
दुसऱ्या दोन बाजूच्या वेरजेपेक्षा कमी असते, परंतु (२) त्यांच्या

मधील कोन दुसऱ्या दोन बाजूच्या मधील कोनापेक्षा मोठा असतो.
अवक त्रिकोणाच्या बक वाजूच्या अ

व, क ह्या होन टोंकांपासून त्रिकोणां- २
तील ड बिंदूपर्यत वड, डक रेघा का-
दल्या आहेत; तर (१) त्यांची बेरीज
त्रिकोणाच्या बअ आणि अक ह्या दुस. ब क
ऱ्यादोनवाज्रृंच्यावेरजेपेक्षाकमीहोईल,
परंतु (२) त्यांच्या मधील बडक कोन, बअक कोनापेक्षां मोठा होईल

वड वाढवून्, ती अकला ई बिंदूंतमिळाली असें समज(गृ. कृ. २



पुक्लिडची भूमिति.

सिदांत २०. मय.
त्रिकोणाच्या कोणत्याही दोन वाजूची बेरीज तिसऱ्या बाजृपेऽक्षा

अधिक असते
अवक त्रिकोणाच्या कोणत्याही दोन ड

बाजूची वेरीज तिसरीपेक्षां जास्त आहे अ
असें सिद्ध करावयाचें. प्रथमतः अब
थक ह्यांची बेरीज बक पेक्षां जास्त बकआहे असें सिद्ध करूं.

बभ वाजू वाढीव: ( गृ. कृ. २)
धड रेघ अन् रेषेवरावर कर, (१. रे)
आणि डक सांध. ( गृ. कृ १)

आतां अट, अक वरावर आहे, (रचना)
म्हणून धडक कोन, अकड कोनावरावर आहे (१ ५)
पण वकड कोन अकड कोनापेक्षा मोठा आहे ' ( प्र प्र ९)
म्हणून बकड कोन वडक कोनापेक्षा मोठा आहे ( प्र प्र अ उप)
आतां बकड त्रिकोणाचा बकड कोन बडक कोनापेक्षां मोठा आहे
ह्यास्तव वड वाजू बक याजृप्रेक्षा मोठी आहे (१ ते-.)
परंतु वड ही, वभ आणि अड ह्यांची म्हणजे वभ आणि अक ह्या-
ची बेरीज आहे

५२प्र७ऽव५न२ेयटू३ आधिक आहे
क शां धक, आणि बक, क्यू अर्ज४२२ऽ ' ' पत

-ते. त्रिकोणाच्या कोणत्याही इत्यादि

१३,२. यक ळ्यृ?ाव. rkंर्षंंांवगै४:ए८इ रचनेचे सामान्यस्वरूप सांगा



५६ पुलिडची भूमिति.

(१) आतां अबई त्रिकोणाच्या बम व अई ह्या बाजूंची वेरोज वबाजूपेक्षां अधिक आहे. (१ .२०)
देम? क्लृह्याचरो बेरीज म्ंअअइrई?ााश्वेंई बईर (या दोन असमान पदार्थीत

५८ -र्स्थ्यैई? ८२ व कि (यांच्या बेरजेपेक्षां

(प्र. प्र ४)जास्त झाली.
पुन. कईड त्रिकोणाच्या कई, ईड ह्या वाजूची बेरीज कडपेक्षा

जास्त आहे; (१. २०)
ती वेरीज व कड ह्या प्रत्येकांत इव मिळविली,
तेव्हां कडे ईद ह्यांची षेरीज बट्ट, कड त्यांच्या पेरजेपेक्षा जास्त

झाली. (प्र. प्र. ४)
परंतु कटू. ईव ह्यांच्या वेग्:जेपेक्षा वभ, अक ह्यांची बेरीज जास्त

आहे .असें वर सिद्ध केलें.
म्हणून बभ, अक ह्यांची बेरीज वड, डक ह्यांच्या बेरजेहून

फारच जास्त आहे. ( प्र. प्र. ई)( २) आतां:, अबई त्रिकोणाचा बाहेरील बईक कोन, बअई
कोनाहून म्हणजे वअक कोनाहून मोठा आहे. (१. १६)
आणि कईड त्रिकोणाचा बाहेरील बडक कोन, बईक कोनाहून
मोठा आहे. (१. १६)
म्हणजे बअक कोनापेक्षां बईक कोन मोठा आहे, व बईक पेक्षां
बडक कोन मोठा आहे, असें ठरलें;
म्हणून वथक कोनापेक्षां बडक कोन कारच मोठा आहे (प्र प्र ई)

ह्याकरिता, जर त्रिकोणाच्या एका वाजूच्या इत्यादि

प्रश्न.
१. (१. २१) (प्राचे भाग किती आहेत? प्रत्येक भागाची प्रतिज्ञा

निराळी म्हणा, व नुसता दुसरा भाग सिद्ध करून दाखवा.
२. (१. २१) च्या आकृतीत ड विदु वअब बाजूची दोन्हीटोकें

साधूत तो सिद्धांत सिद्ध करा, तसेंच अक बाजूची दोन्ही टोके
साधून सिद्ध करा



पहिलें पुस्तक. ५,७
पु. (१. २१) च्या सिद्धतेकरितां रचना काय करावी लागते?
४. त्रिकोणांतल्या कोणत्याही विदु।रगसृन् त्याच्या तिन्ही कोणवि-

दपर्यत काढिलेल्या रेषांची बेरीज त्रिकोणाच्या परिमितीपेक्षां कमो
असते.
५.(१. २१) शांत दिलेला बिंदु त्रिकोणाच्या एका वाजून आहे,

असें समजून तो सिद्धांत सिद्ध करा.
६. एकाच पायावर आणि एकांत एक असे दोन त्रिकोण असले,

तर बाहेरच्या त्रिकोणाची परिमिति आतल्याच्या परिमितीपेक्षां जास्त

असते.
सिद्धांत २२. कृत्य.

दिलेल्या तीन रेघांपैकीं कोणत्याही दोन मिळून तिसरीपेक्षां अधि-
क आहेत; त्या तीन रेघांवरायरज्या त्रिकोणाच्या वाजू होतील, असा
एक त्रिकोण करावयाचें.

अ, व, क, ह्या तीन दिलेल्या रेघा अशाआहेत कीं, त्यांतील को-
णत्याही दोन मिळून तसरीइन् अधिक आहेत; म्हणजे अ आणि व
मिळून कडुन् अधिक, अ आणि क मिळून बलून अधिक, आणि
ब आणि क मिळून अहुनु अधिक आहेत; तर ज्या त्रिकोणाच्या
वाजू- अनुक्रमे अ, व, क ह्यांवरावर होतील, असा एक त्रिकोण क.
सवयाचा आहे

ड पिदूतू संपलेली, परतु
ई बिंदुकडे अमर्याद अशी एक

सडई सरळ रेघ काढू आणि
डफ, अवरावर; फण. व ड इ?वरावर; आणि गह, कवरा-
र कर. (१. ३) अ-फ मध्य कल्पन फड त्रिज्येनें व-९ क-डसल वर्तुळ काट. (गृ. कृ. ३)

ग मध्य कल्पून गह त्रिज्येनें हलस वर्तुल काट (गृ. कृ उर)

व तें परिघ परस्परास स, ल बिंदूंत छेदितात असें मान.



८ -र्गुक्कडची भूमित

सफ, सन सांध. ( सुख कृ. १)
म्हणजे सफग हा इच्छिलेला त्रिकोण होईल

कारण, डसल वर्तुळाचा मधविरु फ आहे,
म्हणून फड, फस वरावर आहे. ( व्याख्या १ '
परंतु फड, अ वरावर आहे. ( रचना
म्हणून फस, भ वरावर आहे. ( प्र. प्र. १

पुनः हलस वर्तुळाचा मD:यविपुत्र ग आहे
म्हणन गट, गस वरावर आहे. (व्याख्यी १ '५)
परंतु गड, क वरावर आहे. रचना
म्हणून गस, क वरावर आहे. (प्र. प्र. १)
आणि फण. ब चराचर आहे. (रचना)
म्हणून सफ, फण, गम ह्या तीन शत्रू अ, व, क ह्या तीन रेघा-
शी अनुक्रमे गोवर आहेत

ह्याकरितां, सफग हा इच्छिलेला त्रिकोण होय.
१. (१. २२) ह्याच्या ८४ऽतें बिटूकडे समर्याद व दुसऱ्या

५१२२ अमर्याद अशी रेपा घेण्यास सांगितलें आहे; ह्या गोष्टीस
आधार युब्रिडच्या कोणत्या कृत्यांचे सांगाल?

२. (१. २ ह्या कृत्याची सामान्य रीति सांगा.
३. (१. २२) ह्यांत दिलेल्या रेपापैकी एकीवरच इच्छिलेला

त्रिकोण काढावयाचा असला, तर रचना कशी कराल?
४. (१. २२) च्या रचनेत काढिलेल्या दोन वर्तुलांचें परिघ परस्प-

रास छेदितातच, असें सिद्ध करून दाखवा.
५ (१. २२) ह्याच्या आकृतीत ( १) अ रेपेपरोचा: असणारी

इच्छिलेल्या त्रिकोणाची वाजू -६. रेषेत यावी, अशीइच्छा असल्यास,
रचना कशी कराल? तसेंच अ, क ह्या रेपा बरोबर असणाऱ्या इष्ट

त्रिकोणाच्या वात्रृंमुधील कोन, डई रेपेतल्या फ बिंदूशीं व्हावा
अशी इच्छा असल्यास, रचना कशी कराल?

.ऽ ' ' १ हा D?. २२) ह्याचा एक विशेषप्रकार आहे, असें
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७. ज्यांच्या लाव्या अनुक्रमे १५,२३ व ८ फट आहेत अशा
तीन माळ काट्यांचा त्रिकोण वनवितां येईल काय १ कां?

सिदांत २३. कृत्य.
दिलेल्या रेघेशी तींतील दिलेल्या विट्रृजवळ दिलेल्या कोनाएचढा

कोन करावयाचें
अब एक दिलेली रेघ आहे, तींत अ एक दिलेला पिटु आहे,

व डकई दिलेला कोन आहे;, आणि अश् रेघेशी अ त्रिदुबवळ

डकई कोनाएवश कोन करावयाचा आहे.
कड, कई, ह्या रेघांत अनुक्रमें ड आणि ई बिंदु घे, आणि डई

सांध. ( गृ. कृ. १)अ बिंदूपासून कई बरोबर धन रेपा काडू ( १ .२)
अ पिंटूरपासुन अब रेषेचा कड एवढा अफ तुकडा पाड; (१ .३)
फ ।-वेंद्रपासुरन ड? बरोबर फम रेषा काढू (१ .२)
अ, फ हे मध्य व अन, फम ह्या त्रिज्या कलून अनुक्रमे नगस,

मगस ही वर्हुले काढू, (ए. कृ. ३)
आणि ह्या वर्तुलांच्या परिघांचा एक छेदनविदु ग व दिलेला

विदु अ हे साथ. (दु. कृ. घे)
म्हणजे फभग हा इच्छिलेला कोन होईल.
तचरण,फग सांध, णआता फअग त्रिको- क रा.

७ फडभक्तए न

५९७ द्रु. फे ग

ह्या वाजूशींगअनुक्रमे ८-? व
घरोचर आहेत,
(रचना, व्या. १५ व प्र. प्र. १)

आणि पहिल्याचा फण पाया दुसऱ्याच्या डई पायाबरोबर आहे,
(व्या. १५ व प्र. प्र. १)

म्हणून (ठभग कोन डकई कोनावरावर आहे. ( १ .ड)
द्याकरितां, दिलेल्या अब रेघेशी दिलेल्या अ विरुऽजवळ फअग

कोन, दिलेल्या डकई कोनावरावर केला आहे.



शुक्रेडची भूमिति.

प्रश्न..

१. (१. २३ च्या रचनेमध्ये ( १) अफ तुकडा जर कट एवरा
पाडावाचा आहे, तर अन रेषा कोणत्या रेषेएवढी काहिली पाहिजे १

(ऐ) अफ तुकडा डई एवढा पाडिला असतां चालेल किंवा नाही १

इच्छिलेला कोन फ विदुजवळ कराव्याचा असला, तरकसकशीं
रचना कराल? उत्तरे सकारण सांगा.

२.(१ .२३) त्या कृत्याची सामान्य रीति सांगा.
३. दिलेल्या रॅपेशी तींतील दिलेल्या विदूज्वळ दिलेल्या कोना-

एवढाले कोन पराकाष्टा किती कारितां येतील?
४.(१ .९३) ह्यांत दिलेलाकोनकाटकोनअसल्यास त्यालाकोणहश

सिद्धांताचें स्वरूप येईल? (१ .२३) व (१ .१ १) ह्या सिद्धांतांच्या
परस्परांशी काय संबंध दिसतो?
५ एक अमर्याद रेषा तीमध्ये एक बिंदू आणि एक त्रिकोण हा

दिली आहेत; तर असा एक त्रिकोण काटा कीं, त्याचा एक कोणीवटु
दिलेल्या बिंदूत येईल एक वाजू दिलेल्या रेपेत येईल व तो त्रिकोण

दिलेल्या त्रिकोणाशीं एकरूप होईल.
६ दिलेल्या दोन कोनांची घेरीज करण्याची आणि वजाबाकी

करण्याची सामान्य रीति सांगा. कोन ह्या शब्दाच्या ह्या ग्रंथांतील
व्याप्रमाणें एक काटकोन व एक विशालकोण त्यांची, अथवा
दोन विशालकोणांची अथवा दोन काटकोनांची बेरीज एकाच को-
नानें दाखविता येईल काय?

सिद्धांत २४. प्रमेय.
जर दोन -कोणांपैकी एकाच्या दोन बाजूदुसऱ्याच्या दोन वाजू

शीं अनुक्रमे वरावर आहेत, परंतु पहिल्याच्या त्या दोन बाजूच्या म-
धील कोन दुसऱ्याच्या त्या दोन बाजूच्या मधील कोनापेक्षा मोठा
आहे, तर पहिल्याची मोठ्या कोनासमोरील तिसरी बाबू, दुसऱ्यांच्या
तिसऱ्या बाजूपेऽक्षा मोठी होईल



पहिलें पस्तक.

अवक आणि डईफ ह्या दोन त्रिमणेणांपेकी पहिल्याच्या अब
आणि अक ह्या वाजू दुस- ध्यै? डऱ्याच्या पुढे. आणि डफ
ह्या वाजूशु? अनुक्रमेगावर
आहेत; परंतु पहिल्याच्या पैत्या दोन वास्तूंमधील यमक बक ईगकोन, दुसऱ्याच्या त्या दोन फ
वास्तूंमधील ईडफ कोनापेक्षां मोठा आहे,; तर पहिल्याची तिसरी वाजू.
वक्र ही, दुसऱ्याची तिसरी वाजूये. हीपेक्षा मोठी होईल.

८६ आणि डफ ह्या दोन वाजूपेरकी निदान एक तरी अशी असा-
वयाचीच कीं, ती दुसरीपेक्षा मोठी नाही. ( म्हणजे दुसरीपेक्षा लहान
आहे किंवा दुसरीशी समान आहे ). आता ती दुसरीपेक्षां मोठी
नसणारी वाजू अमुक आहे असे जरी प्रतिक्षेत दिलेले नाहीं, तरी
सिद्धतेकरितां असें मान कीं, डई वाजू डफपेक्षां मोठी नाही;
आणि तीन रेषेशी ड त्रिदृजवळ ईडन कोन बअक कोनाएवढा कर.

( १. २३)
डग वाजूअक किंवा डफ बाजूनावर कर, ( १. ०५)
आणि ईग, गक सांध. ( गृ. कृ. १)

आतां अवक त्रिकोणाच्या अब, लक ह्यादोन वाजु,डईगत्रिको-
णाच्या डई, डग ह्या वाज्रृंशीअनुक्रमेबरोवर आहेत, (प्रतिज्ञावरचना)
आणि बभक कोन ईडग कोना वरावर आहे; (रचना)
ह्यास्तव बक पाया हे, पायावरावर आहे. (१. ४)

पुनः, डग वाजू डफ बाजूवरावर आहे, (रचना)
म्हणून डगफ कोन डफग कोनावरावर आहे. (तै. ५)
परंतु डगफ कोन ईगफ कोनापेक्षां मोठा आहे, (प्र. प्र. ९)
म्हणून डफग कोन ईगफ कोनापेक्षां मोठा आहे, (प्र. प्र. अआणि अर्थात् ईफग कोन ईगफ कोनापेक्षां फारच मोठा आहें.

( प्र. प्र. ९ व इ.)
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ईफग त्रिकोणाचा ईफग कोन ईगफ कोनापेक्षां मोठा आहे,
त्यास्तव येन वाजू ईफ वाज्रूपेक्षा मोठी आहे. (१. १५)
परंतु हे, वाजू वक्र गडुबुरावग्: आहे, असें वर दाखविले आहे;
म्हणून वक्र बाजू ईफ बाजूपेक्ष मोठी आहे. ( प्र. प्र. अ)ह्याकरितां, जर दोन त्रिकोणांपैकीं इत्यादिक.

प्रश्न.

१. (१. २४) ह्याचा पक्ष व साध्य सांगा.
२.(१. २४) च्या सिद्धतेच्)ग आरंभी, ''डर्ड, आणि डफ ह्या

दोन बाजूपैकी निदान एक तरी अशी असावयाची कीं, ती दुसरीपेक्षा
मोठी नाहीं,'' असें म्हटलें आहे, तें सिद्ध करून दाखवा.

३.(१. २४) च्या सिद्धतेकरितां जी रचना करावी लागते, ती
सामान्यरूपाने सांगा.
४.(१. २४) च्या सिद्धतेमध्यें ''डई ही डफ पेक्षां मोठी नाहीं''

असें मानावयास सांगितले आहे, त्याचा उपयोग काय? हें जर मा-
निले नाहीं, तर रचनेमध्ये कोणती शंका येते? आणि हें मानिल्यानें
ती शंका कशी दूर होते?
५.(१. २४) च्या सिद्धतेमध्यें डईफ त्रिकोणावर जी रचनाकेली

आहे, ती त्यावर न करितां अवक त्रिकोणावर करून सिद्धता करून
दाखवा.

६.(१. २४) च्या सिद्धतेमध्यें ''डई ही डफ पेक्षां मोठी नाहीं,' '
असें मानावयास सांगितलें आहे, तें न मानितां (म्हणजे ह्या गोष्टीची
उपयोग सिद्धतेमध्यें मुलीच न करितां) सिद्धता करून दाखवा.

७.(१. २४) रेया सिएच्यतेला जे आधार लागतात तें अनक्रमानें

सांगा.'सिद्धांत २५. प्रमेय.
जर दोन त्रिकोणांपैकी एकाच्या दोन वाजू दुसऱ्याच्या दोन

थांबूही अनुक्रमे परायर आहेत, परंतु पहिल्याचा पाया दुसऱ्यांच्या
पायापेक्षां मोठा आहे, तर पहिल्या त्रिकोणाच्या पायासमोरील कोन
दुसऱ्या त्रिकोणाच्या पायासमोरील कोनापेक्षां मोठा होईल



पहिलं पुस्तक. ६३
अवक आणि डईफ ह्या दोन अ हेत्रिकोणांपैकी पहिल्याच्या अब,

अक (या दोन वाजू दुसऱ्याच्या
डई, डफ त्या दोन वाजुरशी अनु-
जामे बरोबर आहेत; परंतु बक धक प्रफपाया ईफ पायापेक्षा मोठा आहे; तर वअक कोन डिफ कोनापेक्षां
मोठा होईल.

कारण, जर बअफ कोन ईटक कोनापेथचा मोठा नसेल, तर
दमट कोन, ईड१० कोनावरावर, किंवा ईडत कोनाहून लहान
असावा. परंतु वभक कोन ईवरू कोनावरावर आहे असें जर
मानिलें, तर चक वाजू ईफ वाजू वरावर होईल; ( १. ४)
पण ही गोष्ट अशक्य आहे, ( प्रतिज्ञा)
हाणून वअक कोन ईडफ कोनावरावर नाहीं.
आतां, वभरू कोन ईडफ कोनापेक्षा लहान आहे असें जर मनिले,
तर बझ वाजू ईफ वाजूपेक्षा लहान होईल; ( १. २४)
पण हीही गोष्ट अशक्य आहे, प्रतिज्ञा)
हागून वथक कोन ईडफ कोनापेक्षा लहान नाहीं,
आणि बअक कोन ईडक कोनावरावर नाहीं असें वर दाखविलेंच
आहे, हाणून बअक कोन ईडफ कोनापेक्षां मोठा आहे.

ह्याकरितां, जर दोन त्रिकोणांत इत्यादि.

मध.
१. (१ .२५) हा (१ .२४) ह्याचा व्यत्यास आहे असें दाखवा.
२.(१ .४), (१ .८), (१ .२४) व (१ .२५) ह्या चार सिंद्धांतांवरून

दोन त्रिकोणांच्या सवधाने सामान्य गोष्ट कोणती ठरते?
सिद्धांत २६. प्रमेय.

( १) जर दोन त्रिकोणांपैकीं एकाचे दोन कोन व त्यांच्या मधील
वाजू ही,दुसऱ्याचे दोन कोन व त्यांच्या मधील वाजू ह्यांशीं अनुक्रमे
समान असतील; तर त्यांचे राहिलेले अवयवही अनुक्रमे समान
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आणून गकव कोन भकव कोनावगेवर झाला. ( प्र. प्र. १)
परंतु हा नवव्या प्रयक्षप्रमाणाशीं विरोध आहे;
आणून अव ही डईपेक्षा मोठी नाहीं.
ह्याप्रमाणेच अब ही डईपेक्षां लहान नाहीं असें सिद्ध करितां येईल;
आणून अब वाजू. जुई वाजूशी गागर आहे.

आतां भडक त्रिकोणाच्या अब वक्र ह्या वाजू व त्यांच्या मधोल
व कोन ही, डईफ त्रिकोणाच्या डर्ट, ईफ ह्या वाजू व त्यांच्या मधील
ईफोनह्यांशी अनुक्रमे समान आहेत; आणून अक पाया डफागयात्ररो-
वर आहे, आणि अ कोन ड कोनावरोवरआहे. ( १. ४ भा. १ व. २)

आतां जर अबक आणि डईफ त्या दोन त्रिकोणांपैकीं
पहिल्याचे अवक आणि भकच अ .ड
हे कोन व अकव कोनासमोरची
अब वाजू हें, दुसऱ्याचे डर्डाम
आणि डफई हे कोन व डफई
कोनासमोरची डई वाजू ह्यांशीं व ह क ई फ
अनुक्रमे समान आहेत, तर त्यांचे राहिलेले अवयव अनुक्रमे समान
होतील; ह्मणजे समान कोनांमधल्या बक, ईफ ह्या वाजू परस्पर स-
मान होतील, समान कोनांच्या दुसऱ्या जोडासमोरच्या अक, डफ
ह्या वाजू परस्पर समान होतील, आणि अ, ड हे राहिलेले कोनही
परस्पर समान होतील. हें सिद्ध करावयाचें.

प्रथमत: बक वाजू ईफशी बरोबर आहे असें सिद्ध करू.
बक ही जर ईफ बरोबर नसेल, तर तीपेक्षां मोठी किंवा लहान

असली पाहिजे
प्रथम बक ही पेक्षा मोठी मानून तिचा ईफ एवढा वह हुक-

डा पाड, व अह सांध. ( १. ३. व गृ. कृ. १)आतां अवह आणि डईफ ह्या दोन त्रिकोणांपैकीं पहिल्याच्या
अब, वह ह्या बाजू व त्यांच्या मधील ब कोन ही, दुसऱ्याच्या :डई,
ईफ ह्या वाजू व त्यांच्यामधील ई कोन ह्यांशी अनुक्रमे समान आहेत;

( प्रतिज्ञा व रचना
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होतील; अणजे समान कोनांच्या प्रत्येक जोडासमोरच्या राहिलेल्या
वाढू समान होतील व राहिलेले कोनही समान होतील. तसेंच (२)
जर दोन त्रिकोणांपैकीं एकाचे दोन कोन व त्यांपैकीं एका कोनास-
भोरची वाजू हीं, दुसऱ्या त्रिकोणाच्या तदनुरूप अवयवांशी अनुक्रमे
समान असतील; तर त्यांचे राहिलेले अवयवही अनुक्रमे समान
होतील.
(१) अवक आणि डर्डफ अ ड

ह्या दोन त्रिकोणापैकी पहिल्या- ग
चे !अवक, आणि अकब ३
दोन कोन व त्यांच्या मधील
बक वाजूहीं,दुसऱ्याचे डर्डफ, व के इडफई हे कोन व त्यांच्या मधील ईफ बाज त्_yaांशेंा अनक्रमे समान
आहेत; तर त्यांचे राहिले अवयव अनुर्क्रमैं समान होतीत, ह्मणत्रे

समान कोनांच्या एका जोडासमोरील अब जुई ह्या वाजू परस्पर द्ये-

मान होतील, व दुसऱ्या जोडासमोरील अक डफ ह्या बाजूही पर-
स्पर समान होतील, व राहिलेले अ, ड हे कोनही समान होतील.
असें सिद्ध करावयाचें

प्रथमतः अब वाजू डर्ड वाजृदूरोवर आहे असें सिद्ध करूं.
१ हीई बरोबर नसेल, तर ती डईपेक्षा मोठी अथवा लहान

दनस२२१ डईपअमोठी आहे असे मान तिचा व एवढा
ग तुकडा पाड, आणि गक सांध ( १ ३ व गृ कृ १)ं? ।:::त्यांच्याटे६टे६९७,हेद्रई१२५ गव ड? जु .९नईपरंतु अकव हे.: र्क्यईएशहइकरल. अन ( तज्ञी)
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लणून अहब कोन डफई कोनाबरोबर झाला. ( १. ४)
परंतु अकव कोन डफई कोनावरोत्रर आहे. प्रतिज्ञा
लागून अहब कोन अकव कोनावरोवर झाला. (प्र. प्र. १)
परंतु हा १६ व्या सिद्धांताशी विरोध आहे;
म्हणून वक्र वाजूईफ पेक्षां मोठी नाहीं.
ह्याप्रमाणेंच ती ईफ पेक्षां लहान नाहीं, असें सिद्ध करितां येईल;
म्हणून वक्र वाजू ईफशीं- वरीवर आहे.

आतां अबक त्रिकोणाच्या अब, बक ह्या पाजू व त्यांच्या मधी-
ल व कोन ही डईफ त्रिकोणाच्या :डई, जेना ह्या वाजू व त्यांच्या
मधील ई कोन ह्यांशीं अनुक्रमे समान आहेत;
म्हणून धक पाया डफ पायावरोवग्: आहे आणि अ कोन ड को-
नावरोवर आहे. (१ ८

ह्याकरिता जर दोन त्रिकोणांपैकी ३०

प्रश्न.
१ अवक त्रिकोणाचे अ, क हे कोन व बक बाजू.ही, डतफ

त्रिकोणाचे फ ई हे कोन व डई वाजू ह्याशीं अनुक्रमे समान आ-
हेत; तर वाकीच्या अवयवांपैकीं कोणता कोणत्याशी बरोबर होईल १

हे सांगून सिद्ध करा.
२ (१ ०५६) चे भाग किती आहेत १ प्रत्येक भागाचा पक्ष व साध्य

सांगा त्या भागांच्या पक्षामध्ये भेद काय? प्रत्येक भागाचा साध्या
तली कोणती गोष्ट क्रमविरुद्ध रीतीनें सिद्ध केली आहे १ व कोणत्या

गोष्टी क्रमिक रीतीनें सिद्ध केल्या आहेत?
३.(१. २६) च्या पहिल्याभागाच्यासिद्धतेमध्यें भव चा -६ एवढा

तुकडा पाडाव्याचा, तो अ (चंदूप्रासृन् पाडिला, तर चालेल काय?
दसऱ्या भागल्या सिद्धतेमध्यें वकचा ईफ एवढा लकडा पाडावाची
तो क विदुप्रासृन् पाडिला, तर चालेल काय? उत्तरांची कारणें सांगा.
हे तुकडे अमुक विदुपासून् पाडावे लागतात, असा कांहीं साताचे
नियम असेल, तर तो सांगा
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४. (१. २६) च्या पहिल्या भागामध्ये आरंभी भव, डई ह्यांची
समानता क्रमविरुद्ध रीतीनें सिद्ध केली आहे, तिचे ठिकाणीं आरंभी
अक, डास ह्याची समानता सिद्ध करून तो भाग पुरा करून दाखवा.
५(१. २६) च्या दुसऱ्या भागामध्ये आरंभी वक्र आणि डई

त्यांची समानता क्रमविरु:द्र रीतीनें सिद्ध केली आहे, तिचे ठिकाणी
आरंभी अक आणि डफ त्यांची समानता ( ग्रंथांतल्या रीतीनें) सिद्ध

करितां येईल काय? कां?
६.(१. २६) च्या प्रत्येक भागांत दिलेल्या गोष्टींवरून त्रिकोणां.

चीही समानता सिद्ध होते 'असें दाखवा.
७.(१. २६) च्या पहिल्या भागाची सिद्धता, (१. ४) किंवा

(१. ८) (प्राच्या सिद्धतेप्रमाणें, एक त्रिकोण दुसऱ्यावर उचलून
ठेविला असें मानून, करून दाखवा.

८.(१. २६) चा पहिला भोग हा (१. ४) .च्या पहिल्या दोन
भागांचा मिळून व्यत्यास आहे, असें दाखवा.
९.(१. २६) च्या दुसऱ्या भागाच्या व्यासाची प्रतिज्ञा म्हणा.

हा दुसऱ्या भागाचा व्यत्यास खरा आहे काय? त्याला एखादा
अपवाद आणून दाखवा

सिद्धांत अ. ममेय
जर दोन त्रिकोणांपैकीं एकाच्या दोन वाजूदुसऱ्याच्या दोन वाजू-

शी अनुक्रमें समान आहेत, समान बाजूच्या एका जोडासमोरील
कोन समान आहेत आणि समान धातूंच्या दुसऱ्या जोडासमोरील
कोन सजातीय ( म्हणजे दोन्ही काटकोन, दोन्ही लघुकोण अथवा
दोन्ही विशालकोण) आहेत, किंवा त्यांपैकीं एक काटकोन आहे,
तर त्यांचे वाकीचे अवयव अनुक्रमे समान असतात.

अवक त्रिकोणाच्या अ
अब, अक ह्या वाजू,डर्डफ त्रिकोणाच्या डई, .ा? ६

डफ त्या वाज्रृशी अनुक्र- ' 'में समान आहेत; अब, वेमैं के??एडई ह्या समान बाजूच्या ई फ
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एका जोडासमोरील क, फ हे कोन समान आहेत; आणि
अक, डफ ह्या समान वाजूच्या दुसऱ्या जोडासमोरील व, ई हे
कोन सजातीय ( म्हणजे दोन्ही काटकोन, दोन्ही लपुकोण अथवा
दोन्ही विशालकोण) आहेत, किंवा त्यांपैकीं एक कोन काटकोन आहे.
तर चक्र, ईफ द्यावाज्रृ समान होतील व, ई हे कोन पस्स्पर समान
होतील, व अ,ड हे कोन परस्पर समान होतील, ह सिद्ध करावयाचें.

( १) समान वाजुरच्या दुसऱ्या जोडासमोरचे व, ई हे कोन काट-
कोन आहेत असें जर दिलें असेल, तर (प्र. प्र. ११) व (१. २६ भाग
०६) त्यांवरूनच इष्टसिद्धि होईल.

( २) आतां व, ई हे दोन्ही लघुकोण आहेत अथवा दोन्ही वि.
शालकोण आहेत किंवा त्यांपैकी एक काटकोन आहे:, असें मानून
सिद्धता करुं:.

त्यांत प्रथमत बक, ईफ ह्या समान आहेत असें ( क्रमविरुद्ध

रीतीनें) सिद्ध करूं
बक, देऊ ह्या समान नसतील, तर बक, ईफ पेक्षां मोठी किंवा

लहान असली पाहिजे
प्रथम वक्र मोठी माजून ईफ वरावर करा केली आणि अग

( १. ३ व गू. कृ. १)आतां अकग, डफई ह्या त्रिकोणांस (१ ४) लाविल्यानें, अग,
डई ह्या समान ठरतील; आणि अब तन समान आहेत ( प्रतिज्ञा)

तेंऽ. टे : ०टू (५प्र) प्र १) म्हणून व आणि

२२२: वग ईद३टू२०? जे सु
८ट८ू.८८.अ:खट?:पुरत्या२ऽऽ



न, पुरूनक. ६९
शी विरोध येईल'. आणि ह्यांपैकी एक काटकोन असेल, तर

(१. १०९) ह्यावरून दुसराही काटकोन ठरेल, व अवग त्रिकोणाच्या व
आणि अगब त्या दोन कोनांची बेरीज दोन काटकोन ठरून (१.
१७) शी विरोध येईल.

म्हणून बक बाजू ईफ पेक्षां मोठी नाही. ह्याप्रमाणेंच लहान
नाहीं असेही सिद्ध करतां येईल. म्हणून बक वाजू ईफ वा:ज्ञूत्रूरा-

वर आहे. म्हणून (१. ४) ह्यावरून इष्टसिद्धि.

१. (१. अ) आणि (१. १९) च्या दुसऱ्या भागाचा व्ययास

ह्यामध्ये भेद कोणता हें

२. (१. अ) च्या सिद्धतेमध्यें आधीं. तिसऱ्या वास्तूंची समानता
क्रमविरुद्ध रीतीनें सिद्ध करून (१. ४) ह्याच्या योजनेची सामग्री
जुळविली आहे: तिच्या ठिकाणी आर्धी अ, ड ह्या कोनांची समानता
क्रमविरु:द्र रीतीनें सिद्ध करून (१. ४) ह्याच्या योजनेची सामग्री मुळ-
तून दाखवा.

३.(१. अ) च्या सिद्धतेमध्यें आधीं व, हे ह्या कोनांची समानता
ठरविता येईल काय? कारण काय?
४.(१. अ) च्या सिद्धतेला जे आधार लागतात, ते अनुक्रमाने

सांगा.
पहिल्या पुस्तकाच्या पहिल्या खंडावर.
(म्हणजे १. २१ पर्यंत सिद्धांतांवर

प्रश्न.

१. ज्या त्रिकोणाच्या दोन कोनांस दुभागणाऱ्या रेपा समोरच्या
बाजूंवर लंब असतात, तो त्रिकोण समभुज असतो.

२. अमर्याद रेषेच्याबाहेरील एका विद्रुपासृन् तीवरलंबएक व त्या.

लापातून सारख्या अंतरावर असणाऱ्या (म्हणजे लंबाशी सारखे कोन
करणाऱ्या) दुसऱ्या दोन रेषा काटिल्या, तर त्या सारख्या अंतरावर-
च्या रोग समान असतात.
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३. अमर्याद रेषेच्या बाहेरील एका विदुपासून् त्या रेषेपर्यंत एक
रोग काहिली आहे, तर तिच्याशी समान अशी त्याच भरतेपासून
त्याच रेषेपर्यंत दुसरी रेपा काटा.

४. अमर्याद रेपेच्या बाहेरील एका बिंदूपासून त्या रेषेपर्यंत एक
तीवर लंच व दुसऱ्या अनेक रेपा संत्राच्या दोन्ही अंगास काढिल्या
आहेत. तर (१) त्या सर्वात लंब लहान असतो; (२) लंबाच्या एकाच
अथवा भिन्न आगच्या इतर कोणत्याही दोन रेपांपैकीं जी लंबा-
जवळ असते ( म्हणजे लंबाशी लहान कोन करिते) ती दुसरीपेक्षा
लहान असते; (३) त्या बिंदूपासून त्या रेषेपर्यंत समान अशा दोनच
रेपा कादिता घेतात; (४) आणि त्या दोन समान रोग लयाच्या भिमे
अंगासच पडतात

५.(१. ५) च्या आकृतीत जर फक, वग त्यांच्या छेदनविपु ह
आहे; तर फह, गह समान आहेत, असें सिद्ध करा

६. धनक. अवड हे त्रिकोण अव्या एकाच अंगास आहेत;
थक, वड समान आहेत, अड, बक समान आहेत; आणि अड वक्र
ह्यांच्या छेदूनबदु ओ आहे. तर अथोच त्रिकोण समद्विभुज आहे,
असें सिद्ध करा

:अवकड चीकोनाची अड वाजूमहत्तम व वेक बाजू लघुतम
आहे; तर व कोन ड कोनापेक्षां मोठा आहे व क कोन अ कोना

९५५आहे, असें२ करा
दस्त व२७.५हळकी२ई
७२७.ती चौरसाच्या७२ मोठी असते

८९बर्र्क्तैकै९,८२
रेइrई५ईा समोरच्या

५९. वश २ ई
३९१९ वै८- २,२.२एट
९न दुभगणा-ऽया?पतल कोणत्याही बिंदूपासून या
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कोनाच्या वास्तूंची अंतरे सारस्त्रीं असतात (म्हणजे त्या विदागसृन् त्या
बाजूवर टाकिलेले लंब सारखे असतात) : (२) आणि कोनास दुभा-
गणाऱ्या रेपेच्या बाहेरील कोणत्याही पिंद्रृपासून त्या कोनाच्या वाजू
सारख्या अंतरावर नसतात.

१२. कोनाच्या एका वाजूतुलि एका बिंदूपासून त्या कोनास दु-
भागणाऱ्या रेषेवर लंब काढून तो दुसऱ्या बाजूस मिळे तोपर्यंत वा-
ढविला, तर तो लंबही कोनास दुभागणाऱ्या रस. दुभागिला जातो.

१३. विवक्षित विद्रृपासून अशी एक रेपा काढावयाची कीं, तिच्या
योगान्रें परस्परांस छेदणाऱ्या विवक्षित दोन रेपाचे त्यांच्या छेदन-
विद्रृपासून्, सारखे तुकडे पडतील, अथवा ती त्यांशीं सारखे कोन
करील.)'१४. दोन काटकोनत्रिकोणापेकीं एकाचा कर्ण व एक वाजू ही,
दुसऱ्याचा कर्ण व एक वात्रू ह्यांशीं अनुक्रमे समान असतील, तर ते
त्रिकोण एकरूप असतात.

१५. दोन त्रिकोणांच्या निदान किती व कोणत्या अवयवांची स.
मानता दिली असतां ते त्रिकोण एकरूप आहेत असें सिद्ध होतें?
''दोन त्रिकोणांपैकीं एकाचे कोणतेही तीन अवयव दुसऱ्याच्या त-
दनुरूप तीन अवयवांशी अनुक्रमे समान असल्यास ते त्रिकोण एक-
रूप असतात'', ह्या सिद्धांताला अपवाद कोणते आहेत?

१६. असा एक त्रिकोण काढा कीं, ज्याच्या दोन वाजू व त्यांच्या

मधील कोन ही, दिलेल्या दोन रेषा व दिलेला एक कोन द्यांशी अ-
नुक्रमें समान होतील

१७. विवक्षित त्रिकोणाशीं एकरूप असा दुसरा एक त्रिकोण

काढा.
१८. दोन सरलरेपाकृतींच्या भुजसंख्या सारख्या असून एकीची

एक वाजू व तिच्या जवळचे दोन कोन हे तीन अवयव खेरीज करून
बाकीचे सर्व अवयव दुसरीच्या तदनुरूप अवयवाशी अनुक्रमे समान
असतील, तर त्या आकृति एकरूप असतात.

१९. दोन सरलरेषाकृतीच्या भुजसंख्या.समान असून, एकीच्या
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दोन वाजू व त्यांच्यामधील कोन हे तीन अवयव खेरीज करून वाकी.
चे सर्व अवयव दुसरीच्या तदनुरूप अवयवाशी समान असतील, तर
त्या आकृति एकरूप असतात.

२०. एका सरलरेपाकृतीशीं एकरूप अशी दुसरी सरलत्योकृ-
ति काढण्याची सामान्यरीति सांगा

२१. जे त्रिकोण एकरूप असतात, त्यांच्या समान वाजृंचुर समो-
रच्या कोणविदुपासून टाकिलेले लय समान असतात.

सिदांत २७. प्रमेय.
दोन रेघांस एका रेघेने छेदिलें असतां, जर व्युत्क्रम कोन बरोबर

होतील, तर त्या दोन रेघा परस्पर समांतर असतात.

अब आणि कड ह्या दोन रेघांस ईफ रेघेने छेदिलें असून अईफ
आणि ईफड हे दोन व्युत्क्रम कोन बराबर झाले आहेत तर अब
रेघ कड रेघेशी समांतर होईल.
कारण जर अब रेघ कड रेघेशी समांतर नसेल, तर ह्या दोन

रेघा व आणि ड ह्या विदूकुडे, किंवा भ आणि क ह्या विदृंकुडे वाट-
विल्या असतां मिळतील. प्रथम त्या वआणि ड ह्या निटुकुडे वाढविल्या
असतां पै विद्युत मिळतात असें समज.

आता गईफहा एक त्रिकोण आहे अ ई व
म्हणून त्याचा बाहेरील अर्डफ कोन
आतील त्याशीं सलग्न कोनापलीकडच्या कफ ड
ईफगकोनापेक्षा मोठा ठरतो;. .१ ६)
परंतु अर्टफ कोन ईफग कोनावरावर आहे, ( प्रतिज्ञा)
म्हणून हा प्रतिज्ञेशीं विरोध आहे.
त्यास्तव अब आणि कड ह्या रेघा व आणि ड कां बिंदूंक्रडे वाड
दिल्या असतां मिळत नाहींत.

त्याप्रमाणेंच, त्या रेघा अ आणि क ह्या बिंदूंकडे वाढविल्या अस-
ताही मिळत नाहींत, असें दाखविता येईल.
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म्हणून अश् रेघा कड रेषेशी समांतर आहे.
ह्याकरितां, जर एका रेघेने इत्यादि.

( व्याख्या ३४)

प्रश्न.
१. (१ .२७).च्या आकृतीत बईफ कोन ईफक कोनावगेवर दिला

आहे, तर अब, कड ह्या त्ये समांतर आहेत, असें सिद्ध करा.
०९. दोन रेषांस एका रेषेने छेदिलें असतां, जर छेदकरेषेच्या भिन्न

आगचे ( व भिन्न बिंदूंजवळचे) दोन वा?यकोण समानअसतील, तर
त्या रेषा समांतर असतील.

सिदांत २८. प्रमेय.
दोन ग्:घास एका रेघेनेछेदिले असतां, (१) जर बाह्यकोण छेइकरे-

पैच्या त्याच आगच्या आतील कोनापलीकडच्या कोनाबरोबर .असेल,
किंवा ( २) जर छेइकरेषेच्या एकाच आगच्या दोन आतरकोणाची
बेरीज दोन काटकोन असेल, तर त्या दोन रेषा समांतर असतील.

( १) भव आणि कड ह्या दोन ३
रेघांस ईफ रेघेनं छेटिले आहे, व ईगब व
हा बाह्यकोण, ईफ रेघेच्या त्याच आ. ग
गच्या बगह ह्या आतील कोनीपली-केह डेकडच्या गड कोनाबरोबर आहे; तर फ
अब, कड ह्या रेषा समांतर आहेत, हें सिद्ध करावयाचें.

ईगव कोन गहड कोनावगवर आहे, प्रतिज्ञा
आणि ईगव कोन अगहू कोनावगवर आहे, ( १. १७))
ह्यास्तव अगह कोन गहड कोनावरावा आहे. ( प्र. प्र. १)
आणि ते व्युत्क्रमकोण आहेत;
म्हणून अबे आणि कड ह्या दोन रेषा समांतर आहेत. (१. २७)

( २) अब, कड ह्या रेघास ईफ रेघेने छेदिलें आहें, व ईफ २-
घेच्या एकाच आगच्या वगह, गहड ह्या आतरकोणाची वेरीज
दोन काटकोन आहे. तर अब, कड ह्या रेपा समांतर आहेत, हें
सिद्ध करावयाचें

हे
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बगह आण गहडझाककची वेगज दोन काटकोन आहे,
( प्रतिज्ञा)

आणि अगहव दमह त्यांची बेरीज ही दोन काटकोन आहे, (१ .१ उ)
ह्यास्तव अगह, बगल ह्यांची वेरीज बगह, गहड ह्यांच्या बेरजे-

प्र. १)बरोबर आहे. ( प्र.

ह्या समान वेरजातृन् वगह कोन प्रत्येकी वजा केला,
तेव्हां अगह कोन गहड कोनावरोपर झाला. ( प्र. प्र. ३)
आणि ते व्युत्क्रमकोण आहेत:
म्हणन अब रेघ कड ग्घेशी समांतर आहे. ( १. २७)

??ह्याकाइग्ऋतां दोन रेघांस एका रेघेने इत्यादिक.
उपसि एकाच रेषेला, तिच्या निरनिराळ्या विंइंत, मिळणाऱ्या गं

तिजवर लंब असणाऱ्या रेपा परसग्गडची समांतर असतात.
प्रश्न.

१. (१. २८) च्या आकृतीत कहफ कोन अगह. कोनावगंबर
आहे; तर अब, कड रेषा समांतर आहेत, असें सिद्ध करा
२.(१. २८ च्या आकृतीत अगह, गहक ह्या दोन कोनांची

बेरीज दोन काटकोन आहे असें दिलें आहे, तर अब कड येणा
समांतर आहेत, असें सिद्ध करा.

३.(१. ९८') च्या आकृतीत ईगब, आणि डहक त्या दोन को-
नांची बेरीज दोन काटकोन आहे, असें दिलें आहे, तर अन कड
रेषा समांतर आहेत, असें सिद्ध करा

४.(१. २८ चा पहिला भाग (१. २७) च्या साह्यावांचन (क्रम
विरुद्ध रीनीनें) सिद्ध करा.

७१.(१. २८) चा दुसरा भाग (१. २७) च्या साआवाचुन कम-
विरुद्ध रीतीनें) सिद्ध करा.

सिद्धांत २९. ममेय
जर दोन समांतर रेघांस एका रेघेने लैले; तर ( १) -कम.

कोण समान असतात; (९) बाहेरील कोन छेदकरोगे-चा त्याच आ
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गच्या आतील कोनापलीकडच्या कानावरोवर असतो; आणि ( ३)
छेइकरेपेच्या एकाच आगच्ग दोन आतरकोणाची बेरीज दोन काट-
कोनांबरोबर असते

भव आणि कड ह्या समांतर रेघांस ईफ रेघेने छेदिलें आहे; तर
( १) अगह, गहड हेव्पुत्क्रमकोण समान होतील; ( २) इगव हा
वालकोण, इफ रेघेच्या त्याच आगच्-या आतील कोनापलीकडच्या
गहड कोनावरोवर होईल, आणि (३) इइफ रेघेच्या एकाच आगच्या गाद्ये, अ-?ग-व
गहड या 'आतरकोणाची बेरीज दोन
काटकोनावसेवा होईल. अशा तीन के हेडंएंगोष्टी सिद्ध कगवयाच्याआहेत.,

( १) ण्यम अगह, गहड हे -ग्?क्रमकोण समान आहेत, असें
सिद्ध करुं:.

जर हे कोन समान नसतील, तर त्यांपैकीं एक टुसऱ्यापेक्षा मोठा
असला पाहिजे

अगह कोन गड कोनापेक्षा मोठा मानून, त्या प्रत्येकांत बगह
कोन मिळविला
तेव्हां अगढ, बगह ह्यांची वैरीज, नगह, गहड त्यांच्या वेग्जेपेक्षा
जास्त झालो. ( प्र. प्र. -८)
परंतु अगह, वगह ह्यांची बेरीज दोन काटकोनांवरोवर ओह.

( १. १३)म्हणून वगह, गहड ह्यांची बेरीज दोन काटकोनांहून कमी आहे;
( प्र. प्र. अ.)

आतां अब, कड ह्या रेघांस टफ रेघेने छेदिलें आहे, व छेदक रेषे-
च्या एकाच आगच्या दोन आतरकोणाची बेरीज दोन काटकोनांहून
कमी आहे;
म्हणून अब, कड ह्या रेघा (त्याचअंगास) वाढविल्या असतां मिळतील.

(प्र. प्र. १२)
परंतु हा प्रतिज्ञेशी विरोध आहे



याकुडची 'भुमिति.

म्हणून अगह कोन गहड -कोनाग्शिं मोठा नाहीं.
ह्याप्रमाणेंच अगह कोन गड कोनापेक्षा लहान नाहीं, अस सिद्ध

करितां येईल
म्हणून अगड, गहड हे व्यत्क्रमकाण समान आहोइं. -.चे रि करूं

(२) आतां अगव गड हे कोन समान आहेत, अस सद्ध.अगह कोन गड कोनावरोवर आहे, (१. ०५ भाग १)
आणि आह कोन ट्रगव कोनावगेचा आहे; (१.१;
प. डगव: गहड७ आहके
अर्थसले५२७)अगह कोन गड कोनाचरोवग् आहे. (१. -९९
ह्या दोन समान कोनांत प्रत्येकी वगह कोन मिळविला; -ग२ अगह बगल ह्यांची वेरीज वगह,गदृड ह्यांच्या.२
पग्ंन?उ?उईआप; वगह ह्यांची वेरीजदोन काटकोनांवरच.आहे, (१ .१ ३१

दर वगह, गहड ह्यांची बेरीज दोन काटकानावगेक. प्र १)

त्याकरिनीं जर दोन समांतर रेघांस इत्यादि. ३द्या

उपास १ दोन समांतर रेपांपैकीं एकीवर लंब असणारी -
दुसरीस मिळे तोपर्यत वाढविली, तर ती दुसरीवरही लंच ५.उपसि. २. पग्:स्परांशी समांतर असणाऱ्या दोन रेपापका प्र

वर एकेक लंब कारिला असतां, ते दोन लंच परस्परांशी समीरी
होतात, किंवा त्यांची एकच सरल रेपा बघून जाते.

डकीस. ३. पग्:स्परास छेदणाऱ्या दोन रेपांपैकीं प्रत्येकीवर ए९८!
लंच कारिला असतां, ते लंब पग्:स्परांशी समांतर असावयाचे नाहा
( म्हणजे वाढविले असतां मिळतीलच ).

प्रश्न.
१. (१ .२५) रेया आकृतीत अग-० कोन उहफकोनावरोदरें आहे.

असें सिद करा.



२.(१ .२९) च्या आऊरर्तात बगडू आणि डहफ हे कोन समान
आहेत, असें सिद्ध करा.

उ. (१ .२५) च्या आकृतींत इगव, डडफ ह्या कोनांची बेरीज
दोन काटोनांवरोचर आहे, असें सिद्ध करा.

४.(१ .२५) चा दुसराभाग त्याच्या पहित्न्याभागरूया साह्यावांच्-ऽ
न क्रमविरुद्ध रीतीनें सिद्ध करून दाखवा.

५.(१ .२५) चा तिसरा भाग त्याच्या इतर भागांच्या साजावाइन
क्रमविरुद्ध रीतीनें सिद्ध करून दाखवा.

६. (१२६ चा पहिला भाग १ .२७ चा व्यत्यास आहे, दुसरा
भाग १ .२८ च्या पहिल्या भागाचा व्यलगस आहे, आणि तिसरा
भाग १ .२८ च्या दुसऱ्या भागाचा व्यत्याम आहे, असें दाखवा.

सिद्धांत ३०. मय.
ज्या रेघा दुसऱ्या एकाच रेधेशीं समांतर असतात, या परस्पर

समांतर .असतात
अब, कड ह्या रेघांतील प्रत्येक ईफ

रेघेशी समांतर आहे, तर अब, कड- स्पईrए?ई-व
शी समांतर होईल. इहपगहस रेघ अब, ईफ, कड ह्या रे- कसडघास छेदी अशी काट

आतां गहस रेघ अब, ईफ द्या समांतरग्एघांस छेद्दिते, म्हणून

अगह कोन गहफ कोनावरावर आहे. ( १ .२५ भा. १)
आणि गम रेघ ईफ, कड ह्या समांतर रेघांस छेदिते म्हणून गह-
फ कोन गसड कोनावरावर आहे. ( १ .२५ भा. २)
परंतु अगस कोन गहफ कोनापराभर आहे, असें वर दाखविले
आहे; म्हणून अगस कोन गसड कोनाबरोबर आहे. ( प्र. प्र. १)
आणि हे व्युत्क्रमकोण आहेत म्हणून अब, कडशीं समांतर आहे.

( १ .२७)ह्याकरितां ज्या रेघा इत्यादिक
उपसिद्धांत-दोन समांतररेघांपैकीं एकीला छेदणारी रेघ दुसरी-

कडच्या अंगास वाढविली असतां तिला मिळते



प्रीकुरडव? भूमिति.

अब, कड द्या दोन ममातग्: रेघा- अ-उऊrईrंभ--म
पैकी कडला छेदणारी नर्दुफ रेघ आहे. ' फ
तर ती अब कडील अंगास ( म्हणजे फकोडविंदपुलीकडे) वाढविली असतां अबला?मिळेल.

कारण तसें न होईल तर नफ ही ( १) अबईग समांतर भ-
सली पाहिजे किंवा ( २) नच्या गलीकडे वाशविली असतां अन-
ला मिळाली पाहिजे.

( १) समांतर होईल असें मानिलें, तर १. २० प्रमाणें नाझ.
कड ह्या पग्:स्परांशी समांतर ठरून प्रतिज्ञेशीं विरोध येतो.
(२) आता न विदुस्रया पलीकडे वाढविली असतां अबला मि-

केल असें मानिलें, तर तीं कडला पुनः छेदिते असें ठरून प्र. प्र.

१० द्याशी विरोध येतो.
ह्याकीग्:ता ती फ विदुपूलीकडे वाढविली तर अबला मिळेल.

(भव मधील एक ग चित्रठ व ई हा छेदनविरु हे सांधून, प्र. प्र. ०.
प्र. प्र. ४,१२९ भा ३ व प्र. प्र. प्र ह्यांच्या योजनेनं उगई गईफ
ह्या दोन कोनांची बेरीज दोन काटकोनांपेक्षा कमी ठरवावी. म्हणजे

१२ च्या प्र. प्रमाणावरून क्रमिक रीतीनें ही इष्टसिद्धि होते.
प्रश्न.

१. (१ .३.०) च्या :श्राकृतीत अव, ईफ त्या प्रत्येकी कडमुर्ग

मातर आहेत, असें दिले आहे, तर त्या परस्पर समांतर आहेत,
असें सिद्ध करा.

२. ( १ .ई.०) च्या आकृतीत कड, डफ द्या प्रत्येकी भवशी समा-
तर आहेत, असें दिलें आहे; तर त्या परस्पर समांतर आहेत,
असें सिद्ध करा.

३. '' परस्परास छेदणाऱ्या दोन रेषा प्रत्येकी तिसऱ्या एकाच रे-
घेशीं समांतर असणें संभवत नाहीं,' हे प्रमेय १ .३ ० च्या आधाराने
क्रमविरुद्ध रीतीनें थोडक्यांत सिद्ध होत, असें दाखवा.
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४ '' जर दोन रेषा त्यांच्यामध्यें असणाऱ्या तिसऱ्या एकाच रेघे-

शीं प्रत्येकी समांतर आहेत, तर त्या परस्परांशीं समांतर असतात,'
हें प्रमेय फक्त समांतर रेपांच्या व्याख्येच्याच आधाराने ( क्रमिक री.
तीने) फार थोडक्यांत सिद्ध होतें, असें दाखवा.

'९. ( १ -उ ०) च्या सिद्धतेमध्यें, दिलेल्या तीन रेपांस १-दणारी
अशी रेपा काढावयास सांगितलें आहे. ह्या गोष्टीम युब्रिडच्या कोण-
त्या कृत्याचा आधार दाखवाल १

सिदांत. ३१ कृत्य
दिलेल्या बिंदूपासून दिलेल्या साळरेघेशी समांतर अशी एक स-

रळ रेघ कारावयाचें
अ हा दिलेला पिटु आहे, आणि बक ही दिलेली रेघ आहे,

तर अ विदुपास्रृन वठशी. समांतर रेघ काढावयाची आहे.
बक रेघेत ड विदु घे आणि अब सांधू; ( यु. कृ. १)

भड रेषेशीं अ बिंटूजवळ भडक कोना. इ अरफदगवम् डथर कोन कर, (१२३)
आणि ल्ल रेघफ पर्यंत वाढीव. २४८२) क
म्हणजे इफ रेघ वकशी समांतर होईल. व 'कारण बक इफ ह्या दोन रेघांस मिळणारी धड रेघ इअड,
धडक हे दोन व्युत्क्रमकोण थरावर करिते, ( रचना)
म्हणून इफ, बकशीं समांतर आहे. ( १.२०)

त्याकरिता, दिलेल्या अ मिळून दिलेल्या बक रेषेशी इअफ रेप
समांतर काहिली आहे

प्रश्न.
(१ .३१) च्या रचनेमध्ये अट रेघेशी अ पिट्रृजवळ भडककोनाएवरा कोन करावयाचा, तो, अडच्या ज्याअंगास अडक कोन

आहे, त्याच अंगास केला तर चालेल काय? कां?
२.(१ .३१) ह्या कृत्याची सामान्यतीते सांगा

नेई:तूया :२:० रेषेशी समांतर अशा अनेक रेषा



युकडची झुबिन.

पोहच्या पुस्तकाच्या दुसऱ्या खंडावर
(म्हणजे १ .२७ पासून १ .३१ पर्यंत सिद्धांतांवर)

१ ( १) पुअररभद १२ व किंमना., न स्वीकारित त्याचे

ठिकाणी '' परसारास छेदणाऱ्या दोन रेपा तिसऱ्या एकाच रेषेशी
समांतर असणें संभवत नाहीं '' हें प्रत्यक्ष प्रमाण स्वीकारून त्याच्या
योगाने १ .२५ चा पहिला भाग सिद्ध करून दाखवा; आणि मग (९)
तें १२ वे प्र. प्रमाण १. ०६५ च्या साह्याने सिद्ध करून दाखवा.

२. ( पुं) विवक्षित अमर्याद रेषेच्या बाहेरील विवक्षित विश्वासून
अशी रेषा काटा कीं, ती त्या अभर्यादरेषेस मिळेल, व तिशी जे कोन
ती करील, त्यांपैकीं पूरक कोन विवक्षित कोनावरात्रग्: होईल. ( ०६)
अशारेषा किती कारिता येतील? (३) हें कृत्य व १२३ ळभैयामध्ये
भेद कोणता? ( ४) हें कृत्य व १ .१ २ ह्यांत भेद कोणता १

समद्विमुजत्रिकोणाच्या पायाशी समांतर कादिलेलीरेषात्यअठग
दोन्ही वाज्रृंप्त मिले तोपर्यंत वाढविली असतां, ती त्या वाणूंशी सारखे
कोन करिते.

४. एका कोनाच्या दोन वाजू दुसऱ्या कोनाच्या दोन वातूंशीं
अनुक्रमे समांतर असतील, तर ते कोन समान असतात.

५ त्रिकोणाच्या एका वाजूतील कोणत्याही विद्रुतून पायाशीं स-
मातर कादिलेली रेपा दुसऱ्या बाजूस मिळे तोपर्यंत वाढविली असतां
जो नवीन त्रिकोण होतो, तो व मूळचा त्रिकोण हे मियसमकोण
असतात ( ह्मणजे एकाचे सर्व कोन दुसऱ्याच्या कोनांशी अनक्रमे

५५८)'एतळणारेषाजरद्द'९.६८६८२तरट६२जेटू
र

:हलेें६.पुयोान-६



पहिलें पुस्तक

८. '' मियसमकोणत्रिकोण एकरूप असतात असा नियम नाहीं.''
हें ५ व्या प्रश्नाच्या योगाने प्रत्ययास आणून द्या.

५. असा एक त्रिकोण काढा कीं, ज्याचे ( १) दोन कोन व
त्यांच्या मधली वाजू, अथवा (२) दोन कोन व त्यापैकी एका को-
नासमोरची वाजू ही, दिलेले दोन कोन व एक रेषा द्यांशी अनुक्रमे
समान होतील. ह्यांत दिलेल्या कोनांच्या सवधाने कोणती अट दिली
पाहिजे?

सिद्धांत ५. प्रमेय.
( १) त्रिकोणाची एक वाजू वाढविली असतां बाहेरील कोन

हा, आतील त्याशीं सलग्न कोणाखेरीज दोन कोनांच्या घेरजेत्रराचर
असतो; आणि ( २) त्रिकोणाच्या तीन कोनांची बेरीज दोन काट-
कोनात्रराचर असते

( १) अवक त्रिकोणाची बक अ इ
वाजू डपयत वाढविली आहे. तर -ऽ
बाहेरील भकड कोन हा, आतील
जोशी मलम असणाऱ्या अकव ष क ड
कोनाखेरीज जे कअब आणि कबभ हे दोन कोन, त्यांच्या बेरजे-
घरावर होईल.

के विदूतून अवशीं समांतर अशी कटू रेषी काट. ( १ .३१)
आता अब, कइशीं समांतर आहे, आणि त्यांस अक मिळते.

म्हणून वथक, अकड हे व्युत्क्रमकोण वरावर आहेत!.. २९. भा.?)
पुनः, अब, कड ह्या दोन समांतर रेघांस बट मिळते, हाणून इकडे
हा बात्दकोन, आतिलाच्या पलीकडच्या अवक कोनाबरावर आहे.

( १. २९ भा. ई)
परंतु भक्त कोन वथक' कोनावरावर आहे, असें वरदाखविलें आहे;
म्हणून सगळा बाहेरील अकड कोन हा कअब, अवक ह्या दोन
कोनांच्या बेरजेवरावर आहे. ( प्र. प्र. ९)

( २) अवक त्रिकोणाच्या तीन कोनांची घेरीज दोन काटकोनां-
बरोबर आहे, हें सिद्ध करावयाचें.



मारूडची भूमाता.

अबक त्रिकोणाची बक वाजूऋ दु पर्यंत वाढीव. ( गृ०कृ० ४.)
आतां अकड कोन कअव आणि कवभ ह्या दोन कोनांच्या

-वेग्जेदरादर आहे ( १२९ भाग १)
अकड कोन व त्या दोहोंची बेरीज ह्या प्रत्येकांत अकव कोन

मिळविला,
तेव्हां अकड आणि अकव ह्या दोन कोनांची बेरीज, कभब,

कवभ आणि अकव ह्या तीन कोनांच्या वेरजेवरोबर झाली-भूप्रणे५)
परंतुलकड,श्रकद, ह्यांचीबेरीज दोन काटकोनांबरोबर आहे;. १३)
म्हणून कश्रव, कब आणि अकव ह्या तीन कोनांची वैरीजही
दोन काटकोनांदरोवर आहे. ( प्र. प्र. १)

ह्याकरिता त्रिकोणाची एक वाजू६०.
उपसिद्धांत १. कोणत्याही सरळरेषाकृतीचे आतील सर्व कोन

आणि चार काटकोन मिळून आकृतीच्या भुःत्रसंग्ल्प्ये-ख्या दुपटी
इतक्या काटकोनांवरावर असतात.

कारण, भवकटइ ह्या सरळरेषाकृतींतील फ ह्या विंशुगसुन्
तिच्या सर्व कोणावईपर्यंत सरळ रेघा काक्रिया असता आकृतीस
जितक्या वाजूआहेत तितके तत त्रिकोण होतात.

आता प्रत्येक त्रिकोणाचे सर्व कोनांची
घेरीज दोन काटकोन ( १३०५ भाग २) इ क
म्हणून ( सर्व त्रिकोणांचे कोन म्हणजे)
आकृतीचे सर्व कोन व फ पिटजूवळचे
सर्व कोन ह्यांची देरीज, भुजसंख्येच्या ज व
दुपट्टी इतक्या काटकोनांबरोबर आहे ( प्र प्र २)

फ विदूज्वळचे सर्व कोनांची बेरीज चार काटकोन आहे;
( १ .१ ५ उपसि. २)म्हणून आकृतीचे सर्व कोन व फ विदूज्वळचे कोन ह्यांची थेरीज,

आकृतीचे कोन व चार काटकोन ह्यांच्या बेरजे बरोपरआहे (प्र प्र ०)
म्हणून आकृतीचे सर्व कोन व चार काटकोन ह्यांची बेरीज भजे-
संख्येच्या दुपटी इतक्या काटकोनांबरोबर आहे ( प्र प्र रे,)



उपसि. २. जर सरलेरपाऊरतीच्या सर्व पाजू एकेकाच अंगाम
अनुकमाने वाढविल्या (अशा कीं, कोणत्याही दोन वाजूएकाच कोण-
चेतन वाढविल्या जाणार नाहींत:) तर जे बाहेरील कोन होतात,
त्या सर्वाची बेरीज चार काटकोनांवरोचर असते.

कारण, आकृतीचा प्रत्येक आतील
कोन ( अवक) आणि त्याजवळचा अ
बाहेरील कोन (अवड) मिळून दोन
काटकोनांवरावर असतात. (११३) -मक्ट वम्हणन आतील सर्व कोन आणि वाहे-
रग्नि सर्व कोन मिळून, आकृतीच्या भुजसंख्येस्टमा दुपटी इतक्या
काटकोनांवरावर असतात. ( प्र. प्र. २)
परंतु आकृतीचे आतील सर्व कोन आणि चार काटकोन मिळून
भुजसंख्येच्या दुपटी इतक्या काटकोनांवरावर असतात.

( १. ३२ उपसि. १)
आणून आकृतीचे आतील सर्व झोन आणि बाहेरील कोन मिळून
आतील सर्व कोन आणि चार काटकोनह्यांच्यावेरजेवरावर आहेत.

( प्र. प्र. १)
पण आतील सर्वे कोन प्रत्येकांत साधारण आहेत, ते काढून टान्पि:लेर

तेव्हां बाहेरील सर्व कोन चार काट-कोनावरावर आहेत. ( प्र. प्र. ३६)

उपहि. ३. एका त्रिकोणाचे दोन कोन दुसऱ्यांच्या दोन की.
नांशी अनुक्रमे मान असतील, तर त्यांचे राहिले कोनही सै.
मान असतात.

( हो सिद्धांत, १ .०९२ भाग २, प्र. प्र. १, प्र. प्र. २ व प्र. प्र. ३
त्यांची अनुक्रमाने योजना केल्याने सिद्ध होतो.)

उगिम. ४. काटकोन त्रिकोणाच्या दोन लपुकोनांची बेरीज एक
काटकोन असते

उपमि. ५. त्रिकोणाचा एक कोन इतर दोन कोनांच्या देखेच-
तवर असल्यास, तो एक कोन काटकोन असतो.



४
यु फुडचा भमिति.

(हा सिद्धांत, १ .३२ भाग १, प्रतिज्ञा, प्र. प्र. १ आणिव्याख्या
१० ह्यांची अनुक्रमाने योजना केल्यानें सिड होतो.)

पहिल्या पुस्तकाच्या तिसऱ्या खंडावर
( म्हणजे १२ ह्यावर)

एस.
१ ''त्रिकोणाचा एक कोन इतर दोन कोनांच्या देग्त्रेपेक्षा जास्त

असल्यास तो विशालकोण असतो, '' हा व ह्याचा न्यास हे
दोन्ही सिद्धांत सिद्ध करा.

२. '' त्रिकोणाचा एक कोन इतर दोन कोनांच्या न्येरनेपेहश
कमी असल्यास, तो लघकोण असतो, '' हा व त्याचा हयन्यॅसि हे
दोन्ही सिद्धांत सिद्ध करा.

२. समद्विभुज त्रिकोणाची एक वाजू शिरोत्रिंटुपुलीकडे बाटविली
असता होणारा बाहेरील कोन, पत्याकडील प्रत्येक कोनाच्या दुपटी-
वरावर असतो.

४. काटकोनत्रिकोण समद्विभुज असल्याम त्याच्या पायाकडील
प्रत्येक कोन अर्धकाटकोन असतो.

५. समभूज त्रिकोणाचा प्रत्येक कोन काटकोनाच्या दोन तती-
योशांयरायर असतो

६. '' सरलरेपकृतीच्या आतील सर्व कोनांची बेरीज भुजसंख्ये-
च्या रुपटींतचाग्: कमी इतक्याकाटकोनाचराभर असतेग्'हा सिद्धांत,
'' त्रिकोणाच्या एका कोर्णी-रदूपासून् ( त्याच्या जवळचे दोन खेज
करून) इतर कोणविदुपर्यत रेषा काटिल्या असतां, त्या आकृतीच्या
भुज्ञसक्षेपेक्ष दोन कमी इतके त्रिकोण तीमध्ये- होतात ५. ह्या
गोष्टीच्या आधाराने सिद्ध करून दाखवा: आणि चौकोन ससकोण,
दशकोण ह्यांच्या आतील कोनांच्या बेरजा सांगा

७. समकोणाकृतीचा प्रत्येक कोन, भुजसंख्येच्या द-पटींत चार

२,टू५९७.इ.-६ असतां येणाऱ्या



पाहल पुस्तक ६५
(र १. व-.२) चा पहिला उपसिद्धात, ज्या मग्त्स्ग्पाऊरतोत्स एक

किंवा अनेक वहिर्वक्रको ण असतात, तिलाही लागू पडो, अन
सिद्ध कम.

५. त्रिकोणाला व समकोणाऊरतीला पहिर्वत्र:कोण असणे सं.
भवतें काय? चौकोनाला पराकाष्टा किनी वहिर्वक्रकोण असतील ८

उत्तरांची कारणे सांगा.
१०. दोन समद्विभुज त्रिकोणांचे शिरकोण समान असले, तर ते

त्रिकोण मिन:समकोण असतात.
११. सर्व समभूज त्रिकोण मिग्:समकोण असतात.
१२. सरलरेपाकृतीच्या सर्व कोनांची बेरीज अमुक काटकोन

आहे, असें दिलें असतां, त्या आकृतीची भुजसग्ल्हया कशी काढावी?
व समकोणाकृतीचा प्रत्येक कोन अमुक काटकोनांचा आहे, असें
दिले असतां तिची भुजसंख्या कशी काढावी?

१३. '' अंश, '' '' कला, '' '' विकला '' म्हणजे काय? मयुर
जत्रिकोण, समकोणपंचकोण, समकोणपट्कोण, समकोणअष्टकोण
ह्यांच्या प्रत्येक कोनाचे अंश सांगा. कोणत्याही समकोणाकृतीच्या
प्रत्येक कोनाचे अंश काढण्याची सामान्यरीति सांगा.

१४.(१ .१ ६) व (१२ भाग १) त्यांच्यामध्यें भेद कोणता?
आणि (१ .१ ७) व (१ .३२ भाग २) ह्याच्यामध्ये भेद कोणता?

१५.(१ .२१) च्या आकृतीमध्यें त्रिकोणांत घेतलेल्या विद्रूजवळ
जो नवीन कोन होतो, त्याचें, त्रिकोणाच्या शिरकोनापेक्षां आधिक्य
कोणत्या कोनानी दाखविले जातें?

१६. समद्विभुजत्रिकोणाची एक वाजू शिरोबिंदुपुलीकडे वाढवून
वेटिंविलेल्या भागाचा तिच्या एवढाच तुकडी पाडिला, आणि जेथे
ती तुकडा पटेल तो विदु व पायाचे टोक ही साधिली, तर सांध-
णॉरी रेग पायावर लंच असते, असें सिद्ध करो.

१७. रेषेच्या एका टोंकापासून (ती रेचा न वाढविता) तीवर लंच
काडण्याची एखादी सोपी गीते सांगा

१८. काटकोनाचे तीन समान भाग कसे करावे ?ं



गुहिडची -म६५मिणते.

१५ (१२) पर्यंत सिद्धांतांच्या योगानं काटकानाचे किती
समान भाग करितां येतील १

एका काटकोनत्रिकोणाऱ्या लयुकोनाकी एक टुमण्याच्या
टपटीचरोवर आहे तर त्याचा प्रत्येक कोन किती किती अंशांचा
असेल?

२१ प्रत्येक काटकोनत्रिकोणाचे दोन समद्विभुजत्रिकोण करितां
येतात असें सिद्ध करा

२२. काटकोनत्रिकोणाचा काटकोनरिंदु व कर्णाचा मध्य ह्याम

साधणारी रोग कर्णाच्या अर्धाबरोबर असते.

२. ज्या काटकोनत्रिकोणाचा एक कोन काटकोनाच्या तिसऱ्या
हिशाघरवर असतो, त्याची त्या कोनासमारेची बाजू. कणांच्या अ-
थांवरोवर असते
२-८. त्रिकोणाच्या दोन कोणविद्पसुन समोरच्या वास्तूंवर टाकिलेले

लय त्या बानूस ज्या रिंदत मिळतात, ते दोन्ही बिंदु तिसऱ्या वाजू
च्या प्रत्यापासून सारख्या अंतरावर असतात.

२५, विशालकोणत्रिकोणाचा दिशालकोणार्थरुव समोरच्या बाजूची
मध्य ह्यास सांधणारी रेषा त्या बाजूच्या अर्धापेक्षां कमी असते.

२२-. कोणत्याही त्रिकोणाचा लघुकोणविरु व समोरच्या बाजूचा
मध्य ह्यास सांधणारी रेषा त्या बाजूच्या अर्धांपेक्षां जास्त असते.

२७. '' त्रिकोणाचा शिरोबिंदू व पायाचा मध्य त्यांस सांधणाराrई

रेघा ( १) पायाच्या अर्धापरोवर असेल, तर शिग्कोन काटकोन
असतो; ( २) ती सांधणारी रोग पायाच्या अर्धापेक्षा कमी असेल,
तर शिरकोन विशालकोण असतो, आणि ( ३) ती सांधणारी रेषा
पायाच्या अर्धापेक्षां जास्त असेल, तर शिरकोन लकुमेन असतो ''

ए. मे च ५६ त्या ' rंrईचे व्यत्यास;२क्र८ : दाखवा

२९;२२.२७: दुसऱ्याच्याकमर्ण



पहिलें गस्तक. ८७
परस्परांम छेरणाऱ्या दोन रेपांवर त्याच्या बाहेरील एकाच

विरूपासून दोन लंच टाकिले, तर त्या लवामधील कोन, त्या रेपांम-
धील एका कोनावरोवर असतो.

सिद्धांत ३२. ममेय.
ज्या रेघा दुसऱ्या दोन समान आणि समांतर रेघांची एकेका

अंगच। टके साधितात, त्या स्वता ( १) समान आणि (२) समांतर
असतात.

भव आणि कट ह्या दोन समान आणि
समांतर रेघा आहेत व अक आणिक्र-----र्देवड ह्या रेघा त्यांची एकेका अंगची टाकै
साधितातु तर अक आणि वड. १धीहाईं प' -८२-ररस्पर ( १) समान आणि (२) समांतर क
होतील.

बक साब. ए. कृ १ '

( प्रतिज्ञा)अव रेघ कट रेघेशी समांतर आहे,
आणि बक त्यांस मिळते,
म्हणुन धवऊ, वक्रड हे व्त्युक्षमकोण वरावर आहेत; (१ .२५भा.१)
अब रेघ कड रेषेवरावर आहे, ( प्रतिज्ञा)

आणि वक्र रेघ अवक आणि डकब (द्या त्रिकोणांस साधारण आहे,
ह्मणजे अवक त्रिकोणाच्या अब, बक ह्या वाजू व त्यांच्यामधील
अबक कोन ही, डकव त्रिकोणाच्या डक, बकर्या वाजू व त्यांच्या

मधील डकद कोन ह्यांशी अनुक्रमे वरावर आहेत;
( १) लागून अक पाया वट पाया बरोबर आहे. ( १ .४ भा. १)
( २) आतां त्या त्रिकोणांचे अब, कड ह्या समान बाजूसुमोरचे
कोन समान आहेत, म्हणजे अकब कोन कवड कोनाबरोबर आहे;

( १ .४ भा. २)आणि हे धक, वड ह्या रेघांस बक रेघ मिळून झालेले व्युत्क्रम-
कोण आहेत;
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ह एन भरू, वड ह्या रेघा परसग समांतर आहेत. ( १ .२७)
ह्याकरिता, ज्या रेघा टुमया ६०.

प्रश्न.
१. (१ .०९३) चे किती भाग आहेत? प्रत्येक भागाची प्रतिज्ञा निर-

निराळी ह्मणा

२. (१३ चा नुसता दुसरा भाग सिद्ध करून दाखवा. नुसता
पहिला भाग सिद्ध करून दाखवा.

३. एका रेषेवर तींतील दोन विंदूंपासून तिच्या एकाच अंगास
दोन समान लंच काढिले आणि त्याची दुसरी टोंके सांधिलीं, तर ती
सांधणारी रेषा पहिल्या रेषेशी समांतर असते.

सिद्धांत ३४. मय.
समातरभुजचीकोनांच्या ( १) समोरासमोरच्या वाजू व ( २) म-

मागेसमोरचे कोन परस्पर वरावर असतात, आणि ( १) कर्ण

त्याचे दोन समान भाग करितो
भकडब हा एक समातरभुजचीकोन

आहे, आणि बक त्याचा कर्णआहेर तर अब(१) ह्या चौकोनाच्या समोरासमोरच्या
वाजूव ( २) समोरासमोरचे कोन पर- क ड
स्पर वरावर होतील, आणि ( १) वक्र
कर्णाने जे त्याचे दोन भाग झाले आहेत ते समान होतील

अव रेघ कड रेघेशी समांतर आहे, आणि बक त्यांस मिळते,
असून अमुक आणि बकड हे व्युत्क्रमकोण परस्पर थरावर आहेते.

( १ .२५ भा. १)
थक, वटशी समांतर आहे, आणि हक त्यांस मिळते ह्मणन

अंकब, कवड हे व्द्दुत्क्रमकोण परस्पर क्रावर आहेत (१२५भा १
ता थक्क आणि वकड ह्या दोन त्रिकोणांपैकी पहिण्याचे अवक
कत्र हे कोन, दुसऱ्याच्या डकव, कवड त्या कोनाशी अनक्रभे
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वरावर आहेत, आणि ह्या समान कोनांमधील बक वाजू दोहो त्रि.

कोणास साधारण आहे,
( १) ह्यास्तव अव वाजूकड बाजूररायर आहे, आणि अक वाजू
बट वाजपूरचित्: आहे. झणजे समोरासमोरच्या बाजूर समान आहेत.

( १ .२६ भा. १)
( ०६) आतां अवक कोन बकड कोनावराचा आहे, आणि कवड
कोन अकव कोनावरावर आहे,
ग्रणन् सगळा अवड कोन, सगळ्या अकड कोनादगवा आहे.

(प्र. प्र. ऐ)
आणि दग्रक्र कोन कडव कोनावरावग्: आहे ( १ .२०५ भा. १)
थास्तूव समोरासमोरचे कोन वरावर आहेत.

( ३) आतां अवक त्रिकोणाच्या अब, अक ह्या बाजू व त्या-

च्यामधील अ कोन ही, बडक त्रिकोणाच्या डक, उब ह्या पाय व
त्यांच्या मधील ड कोन द्यांशी अनुक्रमें समान आहेत, असें वर
सिद्ध झालें
म्हणून अवक त्रिकोण बडक त्रिकोणाबरोबर आहे, (१ .४ भाग ३)
म्हणजे समातरभुज चौकोनाचे बक कर्णानें झालेले दोन भाग समान
आहेत.

त्याकरिता, समांतरभुज चौकोनाच्या इ०.
प्रश्न.

१. ( १ .३४) च्या तिन्ही भागांच्या प्रतिज्ञा निरनिराळ्या म्हणा.

२. ( १ .३४) चा दुसरा भाग फक्त १ .२९ भाग १ व प्र. प्र. २
ह्यांच्याच योगाने सिद्ध करितां येतो, असें दाखवा.

पहिल्या पुस्तकाच्या चवथ्या खंडावर
(म्हणजे १ .३३ व १ .३४ ह्या सिद्धांतांवर)

प्रश्न.
१. समातरभुज चौकोनाचे कर्ण परस्परांस दुभागितात.
२. ज्या चौकोनाचे कर्ण परस्परांस दृऽभागितात, तो समातरभुज.

चौकोन असतो.
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३. समातरभुजचौकोनाचा एक कोन काटकोन अमल्याम त्याचे
सर्व कोन काटकोन असतात.

४. समातग्भुन्न चौकोनाच्या जवळजवळच्या दोन वाजू मान अ-
सत्यास त्याच्या सर्व बाजू समान असतात.

५. चौरस, काटोनचीकोन व सममुत्रचौकोन हे मर्च मातर-
भूज चौकोन असतात

६. ज्या समभूज चौकोनाचा प्रक कोन काटकोनाच्या चार तृतीया.
शांबरोबर (म्हणजे १२० अंशांचा) असतो, त्याचाला कोनांतूनजाणारा
कर्ण या चौकोनाच्या प्रत्येक वाजुरवरावर असतो

७. ( १) काटकोनर्चोकोनाचे कर्ण समान असतात व पग्:स्परांम
रुभागितातू ( २) समश्रुत चौकोनाचे कर्ण परस्परांवर लंब असतात,
समक्षुज चौकोनाच्या कोनास टुभागितात व पत्यस्पगंम दुभागितात:
आणि (उद्) चौरसाचे कर्ण समान असतात परस्पगवर लव असतात,
चौरसाच्या कोनांस दुभागितात, व परस्परांस दुभागितात

८. ज्या चौकोनाच्या समोरासमोरच्या दोन दोन वाजू समान
असतात, तो समातरमुजचौकोन असतो

५. ज्या चौकोनाचे समोरासमोरचे दोन दोन कोन समान
असतात, तो समातरभुजचौकोन असतो

१०. समांतरभुजचीकोनाचे जवळजवळचे दोन कोन दुभागणाऱ्या
रेषा परस्परांवर लंब असतात

११. समान व समांतर रेपांच्या कोणत्या स्थितींत त्याची व्युत्क्रम

२.२ ग्:पा समान असतात १ व कोणत्या स्थितींत असमान

क्ये: समांनरभुजचीकोनांपैकी एकाचा एक कोन दुसऱ्या-

.टू२:!.२स; ते२र२ असतात.

२-७८९ र र्क्कृईky?rईइ:?-दोन -८५८सोचा फ कोनवत्याच्या
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दोन वाजू ही दुसऱ्याच्या तदनरूप अवयवाशी अनुक्रमे समान अस.
.९.,काम, ते चौकोन एकरूप असतात.

१ '९. (१) ''दोन समातरभुज्ञचौकोनांपैकी एकाच्याजवळजवळच्या
दोन वाजू दुसऱ्याच्या जवळजवळच्या दोन वाज्रृंशी अनक्रमें समान
आहेत, परंतु एकाचा त्या दोन वास्तूंमधील कोन दुसऱ्याच्या त्या

दोन वाजूमधील कोनांपेक्षां मोठा आहे; तर ज्याचा कोन मोठा अ-
मेले., त्याचा या कोनांतून जाणार कर्ण दुसऱ्याच्या लहान कोनांतून
जाणाऱ्या कर्णापेक्षा लहान असतो.'' हा सिद्धांत, व ह्याचा व्यत्यास
( २) ''जे समांतरभुजचीकोन मितःममभुज असतात, त्यांपैकीं एका-
चा एक कर्ण दुसऱ्याच्या एका कर्णापेक्षा मोठा असेल, तर मोठ्या
कर्णाच्या टोकाजवळील कोन लहान कर्णाच्या टोंकाजवळील कोना-
पेक्षां लहान असतो.'' हे दोन्ही सिद्धांत सिद्ध करा.

१६. समांतरभुज चौकोनाच्या बाजूच्या लाव्या न बदलता ( १)
त्यांचा एकादा कोन वाढविला, तर त्या कोनांतून जाणारा त्याचा कर्ण

कमी होतो, व ( २) कर्ण वाढविला, तर तो कोन कमी होतो.
१७. त्रिकोणाच्या कोणत्याही दोन कोणाचेंडूंपसून समोरच्या या-

जुंपूर्यत काटिलेल्या गग परस्परांस दुभागीत नाहींत ( म्हणजे त्यांपै-

कीं निदान एकीचे तरी दोन असमान भाग झालेले असतात.)
१ द. जर समातरभुज चौकोनाचा कर्ण त्याच्या एखाद्या कोनास

इर्ध्योगील, तर त्याच्या साऱ्या वाजू समान असतील.
१ पू.. ज्या ममातरभुज चौकोनाचे कर्ण समान असतात, त्याचे सर्व

कोन काटकोन असतात
२०. ज्या ममातरभजचाकोनाचे कर्ण परस्परांवर लंब असतात,

त्याच्या साऱ्या वाजू समान असतात.
२१. ज्या समांतरभुजचीकोनाचे कर्ण समान असून परस्परांवर

लंच अमनात तो चौरस असतो
२२. रेषेचे कितीही समान भाग करण्याची सामान्यरीति सांगा;

त्या रीतीनें केले भाग समान असतात, असें सिद्ध करा.
२४९. दोन समांतररेषांपैकी एकीतील कोणत्याही दोन विदुप्राल्युर

दुसरीवर कादिले लंब समान असतात.
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२४. अमर्याद रेषा व तिच्या बाहेरील एखारा बिंदू ध्याच्यामधील
अंतर कशाने दाखवितात? ''दोन समांतर रेपांमधील अंतर'' म्हणजे
काय? '' दोन समांतर रेषामधील अंतर सर्वत्र सारखे असतें ''
असें दाखवा.

०५. '' समातररेपाळत्या जोडांतला त्रिकोण व समातरभुज चौ-.
कोन '' म्हणजे काय? समांतर रेपांच्या एकाच जोडांतले त्रिकोण व
समातरभज चौकोन ह्यांच्या उंच्या समान असतात,'' असें सिद करा

सिदांत ६. मय.
जे समातरभुजचौकोन एकाच पायावर आणि समांतर रेघांच्या

एकाच जोडांत असतात, ते परस्पर वगचर असतात,
अवकड आणि ईबकफ हे समातरभुज चौकोन वफ ह्या एकाच

पायावर व अफ आणि बक ह्या समांतर रेघाच्या एकाच जोडांत
आहेत; तर अवकड समातग्:भुजचोकोन ईवकफ समातरभुज
चौकोनावरावर होईल

अशा समांतरभुऽजचौकोनांच्या तीन स्थिति संभवतात. त्या अशा:-.
( १) या चौकोनांच्या पायासमोर- -इ-च्या वाजूएकाच विइरतु मिळतील, (०६) ८

त्या वाज अंशतः मिळतील, किंवा १ (१)
०.त्या परस्परांपासून दूर राहतील. ब क

( १) पहिल्या स्थितीमध्यें प्रत्येक समातग्भुजचाकोन वकड
त्रिकोणाच्या दुपटीवरोवर आहे; ( १. ३1४ भा. ३)
म्हणून ते समांतरभुज्ञचीकोन समान आहेत. ९.६)(२१, (३) दुसऱ्या व तिसऱ्या स्थितींत भड वाजू वक्र बाजूवर
वर आहे; (१ इश्या. १)अ ड ई फ अ ई ड फ
आणिईफ पाडू वक्र वाजू
वगचरआहेपे २७६१) ०) ?? ३१

४२.१है ए न-क???ं??उरपंक
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म्हणून (२) ह्या 'आऊरतीत सर्व अथवा (०९) ह्या आकृतीत शेप २८:
रोग, सर्व अथवा शेप डफ रेषेवरोवर आहे. (प्रप्रऱ्ध्ग्नथवा ०९)

अब वाजूकड बाजूरगोपर आहे; (१ .३४ भा. १)
आणि वैभव कोन फडक कोनावरावर आहे; (१ .२५ भा. रं)
म्हणजे अर्थच त्रिकोणाच्या अई, अब ह्या वाजू व त्यांच्या मधील
वैभव कोन ही, डफक त्रिकोणाच्या डफ, डक ह्या वाजूर व त्या-

च्या मधील फदक कोन त्यांशीं अनुक्रमे समान आहेत; म्हणून ई-

अब त्रिकोण फडक त्रिकोणावरावर आहे. (१ ..८ भा. ३)
आतां अवकफ ह्या सर्व आकृतीतून फडक आणि ईअव हे

समान त्रिकोण क्रमाने वजा केले असतां, शेप आकृति वरावर
आहेत; ०४२)म्हणजे अवकड समातरभुजचौकोन चिक समातरमुत्रचौकोना.
वरावर आहे.

ह्याकरितां, जे समातरभजचौकोन इअऋााइइ.

बझ.
१. ( १ -३५ ह्यामध्ये समातरभुज चौकोनांची एकरूपता सिद्ध

झाली आहे किंवा समानता सिद्ध झाली आहे १
.३ '९) ह्यांतील समातरक्त्रुचौकोनांचा पाया दोन समांतर-

रेषांपेक।' वरचोमध्यें व पायासमोरच्या वाजू खालचीमध्यें घेऊन (२)
व (०९) ह्या स्थितांची सिद्धता करून दाखवा.
३.(१३५ ह्यांतील समातरमुजचौकोनांच्या रे) ह्या स्थितीच्या

मि:द्रतेमग-ये, त्रिकोण समान ठरल्यावर प्र. प्र. ३ न लावितां ९२लावून इष्टसिदि करून दाखवा
४.(१. हे'.') च्या (०९) ह्या आकृतीत बरं, कड ह्या रेषा वाट.

विण्या तर मिळतील किंवा नाहीं? कोणत्या अंगास मिळतील १

.३५ च्या (२) व (३) ह्या आकृतीच्या संबंधाची अशी
प्रक सिद्धता ( १. खंड मुं प्रश्न ४ ह्याच्या आधागनें) करा कीं, त,.
एकच सिद्धता दोन्ही आऊरतींना शब्दश; लाग पडेल.



यल्लिडची भृ।ऽमीत.

सिद्धांत २६. प्रमेय.
मान पायांवर आणि समांतर रेघांच्या एकाच जोडांत जे समा.

तरभुजचोकोन असतात, ते परस्पर वरावर असतात.
भवकड आणिर्टफगड हे म- अ ड ई

मातग्:भुजचोकोन,वकआणि फ-

गा समान पायावर,त्राणि अ-
हुआणिवगलासमांतररेघांच्या

गएकाच जोडांत आहेत तर अब- व कककड समांतरभुजचीकोन ईफगट समातग्भुत्रचौकोनाबरापर होईल.
वर्ड आणि कट साध्य. १९४१.)
आतां वक्र रेघ फग रेषेवरावर आहे. ( प्रतिज्ञा)

आणि फण, ईट परस्पर वरावर आहेत, (१ .३४ भा. १)
म्हणून बक रेघ ३८ ग्:घेभगवर आहे, (प्र. प्र. १)
आणि त्या समांतर आहेत; (प्रतिज्ञा)
ह्याकरितां त्याची एकेका अंगची टोक साधणाऱ्या बर्ड, कटु रेघाही
परस्पर समांतर आहेत. (१ देमुं
म्हणून ईवकह हा समातरभुजचीकोन आहे. व्याख्या २५
आतां ईबकह आणि ईफगह ३ दोन समातरभुजचाकोन देहले ह्या

एकाच पायावर ओहत आणि अह, वग ह्या समांतर रेघांच्यी
एकाच जोडांत आहेत, म्हणून ते समान आहेत (१ ३५ह्याप्रमाणेच सिद्ध होतें कीं ईवकह आणि अवकड हे समातरभुझ

ओकोन ही समान आहेत. म्हणून अवकड समातरभजचोकेणि
टफगह समांतरभुणचोकोनावरावर आहे ( : प्र १

ह्याकरितां, समान पायावर इत्यादि

०. ((१११.ज(े१ .३६) -८. भेद कोणता?

त्या सोधून (मदवा२कर बरं, केह ह्या न सांधितां अफ, डग



पहिलें पुस्तक

३(१ .७ ६) च्या आकृतीत बट्ट, कह ह्या सांधिल्या आहेत, यांचे:
ठिकाणी कडे, बद्र, ह्या सांधिल्या तर चालेल काय? कारण काय १

विवक्षित समांतरभुजचौकोनाच्या विवक्षित बाजूच्या मध्यांतून
अशी एक रेपा कर.की, तिनें तो समांतरभुजकोनदुभागिला जाईल.

५. विवक्षित समातरभुजचाकोनाचे कितीही सारखे समांतरभुज्ञ
चौकोन करण्याची एखादी सामान्य रीति सांगा.

०५. सूमांतरभ्रुत्रचौकोनाच्याजवळजवळच्या दोन बाजूचेकांहींकांहीं
समान भाग केले, आणि छेदनविरुतूऽन त्याच्या बारंत्रूशी समांतर रेषा
फाटून त्या समोरच्या यात्रेस मिळत तोपर्यंत वाढविल्या, तर जे
( भाग संख्यांच्या गुणाकाराइतके) नवीन समांतरभुजचीकोन हो-
तात, ते समान असतात, आणि त्या समांतरसुजकोनांपैकीप्रयेकाच्या,
मागेसंरडयांच्या गुणाकाराइतक्या पटीवरोचर मूळचा समातरभुज-
चौकोन असतो.

सिद्धात ३७. प्रमेय.

एकाच पायावर आणि समांतर रेघांच्या एकाच जोडांत जे त्रि.
कोण असतात, ते षरस्पर वरावर असतात.

अबक आणि डबक हे दोन ३ अ ड फ
त्रिकोण एकाच वक्र पायावर,
आणि भड आणि बक ह्या दोन
समांतर रेघांच्या एकाच जोडांत
आहेत; तर अबक त्रिकोण डबे- व क

क त्रिकोणावरावर होईल
अट रेघ दोन्ही अंगास ई

आणि फ चिद्रूपर्यत वाटीवु (युक्त)
आणि व चिडूतुरन् व रेघ कअशी समांतर कास, आणि क विंदू-
तून कफ रेघ वडशी समांतर कार. (१३१)

आतां विक- आणि डबकफ ह्या दोन्ही आकृति समातरभुज
चाकोन आहेत; व्याख्या ३'-)



-६ पुखिडची भूमिति.

आणिते तक ह्या एकाच पायावग्,व बक, ईफ, ह्याटोन समांतरखां-
च्या एकाच जोडांत आहेतह्यालाच ते पग्स्पग् घरावर आहेत. -३५

अवक त्रिकोण विकथ समातग्:मुजचौकोनाचा अर्धा भाग
आद्र्रे; ( १ .३४ भा. ३)
आणि डवक त्रिकोण डवकफ समांतरभुजचौकोनाचा अर्धा भाग
आहे; ( १ .३४ भा. ३)परंतु ईवकभ आणि डवकफ हे समातग्भुजचौकोन परस्पर घरावर
आहेत, असें वर दाखविलें आहे;
म्हणून थक्क त्रिकोण डबक त्रिकोणावरावर्र आहे. ( प्र, प्र ७)
त्याकरिता एकाच पायावर ६०

प्रश्न.

१. (१ .३७) च्या आकृतीत व, क विदूतून अनुक्रमे अक, वड
झाशी समांतर कादिलेल्यारेषा ईफरेषेलामिळतीलचअसेसिद्ध करा.

२.(१ .३७) च्या आकृतीत अवड, अकड हे त्रिकोण समान
आहेत असें सिद्ध करा

३९.(१ .२७ च्या आकृतीत थक, वड ह्यांचा छेदनीवदु न आहे;
तर अनव, कनड हे त्रिकोण समान आहेत अस सिद्ध करा

सिद्धांत २८. प्रमेय.
समान पायांवर आणि समांतर रेघांच्या एकाच जोडांत जे त्रि.

कोण असतात, ते परस्पर वरावर असतात.
बँक आणि ईफ ह्या ग अ ड हे

दोन समान पायांवर, आणि
सफ, धूड ह्या समांतर रे-
घाच्या एकाच जोडांत अव-
क आणि डर्डफ है दोन त्रि- चे क३ फ
कोण आहेत तर चषैक त्रिकोण उईके विन्कोर्णोभरावर होईल.

अड रेघ ग आणि ह ह्या दोन दिटुपुर्दत दोन्ही अंगास वाढीव

ए. कृ २)



७
आणि व बिंदूतून वग रेघ कत्रश;, आणि फ विदूतून फह रेघ
ईटशी समांतर कार. ( १ .०९१)

आतां गवकभ आणि डईफह त्या दोन आकृति समातरमुज
चौकोन आहेत.- व्याख्या ३५)
आणि ते बक, ईफह्या समानपायांवर, आणि बक, गह ह्या समांतर
रेघांच्या एकाच जोडांत आहेत,
त्यास्तव ते परस्पर वरावर आहेत, ( १३६)

अवक त्रिकोण गवऊथ समांतरमुजचीकोनाचा अर्धा भाग
आहे, ( १ ३४)
आणि डईफ त्रिकोण डर्बत्रासह समांतरभुजचीकोनाचा अर्धा भाग
आहे, ( १. ३४)
परंतु गवकभ आणि डईफह हे समांतरभुजचीकोन परस्पर व-
सेवा आहेत, असें वर दाखविले आहे,
म्हणून अवक त्रिकोण डईफ त्रिकोणावरावर आहे. ( प्र. प्र. ७)

ह्याकरितां, समान पायांवर इत्यादि.
उपसिद्धांत-त्रिकोणाचा कोणताही कोणविदु व समोरच्या वाजू-

चा मध्य त्यांस सांधणारी रेपा त्या त्रिकोणास दुभागिते. ( त्या कोण-
न्भिंडृतूरत समोरच्या बाजूशी समांतर रेपा काहिल्याने १२८ ह्यावरून
ही गोष्ट उघड दिसते)

प्रश्न.
१. (१ .३७) व (१ .०९ ८) त्यांच्यामध्यें भेद कोणता? त्यांमध्यें त्रि-

कोणांची समानता सिद्ध झाली आहे किंवा एकरूपता सिद्ध झाली
आहे?

ई. (१ .३८) ह्यांत दिलेल्या त्रिकोणांचे पाये समांतर रेषांच्या जो-
डापैकी एकाच रेन घेतले आहेत; तसे न घेता दोन त्रिकोणांचे
पाये दोन रेषामध्ये घेऊन हा सिद्धांत सिद्ध करा.

३. एकाच पायावर आणि त्याच्या एकाच अंगास दोन असमान
त्रिकोण असतीह, तर त्यांचे शिरोबिंट सांधणारी रेपा पायाशी स-
मातरनसते.'



यक्लिनदची मृमिति.

४. दोन त्रिकोणांपैकी एकाच्या दोन वाजुद्दुसऱ्याच्या दोनवा!
नुक्रमे समान असतील, आणि त्या त्रिकोणांचे त्या वास्तूंमधील कोन
रस्परांचे एक असतील, तर ते त्रिकोण समान असतात.
५. विवक्षित त्रिकोणाच्या कांहीं पटविरोपर असणारा त्रिकोण

काढण्याची एखादी सामान्य रीति सांगा.
६. त्रिकोणाच्या एका बाजूचे कांहीं समान भागकरूऽःन सारे छेदन'

विंदु व समोरचा कोणविदु हे सांधिले असतां, त्या त्रिकोणाचे
तितकेच समान भाग होतात

७. असमान पायावर आणि समांतर रेपांच्या एकाच जोडांत
असणाऱ्या त्रिकोणापैकीपू मोठ्या पायावरचा त्रिकोण मोठा असतो.

८. त्रिकोणाच्या शिरोबिंदुपासून पायापर्यंत काटिलेल्या -यूपेने क्रू
पायाचे. दोन असमान भाग होतील, तर त्या रेपेने त्रिकोणाचे झ
दोन त्रिकोण होतात, त्यापैकी पायाच्या मोठ्या भागावरचा त्रिकोण
मोठा असतो.

सिद्धांत ३९. कूस.
- एकाच पायावर आणि त्याच्या एकाच अंगास जें समान त्रिकोण
असतात, तें समांतर रेघांच्या एकाच जोडांत असतात

अवक आणि डबक हे दोन समान त्रि- ड
कोण एकाच बक पायावर आणि त्याच्या

एकाच अंगास आहेत; तर ते समांतर रेघा-
च्या एकाच जोडांत असतील, म्हणजे त्यांचे
अ, ड हे शिरोबिंदू सांधणारी भड रेपा पा व 'याशीं शरं होईलक२ै व८२ ममतर नसेल, तर प्र दिपैभट?

८



पहिलें पुस्तक ५
परंतु अवक त्रिकोण डबक त्रिकोणावरावर आहे, ( प्रतिज्ञा)

ह्यणूरन डवक त्रिकोण डबझ त्रिकोणावरावर आहे, ( प्र. प्र १)
परंतु इवक त्रिकोण बडक त्रिकोणाचा भाग आहे, म्हणून हा ९
व्या प्रत्यक्ष प्रमाणाशीं विरोध आहे.
त्यास्तव अड रेघ वक्र रेघेशी समांतर नाहीं.

त्याप्रमाणेंच, अ विदूग अड रेघेशिवाय बक रेघेशी दुसरी
समांतर रेघ काढता येत नाहीं, असें दाखविता येईल,
आणून भड रेघ वक्र रेघेशीं समांतर आहे.

ह्यान्??रितां एकाच पायावर इत्या।इ.

प्रश्न.

१. (१ .३९) चा पक्ष व साध्य स्पष्ट सागा.
२.(१ .३५) च्या सिद्धतेमध्यें अ बिंदूंतून बकशीं समांतर का-

दिलेली रेषा धड ऱ्या खालीं पडणार नाहीं, असें सिद्ध करून दाख-
चिले आहे; त्याप्रमाणेंच ती अडव्यावर ही पडणार नाहीं, असें सिद्ध

करून दाखवा
३. (१ .३५) च्या आकृतीत अट ह्या एकाच पायावर आणि

त्याच्या एकाच अंगास अश्व, अकड हे समान त्रिकोण आहेत;
तर ते समांतररेषांच्या एकाच जोडांत आहेत, असें सविस्तर सिद्ध

करून दाखवा
४. त्रिकोणाच्या कोणत्याही दोन बाजूचे मय सांधणारी रेषा

तिसऱ्या वाजशीं समांतर असते.
५, त्रिकोणाच्या कोणत्याही दोन वास्तूंचे मध्य सांधणारी रोग हि-

सऱ्या वाजूरूया अधीवरोबर असते.
६. त्रिकोणाच्या एका वाज्रृच्या मध्यांतून दुसरीशी समांतर का'

दिलेली रेषा तिसरीस मिळे तोपर्यंत वाढविली असतां, ती रोग ति.
सरीलाही दभागिते

सिद्धांत ४०. अमेय.
जे समान त्रिकोण एकाच रेघेत असणाऱ्या समान पायांवर आणि
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तअसणाऱ्या वक्र आणि इफ त्यासमान
एकाच अंगास अवक आणि डईफ असे२८?त्या२णएटू

तर ते समांतर रेघांच्या एकाच
जेाडांत असतील, म्हणजे त्यांचे

ड रश ळ्युक्क-न्सॅत्-च्?-द

अ धूड रेघ दारु रेघेशी समांतर नसेल, तर अ विंहं.
१४११वफशीं लग समांतरकार,. १)इZं??ाइ.७२.१७ऽऽ२.अर्कैःसैमतएइं,आणि वारू अग ह्या समांतर रेघांच्या एकाच जोडांत आहेत

म्हणून ते समान आहेत. (१३
परंतुअवक त्रिकोण कुईफत्रिकोणावरावरआहे, (प्रतिज्ञा

म्हणून डर्डफत्रिकोण गर्सक त्रिकोणाचरात्ररआहे. ( झे. प्र१
पण गर्डफ त्रिकोण डईफ त्रिकोणाचा भाग आहे; म्हणून हा ५ ०इं

प्रत्यक्ष प्रमाणाशी विरोध आहे.
म्हणून अग रेघ वफसी समांतर नाहीं..

द्याप्रमाणेच, अ विदूतूनु धड रेघेशिवाय बफशीं दुसरी
समांतर काढितां येत नाही, असें दाखविता येईल.
हाणून पूर:३.७.इव साध्य स्पष्ट सांगा

.४०) त्यांमध्यें भेद कोणता १

सिद्धतेमरये अ दिदूतून वसा सम तर
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लेली रेषा अडच्या खालीं पडणार नाहीं, असें सिद्ध करून दाखविले
आहे; त्याप्रमाणेंच ती अडच्या वरही पडणार नाहीं, असें सिद्ध क.
रून दाखवा.

४. '' जे दोन समातरभुज चौकोन एकाच पायावर व त्याच्या ए.
काच अंगास असतात. आणि समान असतात, ते समांतर रेघांच्या
एकाच जोडांत असतात, म्हणजे एकाची पायासमोरची वाजू वाट-
विली असता दुसऱ्याच्या पायासमोरच्या वाजूतनू जाते.'' असें सिद्ध
करा

५. जे दोन समातरभुज चौकोन एकाच रेपेंत असणाऱ्या समान
पायावर व त्याच्या एकाच अंगास असतात, आणिसमानअसतात,ते
समांतर रेघाच्या एकाच जोडांत असतात, म्हणजे एकाची पायासमो-
रपी बाजू वाढविली असतां दुसऱ्याच्या पायासमोरच्या वाजूतूनजाते.

६. जे समातरभुज चौकोन समातत्रेघाच्ग एकाच जोडांत अस-
तान व समान असतात, त्यांचे पाये समान असतात.

७ जैं त्रिकोण समांतर रेघांच्या एकाच जोडांत असतात व समा.
न असतात, त्यांचे पाये समान असतात.

८.(१ .४०) च्या आकृरतींत वड., कड सांधिलेल्यानें तो सिद्धांत
१ .३८, प्रतिज्ञा, प्र. प्र. १ व १ .३९ ह्यांच्या योजनेने क्रमिकरीतीनें
फार थोडक्यांत सिद्ध होतो, असें दाखवा.

५. जे समांतरभुज चौकोन ( अथवा त्रिकोण) समांतर रेपांच्या
एकाच जोडांत असून असमान असतात, त्यांपैकीं मोठ्याचा पाया.
मोठा असतो.

१०. जे समातरभुज चौकोन अथवा त्रिकोण) समांतर रेघांच्या
एकाच जोडांत असून असमान पायांवर असतात, त्यांपैकीं मोठ्या
पायावरचा त्रिकोण मोठा असतो

सिदांत ४१. प्रमेय.
जर एक समातरभुज चौकोन आणि एक त्रिकोण हे एकाच पा-

यावर आणि समांतर रेषांच्या एकाच जोडांत असतील, तर समा.
तरभुज चौकोन त्रिकोणाच्या दुपथवतवर असतो.
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अवकड हा समातरभुज चोकोन आणि ईवक हा त्रिकोण हे
एकाच वक्र पायावर, आणि बक, -ई ह्या समांतर रेघांच्या एका-
च जोडांत आहेत; तर अवकड समांतरभुज चौकोन ईवक त्रिकोण
णाच्या दुपटीवरोवर होईल.

अक सांध. ए. कृ. १) अ ड ई
आतां अवक त्रिकोण ईवक त्रिकोणाच-

रावर आहे, ( १ .३७)
परंतु अवकड समातरभुत चौकोन अकव
त्रिकोणाच्या दुपटीवरावर आहे, (१३४) व क
म्हणून अबकड समांतरभुज चौकोन विक त्रिकोणाच्याही दुपटी.
बरोबर आहे.

ह्याकरिता, जर समातरभुज चौकोन इत्यादि

प्रश्न.

१. (१ .४१) त्याचा पक्ष व साध्य सांगा.
२.(१ .४१) ह्याच्या सिद्धतेंतील '' अवकड समांतरभुज चौकोन

ईवक त्रिकोणाच्याही टुपटीवरोबर आहे '' हें शेवटील वाक्य, मा-
गच्या वाक्यापासून कोणत्या प्रत्यक्षप्रमाणाच्या आधाराने उत्पन्न

होतें?
३. एक समातरभुज चौकोन व एक त्रिकोण हे समान पायांवर

आणि समांतर रेघांच्या एकाच जोडांत असतील, तर तो समांतरभु.
ज चौकोन त्रिकोणाच्या दुपटविरोवर असतो.

४. एक समातरभुज चौकोन व एक त्रिकोण हे (१) एकाच पा-
यावर किंवा ( २) एकाच रेत असणाऱ्या समान पायावर आणि
पायाच्या एकाच अंगास असतील, व समातरभुज चौकोन त्रिकोणा-
च्या रुपटीवरायग्: असेल, तर ते समांतर रेघांच्या एकाच जोडांत
असतात; म्हणजे समातरभुज चौकोनाची पायासमोरची वाजू वाट-
विली असतां त्रिकोणाच्या शिरोविंदूतून जाते.

७६. एक समातरभुज चौकोन व प्रक त्रिकोण हे समांतर रेघांच्या
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एकाच जोडांत असतील, व समातरभुज चौकोन त्रिकोणाच्या रुप.
टविरोपर असेल, तर त्यांचे पाये समान असतात.

पाहिल्या पुस्तकाच्या पांचव्या खंडावर
( म्हणजे १ .३९ पासून १४१ पर्यत सिद्धांतांवर)

मश्न.
१. (१ .३१५ पासून १ .४० पर्यंत सहा सिद्धांत व १ .४० वरील

प्र-हापैकी ४९ ,७ हे प्रश्न, अशा दहा सिद्धांतांचा सुरू विषय 'तो.
टक्यात सांगा

२. (१ .४ १) व त्यावरील प्रश्नांपैकी ३ .४ ( १) व (२) आणि
'५ हे प्रश्न, अशा पांच सिद्धांतांच्या मुख्य विषय थोडक्यांत सांगा.

३. '' जर दोन त्रिकोणामध्ये अथवा दोन समातरभुज चोकोनाम-
ध्ये ( १) पायांची समानता, ( २) उंच्यांची समानता व ( ३) क्ष-

त्राचो समानता ह्या तीन धर्मापैकी कोणतेही दोन धर्म आहेत असें
दिलें असेल, तर त्यामध्ये तिसरा धर्मही असतो, '' ह्या वाक्यामध्ये
जे सहा सिद्धांत आहेत, त्यांच्या प्रतिज्ञा निरनिराळ्या सांगून ते सिद
करून दाखवा

४, '' जर एक समातरभुज चौकोन व एक त्रिकोण त्यांच्यामध्यें
( १) पायांची समानता, ( २) उंच्यांची समानता व ( ३) चौकोन
त्रिकोणाच्या दुपटीवरोवर असणें ह्या तीन धर्मापैकीं कोणतेही दोन
धर्म आहेत असें दिलें असेल, तर त्यांमध्यें तिसरा धर्मही असतो. ''
ह्या वाक्यामध्यें जे तीन सिद्धांत आहेत, त्यांच्या प्रतिज्ञा निरनिराळ्या
सागन ते सिद्ध करून दाखवा.

५.. ज्या चौकोनाचा प्रत्येक कर्ण त्यास दुभागितो, तो समातरभुज
चौकोन असतो.

६. समातरभुज चौकोनाचे दोन्ही कर्ण काटिल्यानें जे चार त्रि.

कोण होतात, ते समान असतात.
७. चौकोनाचे दोन्ही कर्ण काटिल्यानें जे चार त्रिकोण होतात,

त्यांपैकीं त्या चौकोनाच्या समोरासमोरच्या दोन वाजूवरचे त्रिकोण
जर समान असले, तर त्याच्या इतर दोन बाजूसमांतर असतात.
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८. चौकोनाचे दोन्ही कर्ण कारिले असतां जे चार त्रिकोण हो.
तात, त्यांपैकी समोरासमोरच्या वाडूंवरचे दोन दोन त्रिकोण जर
समान असले, तर तो समांतरमुज चौकोन असतो.

५. ज्या चौकोनाच्या दोनच वाजू समांतर असतात, त्याच्याति.
सऱ्या वाजूच्या मध्यांतून चयबनिशी समांतर रेघा काढून ती समांतर
असणाऱ्या वाजृस् मिळेल असें केलें असतां, जो समांतरभुज चौ-
कोन होतो, तो मूळच्या चौकोनावरावर असतो.

१०. ज्या चौकोनाच्या दोन वाजू समांतर असतात, त्याच्या ति-
सऱ्या वाळूच्या मध्यापासून चवथीच्या टोकांपर्यंत काढिलेल्या रेपांनीं
चवथीवर जो त्रिकोण होतो, तो मूळच्या चौकोनाच्या अर्धावरोयर
असतो.

११. समातरभुजचोकोनाच्या एका कर्णातील कोणत्याही पिंगुरगसृन
समोरासमोरच्यइंादोनकोणविंढुंप्यंrतरेषाकाटिल्यानेंत्याक्?र्णाच्_yaा प्रत्येक

भागावर जे दोन दोन त्रिकोण होतात, ते परस्पर समान असतात.
१२. त्रिकोणाच्या साऱ्या बाजूचे मध्य सांधिल्यानेंजेचार त्रिकोण

होतात, ते सारखे होतात.
१३. चौकोनाच्या जवळजवळच्या वाजेचे मध्य सांधिल्यानें जो चौ-

कोन होतो, ( १) तो समांतरभुजचीकोन असतो, ( २ त्याची परि
मिति मूळच्या चौकोनाच्या कर्णाच्या वेरजेवगेवर असते, आणि १३
त्याचें क्षेत्र मूळच्या चौकोनाच्या अर्धावरोवर असतें.

१४. काटकोनचौकोनाच्या जवळजवळच्या कंजूऽचे मध्य सांधि-
ल्यानें जो चौकोन होतो, तो समभुजचोकोन असतो.

१५. चौरसाच्या जवळजवळच्या पात्रेचे मध्य सांधिल्यानें जो
चौकोन होतो, तो चौरस असतो

१६. त्रिकोणाच्या एका वाजूतील कोणत्याही बिंदूपासून त्याच्या
इतर पाजृंन्टूया मध्यांपर्यंत रेपा काढिल्यानें जो चौकोन होती. तो
न्या त्रिकोणाच्या अर्धावरोवर असतो.

७. समांतरभुजचौकोनाच्या एका वाजच्या दोन्ही टोंकांपासून
समोरच्या यासुतुलि कोणत्याही विद्रूपर्यत रेपा काहिल्या असतां त्या
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समोरच्या वाजूरच्य्रा दोन भागांवर जे दोन त्रिकोण होतात त्यांची
वेरीज त्या चौकोनाच्या अर्धावगेवर असते..

१८. त्रिकोणाच्या दोन आडूळेने मध्य व समोरचे कोणविंदु हे सा-
ग्त्तित्र्यानें तीन त्रिकोण व एक चोकोन अशा ज्या चार सवंद आकृति
होतात, त्यांपैकीं १) चौकोन व तिसऱ्या वाजुरवरचा त्रिकोण हे स-
मान असतात; आणि ( २) वाकीचे दोन त्रिकोण परस्पर समान
असतात.

१९. त्रिकोणाच्या एका बाजूचे करेनही दोन माग करून त्या भागां-
च्या मध्यांपासून त्यांच्या जवळच्या बाजूच्या मध्यांपर्यंत रेषा कात्र्यिड-

ल्या, तर या रोग समान व समांतर असतात.
२०. समांतरभुज चौकोनातील कोणत्याही विद्रूपामृन् समोरासमो-

रच्या दोन वास्तूंच्या टोकापर्यत रेषा काडिल्यानें त्या दोन वाळूवर
जे दोन त्रिकोण होतात, त्यांची वेरीज त्या चौकोनाच्या अर्धावरो-
क्र असते.

२१. समांतरभुजचौंकोळ्यण्या एका बाजूचा मध्य व समोरच्या वा.
जचे एक टक ही सांधिल्यानें होणारा त्रिकोण त्या चौकोनाच्या चतु-
र्थशावरोबर असतो

सिद्धांत ४२. कृत्य.
जो दिलेल्या त्रिकोणाबरावर होईल, आणि ज्याचा एक कोन

दिलेल्या कोनावरावर होईल, असा एक समांतरभुज चौकोन का-
बान्याचे.

अवक हा दिलेला त्रिकोण आहे, आणि ड हा दिलेला कोन
आहे, तर जो अवक त्रिकोणाचराबर होईल आणि ज्याचा एक
कोन ड कोनाचरावर होईल, असा एक समांतरश्रुज चौकोन काढा-
वयाचा आहे.

बक, ई मध्ये दुभागूर १ ( १ .१ ०)
देऊ रेघेशी ईविदजवळ कईफ कोन ड कोनावरावर कर

( १ .२३)
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अमधन अफगरेध कशी समांतर अकरीकाट आणि कमधन कारे ईफ-
शी समांतर काढ. (. ३१ ड
म्हहक्केणज

ऽ०-चौकऽ८-४-२५
फईकग हा '

कारण, प्राल्य चौकोन आहे -ख्या९२५
आतां दई ईक ह्या रेघा समान आहेत, ( रचना)
म्हणून अबर्ड अईक हे त्रिकोण समान पायावर आहेत, व ते बक,
अग ह्या समांतर रेघांच्या एकाच जोडांत आहेत,
म्हणून अबई त्रिकोण अईक त्रिकोणावरोत्रर आहे; (१.३')
म्हणून अवक त्रिकोण अईक त्रिकोणाची टुप्पट आहे.
परंतु फईकग समातरभुज चौकोन आणि अईक त्रिकोण एकचि
ईक पायावर आणि ट्रेक अग त्या समांतर रेघांच्या एकाच जोडांत
आहेत;
म्हणून फईकग समातरमुझ चौकोन अईक त्रिकोणाचीदात,म्हणून फईकग समतरभूज-चकोन अवक-र् :,आणि त्याचा कईफ हा कोन दिलेल्या ड वा? आहे.

( रचना)
त्याकरिता, जो दिलेल्या अवक त्रिकोणावरावर आहे आणि जु

त्या दिलेल्या कोनावरावर ज्याचा कईफ कोन आहे, असा फईकग
समातरभुज चौकोन काढिला आहे.

१. (१ .४२) च्या आकृतींत२वाज उभागृन् तिच्या अर्धावर इ

च्छिलेला समातरसुजचौकोन काढून दाखवा आणि अक वाजूच्याही
अर्धावर काढून दाखवा.
५.(१४९ च्या आकृतीत ई विंदूध्दवळडकोनाएवढा कोन केला
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आहे, तसें न करितां ब अथवा कीयदुजवळ डकोनाएवट्टा कोन
करून इष्टकृति करून दाखवा

३.(१ .४२) ह्या कृत्याची सामान्य रीति सांगा.
४. दिलेल्या त्रिकोणाबरोबर एक काटकोनचाकोन काढून दाखवा.
५. '' असा एक समातरभुज चौकोन काढावयाचा आहे की,

( १) तो दिलेल्या त्रिकोणावर्रावर होईल, ( २) त्याचा एक कोन
दिलेल्या कोनावरावर होईल, ( ३) त्याचा तोच कोन दिलेल्या अ-
मर्याद रेपेशी आणि ( ४) त्या रेषेतील दिलेल्या विद्रुजवळ होईल. ''
हें कृत्य व १ .४२ ह्यांतील भेद सांगा, व हें करून दाखवा.

सिदांत ४२. कृत्य.
समातरभुज चौकोनाच्या कर्णाच्या दोहो वाजस जेपूरकसमांतर.

भज चौकोन असतात, ते परस्पर वरावर असतात.
अवकड सभातरसुजचकोन आहे, अक हा त्याचा एक कर्ण

आहे,. अक कर्णातील स ह्या एका बिंदूंन अबकड च्या बाजूरशीं
समांतर रेपा काढून त्या रेषा समोरासमोरच्या शाबूत मिळत तोपर्यंत

वाढविल्या आहेत
अशा रचनेमुळे झालेल्याचार समातरभुजर्चाकोनांपैकीं ५,. गक

हे अक कर्णाभोंवतालचे समातरभुजचौकोन आहेत आणि बस, सड
है त्यांचे पूरक समांतरभुज चौकोन आहेत. तर बस, सड हे एक
समांतरभुजचीकोन परस्पर समान होतील, असें सिद्ध करावयाचें.

आता ०७ समातरभुजचौकोनार्चा अस अहड:कर्णे आहे, ह्यणृन् अईस त्रिकोण अहस ई
त्रिकोणाबरोबर आहे, ( १ .३४)
तसाच कगस त्रिकोण कफस त्रिकोणा-
वरावर आहे; ( १३४) ब ग -क
म्हणून अईस आणि कगस ह्या त्रिकोणांची बेरीज, अहस आणि
कफस ह्या त्रिकोणांच्या बेरजेवरावर आहे. ( प्र. प्र. २)
आतां अवक आणि भडक हे त्रिकोणही समान आहेत; ( १ .३४)
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ह्या दोन समान त्रिकोणांमध्ये पूत्रीच्या दोन दोन त्रिकोणांच्या समान
वेरजा अनुक्रमे वजा केल्या;
तेव्हां शेप बस पूरक, शेप नड पूरकावरोवर आहे. (प्रप्र,त्रन्)

त्याकरिता, समातरभुत्र चौकोनाच्या इयादि.
प्रश्न.

१. '' समांतरभुजचौकोनाच्या कर्णाभोवतालचे समांतरमुजचोको-
न '' म्हणजे काय? '' एक समातरभुजचौकोन ''म्हणजे व्हाय?

२.(१ .४३) च्या आकृतींत बट कर्णातील एका बिंदूपासून चौ
कोनाच्या वाजूशीं समांतर रेपा काढून पूरक समातरभुत्रचौकोन
तयार करा; आणि ते समान आहेत असें सिद्ध करून दाखवा.

३. समांतरभुजचीकोनाच्या एका कर्णौतील दोन बिंदूंपासून ना
चौकोनाच्या वायशी समांतर रेषा काढिल्या, आणि त्या रेषा समी-
रासमोरच्या बाजूस मिळत तोपर्यंत वाढविल्या, तर जे अनेक समांतर
भुजचोकोन होतात, त्यांपैकीं कोणते कोणते समान असतात, हें
सांगून सिद्ध करून दाखवा.

४. कोणताहीसमातरमुजचोकोन, त्याच्या कर्णाभोंवतालचे स-
मांतरसुजचीकोन, व धुरकसमांतरभुजचीकोन हे सर्व मिथःसमकोण
असतात.

सिद्धांत ४४. कूस.
जो दिलेल्या त्रिकोणावरावर होईल, आणि' ज्याचा एक कोन

दिलेल्या कोनात्ररावर होईल, असा एक समांतरभुजचोकोन दिले-
त्वा रेघेवर: काढावयाचें.

श्रव ही दिलेली रेघ आहे, क हा दिलेला त्रिकोण आहे, आणि
ड हा दिलेला कोन आहे; तर जो कत्रिकोणावरावर होईल, वज्याचा
एक कोन ड कोनावरावर होईल, असा एक समातरभुजचौकोन
अब रेघेवर ( म्हणजे अब रेपा ज्याची एक वाजू होईल असा)
काढावयाचा आहे
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( १) पहिल्यानं असा एक समातरभुज चौकोन तयार कर कीं
तो क त्रिकोणावरावर होईल व त्याचा एक कोन ड फोनावरावर
होईल. ( १ .४२)
(हा चौकोन क त्रिकोणाच्या एका वायुच्या अर्ध्या भागावर होईल)

( २) अब रेघ व बिंदूपलीकडे वाढीव. ( यु. कृ. २)
( ३) दुसरा असा एक समांतरसुज चौकोन तयार कर की, तो

पहिल्या चौकोनाशीं एकरूप होईल, आणि त्याचा ड कोनाएवशा
कोन व! रेषेशी व विदृरजवळ होईल. (१ .२८१३ व १ .३१)

ह्याप्रमाणे काटिलेला समांतरभुज चौकोन बईफग आहे, व
त्याचा विग कोन ड कोनावरावर आहे, असें मान.

( ४) अ बिंदूतून अह रेघ वग किंवा ईफ रेघेशी समांतर काट
(१. ३१)

( ५) फण रेषा अहला ह विटत मिळे तोपर्यंत वाढीव.
( गृ. कृ. २)

( ६) हब सांधे. ( ए. कृ. १)
आतां बहफ कोन अहफ कोनापेक्षां लहान आहे, ( प्र. प्र. ९)
म्हणून बदरफ, फिट ह्यांची बेरीज अहफ, ईफह ह्या कोना-

च्या वेरजेहून् कमी आहे; ( प्र. प्र. ४)आणि अडका. ईफह ह्या कोनांची बेरीज दोन काटकोन आहे,
( १२९ भाग ३)एन बहफ, फट ह्या कोनांची बेरीज दोन काटकोनांहून
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( प्र प्र. अ)कमी आहे.
म्हणून हब फई ह्या रेपा अनुक्रमे व, ईह्या विंदूंपलीकडे वाढविल्या
असतां मिळतील. (प्र. प्र. १ दे)

( ७) हब फई ह्या रेषा अनुक्रमे व, ई बिंदूंपलीकडे वाढीव
आणि त्या स दिसून मिळाल्या असें मान. ( ए. कृ. २)

( ८) स बिंदूरतन सल रेघ ईअ किंवा फट रेषेशी समांतर

कार. ( १ -३१)
(५) हअ, गवह्या रेषा अनुक्रमे अ, व विंगलीकडे वाढीव आणि

त्या सलरेपेला अनुक्रमे म, ल विंद्रत मिळाल्या असें मान. ए.२)आतां थवमल हा इच्छिलेला समांतरभुज चौकोन झाली.
कारण; फल हा समातरभुज चौकोन आहे, आणि करू, वळ हे

त्याच्या हस कर्णाच्या दोहो अह्याचे दोन पूरक समातरभुज चौकोन
आहेत; ( रचना व व्या. ३७.)
म्हणन वास एरक बल पुरूकायतवर आहे. (१ .८३परंतु वफ चौकोन क त्रिकोणावरोवर आहे, ' (रचना व प्रप्री)
म्हणून दल चौकोन क त्रिकोणादरोवर आहे. (प्र. प्र. १)

आतां ईवग कोन अद्य कोनावरावर आहे, (१.१५
आणि ईवग कोन ड कोनावरोषर आहे, ( रचना)
म्हणून अवय कोन ड कोनावरोवर आहे. (प्र. प्र.)

त्याकरिता जो क त्रिकोणावरोवर आहे व ज्याचा अवम कोन
ड कोनावरावर आहे, असा बल समांतरभज चौकोन अब रेघेस
लाविला आहे

प्रश्न.
१. १४१ व (१४ ह्या दोन कृत्यामध्ये भेद कोणता ओह १

'' अव ह्मा समर्याद रेषेवर समांतरमुजचीकोन काढावयाचा
व '' अब ह्या समर्याद रेषेएवरूम एखाद्या रेषेवर समतरमुजचीकोनं
काढावयाचा '' ह्या दोन कृत्यांमध्यें भेद कोणता?

उ.. (१ .४४) च्या ग्:चनेतील १२ द्याकलमांतला समांतरभूरप्रचं!-
कोन कारण्याची रीति सविस्तर सांगा; आणि तो समातरभडचौकोन
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( १) ह्या कलमातील समांतरभुऽजचौकोनाशीं एकरूप आहे, अस
सिद्ध करून दाखवा

४. ( १ .४४) च्या रचनेतील (२) ह्या कलमांत भव रेपा व बिंदू-
पलीकडे वाढविली आहे; तसें न करितां ती अ बिंदुलीकडे वाडवp-ऽ
न सारी रचना करून दाखवा

५.(१ .४) च्या रचनेतील (४) व ५ ह्या कलमांतल्या फण.
असू- ह्या रेषा परस्परांस मिळतात, असें (१ .३ ० उप. ह्याच्या
आधाराने) सिद्ध करा

६. (१ .४४) च्या रचनेतील (६) ह्या कलमांत हब सांधिली आहे,
ती न सांधितां जर अग सांधिली, व पुढील सर्व रचना ह्या कृत्या-
च्या सामान्यरीतीस अनुसरून केली, तर इच्छिलेला चौकोन तयार
होईल काय १

( १ .४४) च्या रचनेतील (५) ह्या कलमातल्या अह, गव ह्या

रोग ( ८) ह्या कलमांतल्या सल रेषेला मिळतीलच, असेंसिद्ध करा.
८. ( १ .४४') ह्या कृत्याची सामान्यरीति सांगा.
९. '' असा एक समातरभुज चौकोन काटा कीं, तो दिलेल्या त्रि-

कोणावरोवर होईल, त्याचा एक कोन दिलेल्या कोनाबरोबर होईल,
आणि त्याची एक वाजू दिलेल्या समर्याइ रेषेबरोबर होईल.'' हें
कृत्य व १ .४४ ह्यांतील भेद सांगा; आणि हें कृत्य करून दाखवा.

१०. '' असा एक काटकोनचौकोन काढावयाचा कीं, तो
दिलेल्या त्रिकोणाबरोबर होईल व त्याची एक वाजू दिलेल्या समर्याद
सरल रेपेवरोवर होईल.'' हें कृत्य व १ .४४ ह्यांतील भेदू सांगा,
व हें कृत्य करून दाखवा

सिद्धांत ४५. कूस.
जो दिलेल्यासरलरेषाकृतीवरावर होईल व ज्याचा एक कोन दिले.

ल्या कोनावरावर होईल, असा एक समांतरभुज चौकोन काढावयाचें.
अवकड ही दिलेली सरलरेषाकृति आहे, व ई हा दिलेला कोन

आहे, तर असा एक समांतरभुजचीकोन काढावयाचा आहे कीं, तो
अवकड ह्या सरलरेधाकृतीवराबर होईल व त्याचा एक कोन ई
फोनावरावर होईल
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११( १) इव साधू (गृ. क्र.

(म्हणजे दिलेल्या सरलरेपाकृतींत नुसते त्रिकोण पडतील.)
( २) फह हा असा एक समोतरभुज चोकोन काट कीं, तो द्ये

वड त्रिकोणावरोवर होईल व त्याचा स कोन दिलेल्या ई कोनावरो-
वर होईल (१ .४२ व १ .४४ च्या रचनेतील कलम ३)

( ०९) गम हा दुसरा असा समांतरसुज चौकोन पहिल्याच्या
गड बाजूवर काढ की, तो डवक त्रिकोणावरात्रर होईल व त्याचा
गहम कोन दिलेल्या ई कोनावरावर होईल; (१ .४४)
म्हणजे फसमल हा इच्छिलेला चीकोन होईल.

(पहिल्याने फसमल हा चौकोन आहे, असें सिद्ध करूं.)
फसह, गहम हा प्रत्येक कोन हे कोनावरावर आहे; (रचना)

म्हणून ते कोन समान आहेत. ( प्र. प्र. १)
ह्या प्रत्येकांत सहग कोन मिळविलार
तेव्हां फसट, सलग ह्यांची बेरीज गहप, सलग ह्यांच्या श्रते-
दरावर झाली. (प्र. प्र. २)
परंतु फसह, सहग ह्यांची बेरीज दोन काटकोनावगवा आहे:,

(१ .२५ भाग ३)
म्हणून गहम, सलग ह्यांची) वैरीच दोन काटकोनांवरावर आहे.

-६ - (प्र प्र १)
आतां गह रेषेच्या भिन्न अंगाकडून सल. यह ह्या रेषा येऊन लि.
च्या ह ह्या एकाच टोंकांत तिला मिळाल्या आहेत व तिच्याशी
झालेल्या गहम, सहग ह्या दोन कोनांची वेरीज दोन काटकोश्रीं-
बरोबर आहे, असें सिद्ध झालें; म्हणून सह, मड ह्या दोन्ही मिळून
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सम ही एकच सरलरेपा आहे. ११ .१ ४)
आतां सम, फग ह्या समांतर रेघांस लग रेघ मिळते,
म्हणून महग, हगफ हे व्युत्क्रमकोण परस्पर सागन आहेत.

( १ .२५ भाग १)ह्या प्रत्येकांत हगल कोन मिळविला,
तेव्हां महग, हगल (या कोनांची वेरीज हगफ, हगल ह्या को-
नांच्या वेरजेवरोबर झाली. ( प्र. प्र. २)
परंतु महग, हाल त्यांची बेरीज दोन काटकोनाचरोवर आहे,

( १ .२९ भाग ३)म्हाहून हगफ, -चल ह्यांची बेरीज ही दोन काटकोनांयरोवरआहे;
( प्र. प्र. १)म्हणून फण, गल ह्या दोन सरलरेपा मिळून फल ही एकच सरल.

रोग आहे. ( १ .१ ४)
सय, फल ह्या एकेकच सरलरेषा आहेत असें ठरलें;
म्हणून फसमल हा चौकोन आहे. ( व्याख्या २९)
( आता फसमल हा चौकोन समातरभुज आहे, असें सिद्ध करू)

सफ. हगशी समांतर आहे व हया, मळशी समांतर आहे,
( रचना)

म्हणून सफ, यलशी समांतर आहे; ( झे ३०)
आणि सम, फलशीं समांतर आहे; ( रचना)
म्हणून फसमल हा चौकोन समांतरभुजहीआहे. (व्याख्या ३५)

( आतां फसमल हा समांतरभुज चौकोन दिलेल्या सरलरेपाकृ-
ती-ररोवर आहे, असें सिद्ध करूं.)

धवड त्रिकोण हफ चौकोनावरावर आहे, व डबक त्रिकोण

गम चौकोनाबरोबर आहे, ' ( रचना)
म्हणूरन अवकडही' आकृतिफसमलचीकोनाबरावर आहे. प्र९२

फसमल चौकोनाचा सकोन रचनेवरूनच ई कोनाबरावर आहे.
द्याकरितां फसमल हा असा समातरमुजचौकोन काढिला आहे
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की, तो दिलेल्या सरलरेषाकतीवरावर आहे, व त्याचा स हा एक
कोन दिलेल्या ई कोनावरापेर आहे.

उपसिद्धांत. ''जो दिलेल्या सरलरोशकतीयरोवर होईल व ज्याचा
एक कोन दिलेल्या कोनावरोवर होईल असा एक समातग्भुजचा-
कोन दिलेल्या रेषेवर काढावयाचा. '' ह्या कृत्याची रीति वरील
सिद्धांतावरून उघड दिसते. ती अशी-प्रथम दिलेल्या सरलरोगड:-
तीचे कोणविदु साधून तीमध्यें नुसते त्रिकोण तयार करावे. मग
(१ .४४ प्रमाणें) असा एक समातरभुजचोकोन दिलेल्या रेषेवर काढावा
कीं, तो त्या त्रिकोणांपैकीं एकावगेवर होईल, व त्याचा एक कोन
दिलेल्या कोनावरोवर होईल. पुटे ह्या पहिल्या चौकोनाची जी
बाजू दिलेल्या रेपेसमोर असेल, तिजवर दिलेल्या सरलरेपाकृतीं-
तल्या दुसऱ्या त्रिकोणाएवढा समांतरभुजचीकोन ( ह्या सिद्धांताच्या
रचनेत दाखविल्याप्रमाणे) काढावा. असेच इतर त्रिकोणांएवढाले
समातग्भुजचोकोन एकापुढे एक जोडीत गेल्याने इच्छिलेला चौ.
कोन तयार होतो

१. (१ .४५) व त्याचा उपसिद्धांत, १ .४२ व १४७, १ .४४ व
झे .४५, १ .४४ व १ ४'.. चा उपसिद्धांत ह्या दोन दोन कृत्यांमधील
भेद सांगा.

२.(१ .४५) ह्यांत दिलेली सरलरेपाकृति ही जर पंचकोणाकृर्ति
असती, तर तीमध्यें नुसते त्रिकोण पाडण्याकरितां तिचे निदान किती
कोणीच साधावे लागते?

३. '' एका सरलरेपाऊरतीमध्यें नुसते त्रिकोण पाडावयाचे आहेते,
आणि त्या त्रिकोणांची संख्या जितकी कमी करवेल तितकी कराव-
याची आहे.'' त्या कृत्याची एखादी सामान्यरीति सांगा; आणि त्या

रीतीनें किती त्रिकोण पडतात हेंही सांगा

४.(१४५ च्या रचनेतील ( २) ह्या कलमांतला ( म्हणजे
पहिला चौकोन काढण्याची रीति सविस्तर सांगा.
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५.. (१४५ च्या रचनेतील ( २) ह्या कलमातला चौकोन
पहिल्या त्रिकोणापासून दूर काढिला आहे तसा न काडितां तो
पहिल्या त्रिकोणाच्या एका बाजूच्या अर्ध्या भागावरच कान वाकी-
ची सारी कृति करून दाखवा.

स्कू. (१४५ च्या रचनेतील तिसऱ्या कलमांतल्या गम समांतर-
भुजचीकोनाचा गहम कोन दिलेल्या ई कोनावरोवर केला आहे, तसें
म करितां हगल कोन ई कोनावरोबर केला तर चालेल काय?
कारण काय?

७.(१ .४५) ह्यांत दिलेल्या सरलरेषाऊरतीमध्ये जर तिसरा एक
त्रिकोण झाला असता, तर त्याच्या प्रवढा समातरभुजचौकोन गम
चौकोनाच्या कोणत्या बाजूवर काढावा लागता; व त्याचा ई कोना-
वडा कोन गमत्या कोणत्या कोणवैबूनवड आणावा लागता?

८.(१ .४५) च्या रचनेतील दुसरा गम चौकोन पहिल्याच्या
गट वाजवूर काढिला आहे, तसें न करितां तो गफ कज्रृवर काहून
वाकीची सारी रचना करून दाखवा.

९. ( १) (१ .४५) ह्या कृत्याची सामान्यरीति सांगा, व ( २)
त्याच्या सिद्धतेला लागणारे आभार अनुक्रमाने सांगा.

१०. (१४२,(१ .४४) व (१ .४५) ह्या प्रत्येक कृत्यामध्यें जी
जी सरलरेषाकृति काढावयाची आहे, तिच्या इष्ट धर्मीपकी कोणते
कोणते धर्म केवळ रचनेवरूनच सिंह होतात, व कोणते धर्म सिद्ध

करावयास प्रत्यक्षप्रमाणादिकांचे आधार दाखवावे लागतात?
११. (१ .४५) ह्याच्या सिद्धतेमध्यें '' सम, फण ह्या समांतर-

रेघांस हग रेघ छेदिते '' असें वाक्य आहे, त्यांत फगच्या ठिकाणी
फल म्हटलें तर चालेल काय? कां?

१२. '' दिलेल्या सरलरेषाकृतीबरोवर काटकोनचौकोन काढाव-
याचा. '' हें कृत्य व १४५ ह्यांतील भेद सांगून हें करून दाखवा.

पहिल्या पुस्तकाच्या सहाव्या खंडावर
(म्हणजे १ .४२ पासून १ .४१५ पर्यंत सिद्धांतांवर)
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मय.
१. दिलेल्या त्रिकोणावरोवर असा एक त्रिकोण काटा कीं, त्याचा

एक कोन दिलेल्या कोनाथरावर होईल.
२. दिलेल्या त्रिकोणाचरोचर एक काटकोनत्रिकोण काढा.
३. दिलेल्या समांतरभुजचौकोनावरोवर असा एक त्रिकोण काटा

कीं, त्याच्या एक कोन दिलेल्या कोनावरोवर होईल.
४. दिलेल्या समातरभुजचौकोनाबरोवर काटकोनत्रिकोण कार्य.
५. दिलेल्या समातरभुज चोकोनावरोवर असा एक समातग्भुन्न-

चौकोन काय की, त्याचा एक कोन दिलेल्या कानावरोवर होईल.
६, दिलेल्या समांतरभुजचीकोनावरोवर एक काटकोनचीकोन

काटा.
७. दिलेल्या समातरमुजचीकोनावरापरएकसमधुनचीकोन काढा.
८. दिलेल्या चीकोनावरोवर एक समद्विभुजत्रिकोण काढा.
५. '' दिलेल्या सरलरेपाकृतीवरोवर एक त्रिकोण काढावयाचा.''
इ कृत्य (१) (१ .४५) च्या साह्याने करून दाखवा, आणि (२)
.४५ व १ .४४) ह्यांच्या साह्याचाचृन्ही करून दाखवा.
१०.(१ .४५) हें कृत्य (१ .४४) च्या साह्यावाचूरन करून दाखवा.
११. असा एक त्रिकोण काटा की, तो दिलेल्या त्रिकोणावरोवर

होईल, त्याचा एक काने दिलेल्या त्रिकोणाच्या एका कोनावरोघर
होईल, व त्याची त्याच कोनाजवळची एक वाजू दिलेल्या रेधेदरावरॅ
होईल.

१२. असा एक त्रिकोण काढा की, तो दिलेल्या त्रिकोणावसेवर
होईल, त्याचा एक कोन दिलेल्या कोनावरावर होईल, व त्याची त्याच
कोनाजवळची एक वाजू दिलेल्या रेषेवरावर होईल.

११. अवकड ह्या समातरभुजचौकोनातील ई ह्या एका विलंतुतून

अवशीं समांतर गईफ आणि अडशी समांतर नईम त्या रेपा की-
इन समोरासमोरच्या बाजूस मिळत तोपर्यंत वाढविल्या आहेत, (ग, न
हे' त्रिदु अनक्रमें अड, अब ह्या रेपांमध्यें आहेत ). आणि आम
चीकोनें वर्षे चौकोनावरावर आहे, तर ई दिंडप थक कणांमध्यें
आहे, असें सिद्ध करा
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१४. समातरभुत चौकोनाच्या कर्णातील एका विदूतनू त्याच्या
वान्न्रूशी दोन समांतर रोग काढून त्या समोरासमोरच्या वाजूस् मिळत
तोपर्यंत वाढविल्या असतां, त्यांपैकीं एका रेपने मूळच्या चौकोनाचे
जे दोन भाग होतात, ते दुसऱ्या रेपेने झालेल्या दोन भागांशी अनु-
क्रमें समान असतात

१५. ( १) दिलेल्या सरलरेषाकृतीयरोवर असणारे समांतरभुज
चौकोन दिलेल्या रेपेवर किती कादितां येतील? (२) दिलेल्या सर-
लरेपाकृतीवरोवर असणारे व ज्यांचा एकेक कोन दिलेल्या तियकू-
कोनावरोवर आहे, असे समांतरभुज चौकोन दिलेल्या रेषेवर किती
काहितां येतील? (३) दिलेल्या सरलरेपाकृतीवरोवर असणारे काट-
कोन चौकोन दिलेल्या रेषेवर किती काढितां येतील?

सिदात ४६ कूस.
दिलेल्या समर्याद सरलरेषेवर चौरस काढावयाचें.
अव ही एक दिलेली समर्याद सरलरेषा आहे; तिजवर (द्यणजे

ती ज्याची एक वाजू होईल असा) चौरस काटावयाचा आहे.
अ विद्रूतुन अब रेघेवर अक लंब क।

काढ. (. १ म्ह 'अट ही अब वरावर कर; ( १ .३)
ड विंदूररत्रृन अवशीं डई समांतर काट;
आणि व विदूरतनू अडशीं बई समांतर
काट. ( १.३१) अ

व
डई, के ह्या एकमेकींस ई विद्रूत छेदितात असें मान.
म्हणजे अ ई हा अबवरील चौरस होईल.

कारणं; अड ही अवशीं समान आहे, ( रचना)
व ही अवश। समान आहे, (१.३४)
बई ही अवशीं समान आहे; ( १ .३४, प्रतिज्ञा व प्र. प्र. १)
म्हणून भड, डई, बई ह्या एकमेकीशी समान आहेत, ( पप्र. १)
आणून अर्श चौकोनाच्या सर्व वाजू समान आहेत.



मयीकृदची भp)मिति.

आतां अब, डई ह्या समांतर रेघांस अड रेघ मिळते, म्हणन व-
अट, अडई ह्या कोनांची बेरीज दोन काटकोनावरात्रग्: आहे;

( १ .२५ भाग ३)परंतु बअड कोन काटकोन आहे, (रचना)
हाणून अडई कोनहीकाटकोनआहे. (प्रप्र. ३)
ह्याप्रमाणेंच व, हे हे कोनही काटकोन आहेत, असें सिद्ध करिती
येईल. ह्यास्तव अई चौकोनाचे सर्व कोन काटकोन आहेत; आणि
त्याच्या सर्व वाजू समान आहेत असें वर सिद केलें आहे; ह्यास्तत्र

अई हें चौरस आहे. ( व्या. ३०;
आणि तें अब २४? काटिलें आहे.

उपसि.५ -समातरभुजचौकोनाचा एक कोन काटकोन अस.
त्यास त्याचे सारे कोन काटकोन असतात.

उपसि. र--समातरभुजचौकोनाच्या जवळजवळच्या दोन आर.
समान असून त्याचा एक कोन काटकोन असला, तर तो चोरत
असतो.

प्रश्न.
१. दिलेल्या रेषेवर चौरस काढणें म्हणजे काय? दिलेल्या रेषेवर

पराकाष्ठा किती चौरसें काटितां येतात
२. दिलेल्या रेषेवर चीरस काढण्याची सामान्य रीति सांगा
३. '' दिलेल्या रेषेवर असा एकसमभुजचीकोन काढावयाचा कीं '

ओचात्यचा१.केस्तानग७५२ होईल '' हें कृत्य व १०६

लक. रूप
समान रेषांवरील चौरसें समान असतात

म न फअब, कड ह्या रेषा समान ' ट-.९आहेत, व त्यांवर अनुक्रमे '

अन, कई ही चौरसे का- '

टिलीं आहेत; तर तीं समान अ व कॅडआहेत, असें सिद्ध करावयाचें



पहिले पुस्तक.

यव, फड सांधिल्या. ( ए. कृ. १)
आतां अव, कट ह्या रेपा समान आहेत; (प्रतिज्ञा)

आणि श्रम, काठ ह्या रेषा अब, कड ह्या समान रेपांशी अनु-
क्:में समान आहेत, ( व्या. ३०)
म्हणून श्रम, कफ त्या परस्पर समान आहेत; .९. १ उप.१)
आणि अ, क हे कोन समान आहेत; (ऱ्या. ३० प्र. प्र. १ झे)

हाणून अवम, कडफ हे त्रिकोण समान आहेत. ( १ -भाग ०९)
ह्याप्रमाणेच सिद्ध करितां येईल कीं, बनम, डर्डफ हे त्रिकोण ही

मान आहेत;
आणून अन, व. हीं चौरसे समान आहेत. ( प्र. प्र. २)

त्याकरिता समान रेषांवरील इत्यादिक.
( एक चौरस दुसऱ्याशी सर्वाशी मिळतो असें दाखविल्यानेंही धू
सिद्धांत सिद्ध होतो.)

उपसि. १-असमान रेषांवरील चौरसांपैकी मोठीवरींल चौरस
मोठे असतें.

( मोठ्या रेच्या एका टोंकापासून तिचा लहान रेषेएवरा तु-

कडा पाडून त्यावर १ .४६ प्रमाणें चौरस काढा. तें मोठ्या रेपेच्या
ज्या अंगास तीवरील चौरस काढिलें असेल, त्याच अंगास काढावे;
हें नवीन चौरस मोठीवरील चौरसाच्या आतच पडलें पाहिजे, असें
सिद्ध करा. म्हणजे पु सिद्धांत, प्र. प्र. ५, प्र. प्र. अ उप. त्यांवरून
इष्टसिद्धि होते.)

उपसि. D--समान चौरसापैकी एकाची प्रत्येक वाजू दसऱ्याच्या
प्रत्येक शत्रूवरावर असते

उपसि. उ--असमान चौरसांपैकी. मोत्याची प्रत्येक पाजू धाक.
त्याच्या प्रत्येक वाजृप्रेक्षा मोठी असते

( २ व ३ हे उपसिद्धांत, ई सिद्धांत व उप. १ ह्यांच्या आधाराने
क्रमविरुद्ध रीतीनें सिद्ध करावे)

प्रश्न.
१. समान चौरसांचे कर्णे समान असतात.
२. असमान चौरसांपैकीं गोठ्याचा कर्णे मोठा असतो.



याकुडची भमिति

३. ज्यांचे कर्ण समान असतात तीं चोरसे समान असतात.
४. ज्या चोरमाचे कर्ण असमान असतात, त्यांपैकीं ज्याचा कर्ण

मोठा असतो, तें चौरस मोठें असतें.
सिद्धांत ४७. अमेय.

काटकोनत्रिकोणाच्या कर्णावरील चौरस इतर दोन बाजूवरील
चौरसांच्या वेरजेवरोबर असतो.

अवक हाएक काटकोनत्रिकोण आहे, आणि त्याचा दमऊ कोन
काटकोन आहे; तर बक कर्णाव- ग
गेल चौरस हा, बर्थ आणि थक हू
त्यावरील चौरसांच्या वेरजेवरोवर फ 'कें

सहोईल
बकवर बदक चौरस काट, मे क

आणि वभ, अक ह्यांवर अनुक्रमे
गब, हक चौरस काढू ( १ .४०५)
अ बिंदूंतुरन बडशीं किंवा कईशी ड रु ई
अल रेघ समांतर का, ( १३१)
आणि अट, फक सांध. ए कृ. १)
आतां डवक, फवथ हे काटकोन आहेत, ( व्याख्या ३०)
म्हणून ते समान आहेत. ( प्र प्र झे १)
ह्या प्रत्येकांत अवक कोन मिळविला
तेव्हां सगळा डवभ कोन सगळ्या फबक कोनाबरोबर आहे (प्र प्र २)
अवड आणि फवक ह्या दोन त्रिकोणांपैकीं पहिल्याच्या अश् वट
ग्रा दोन वाजू दुसऱ्याच्या फव, चक ह्या दोन वास्तूंशी अनुक्रमे सें-
मान 'आहेत, ( वाढले ३०)
आणि पहिल्याच्या त्या दोन वास्तूंमधील कोन दुसऱ्याच्या त्या दोन
वाजमुधील कोनावरोवर आहे, असें सिद्ध केले ओह;
आणून धवड त्रिकोण फवक त्रिकोणावरायर आहे ( १४ भाग ०९)

वधक्र, वभग हें दोन्ही कोन काटकोन आहेत, ( प्रतिज्ञा व
व्याख्या व ०)



पाहल पुस्तक. १२१
म्हणून ह्यांची बेरीज दोन काटकेनावराबा आहे.
म्हणून कअ, गअ ह्या रेघा कर ह्या एकाच सरलरेषेत आहेत.

( १ .१ ४)
आतां गब समातरमुजचाकोन व फबक त्रिकोण हे फब ह्या

एकाचपायावर आणि फव, गक ह्या समांतर रेघांच्या एकाच जो-
डांत आहेत;
म्हणून गब चौरस फबक त्रिकोणाच्या दुपटीवरोवर आहे,. (१ .४१)
बळ समांतरभुजचीकोन व अवड त्रिकोण हे वड ह्या एकाच पाया-
वर आणि वड, अल ह्या समांतर रेघांच्या एकाच जोडांत आहेत;
म्हणून बल चौकोन धवड त्रिकोणाच्या दुपटीबरोवर आहे. (१ .४१)
परंतुर अवड त्रिकोण फवक त्रिकोणावरावर आहे, असें वर सिद्ध
केल आहे.
म्हणून बल चौकोन गव चौरसावरावर आहे. ( प्र. प्र. ६)त्याप्रमाणेंच अर्ट, बस सांधिल्यानें कल चौकोन कह चौरसाव-
तवर आहे, असें दाखविता येईल; आणून सगळा ८६ चौरस हा,

ग, कट चरसांच्या वेरजेवरावर आहे. ( प्र. प्र. २)
म्हणून बक कर्णावरील चौरस हा, अब, थक ह्या बाजूवरील चौ-
रसाच्या वेरजेवरावर आहे

ह्याकरितां काटकोनत्रिकोणाच्या इत्यादिक.
उर्पासद्धांत १ -काटकोनत्रिकोणाच्या कर्णावरील चौरस आणि

इतर दोन वाजपेकी एकीवरील चौरस ह्यांची वजाबाकी ही, त्याच्या
राहिलेल्या बाजूवरील चौरसावरावर असते.

(हे वरील सिद्धांत व प्र. प्र. ३ ह्यावरून उघड आहे.)
उपसिद्धांत D-काटकोनत्रिकोणाच्याकर्णाखेरीज दोन षाजसमान

असल्यास, कर्णावरील चौरम हे इतर वाजुरपैकी प्रत्येकीवरीलं चोर-
साच्या दुपटीवरावर असतें

( हें १. ई, १. ४७ व प्र. प्र. १ ह्यावरून सहज सिद्ध होतें.)
पक्ष.

१. (१४७) च्या आकृतीत कल समातरमुजचोकोन कह चोर
साषरावर आहे, असें प्रत्यक्ष सिद्ध करून दाखवा.

६



१२२. -ज- ३०..
२. (१ -५ च्या अरलेनआपगा जी रचना केली आहे, तिचे

शामाना सांगा.. ं?.३.(१४५.क्रू लेंबिंसर्स. कातुकीनत्रिकोणाच्या तीनही
वाजुवरील चौरसै गर्देशगाळे-हेरं काढून सिद्धता करून दाख-
दिली आहे; तसें न कारर्क्रें (१) तीनही चौरसें त्रिकोणावरच
कान सिद्धता करून दाखवा; ( २) कर्णावरील चीग्सत्रिकोणाच्या
वाहेर आणि बाजूंवग्:लि चौरसे त्रिकोणावर कापून सिद्धता करून
दाखवा, तसेंच (३) कर्णावरील चौरस त्रिकोणावर आणि
षाजृंदुरील चौरसें त्रिकोणाच्या वाहेर काढून सिद्धता करून दाखवा.

४. काटकोनत्रिकोणा)ग दोन बाजूंवग्:लि चौरसांचे कसे भाग
पाडिले असतां, त्यांच्या योगाने कणांवरील चौरस नेमका व्यापिला
जातो असें दाखविता येईल?

५ '' दोन काटकोनत्रिकोणांपैकीं एकाचा कर्ण व एक वाजू ही
दुसऱ्याचा कर्ण व एक वाजू ह्यांशी अनुक्रमे समान असल्यास ते
त्रिकोण२.होतात '' हा (अ सिद्धांताने सिद्ध होणारा) सिद्धात,

ऽर्जले, सिद्ध ई?तो ४शतम्ं ' r?rं??ंा?एrंाएं प्रत्यक्षप्रमाणें ह्यांच्या

सिद्धांत ४८. प्रमेय.
जर कोणत्याही त्रिकोणाच्या एका वाजवरील चौरस दुसऱ्या

दोन वात्रूंवरील चौरसांच्या बेरजेबरावर आहे, तर त्या दोनगाठ्या
मधील कोन कोटकोन असतो

अवक त्रिकोणाच्या बक बाजूवरील चरस ड
हा, दुसऱ्या वथ, थक वाजवूरील चौरसांच्या
बेरजेवरापर आहे, तर बभक कोन काटकोन अ
हाइल

अ विटंरतूनु अक रेघेवर अड ला काढ ब कॅ

( १. ११)धड रेघ अब रेषेवरावर कर १



४०.? मुच्च४. - - णे
आण डक साप १. पूर. १)
आतां धड, अब शक्ती समान आता. ' ' विना

म्हणून ह्यांवरील २ष्टीं५शद्धार. ( १. ई)
ह्या समान चौरसांमध्ये :ष्टींष्टीर्ट.तेव्हां अट, थक ह्यांवरील चौरसांची ' अब, अक ह्यांवरील
चौरसांच्या वेरजेवरोवर झाली. (प्र. प्र. २)
परंतु भिक कोन काटकोन आहे;, ( रचना)
म्हणून अड, थक (गवरील चौरसांची बेरीज डकवरील चोरसा.
बरोबर आहे, (१४७)
आणि अवं, अक ह्यांवरील चौरसांची बेरीज बकवरील चौरसा-
बराबर आहे; (प्रतिज्ञा)
म्हणून डकवरील चौरस बकवरील चारसावरावर आहे;

(प्र. प्र. १ उप. १)
म्हणून डक वाजू वेक वाजूवरावर आहे. (१. ई उप. २.)
आतां डअक आणि बअक ह्या दोन त्रिकोणांपैकीं पहिल्याच्या
डअ, अक ह्या वाजू दुसऱ्याच्या वभ, थक ह्या धातूंशी अनुक्रमे
समान आहेत,
आणि पहिल्याचा डक पाया दुसऱ्याच्या वक्र पायाबरोबर आहे;
म्हणून डअक कोन बअक कोनावराबर आहे. (१ .ड)
परंतु डअक कोन काटकोन आहे, (रचना)
म्हणून वथक कोनही काटकोन आहे. (प्र. प्र. ११ उप.)

त्याकरिता जर कोणत्याही त्रिकोणाच्या इत्यादि.

१. (१ .४८ व १ .४७) ह्यांचा परस्पराशी कोणता सबंध आहे?
२.(१ .४८) च्या सिद्धतेकरितां जी रचना करावी लागते, तिचे

सामान्य स्वरूप सांगा
.. ३.(१ .४८) हा सिद्धांत (१ .२४) च्या आधाराने क्रमविरुदरीती
सिद करून दाखवा



वीकुडची भूमिति.

पहिल्या पुस्तकाच्या सातच्या खडावग्
( म्हणजे १४२. .४७ व १ .-८८ ह्यांवर)

प्रश्न.
१ विशालकोणत्रिकोणांत विशालकोणासमोरच्या बाजूवरील चो-

रस हा इतर दोन बाजूवरील चौरसांच्या वेरजेपेक्षां मोठा असतो.
२ त्रिकोणाच्या लघुकोनासमोरच्या वान्नृदूरचा चौरस हा, इला

दोन बाजूवरील चौरसांच्या वेरजेपेक्षां लहान असतो.
३. त्रिकोणाच्या एका बाजूवरील चौरस इतर दोन वाजूनीत

चौरसांच्या वरजेपेक्षा मोठा असल्यास, त्या वात्रृसुमोरचा कोन त्रिशा-
लकोण असतो

४. त्रिकोणाच्या एका बाजूवरील चौरस इतर दोन बाजूवरील
चौरसांच्या बेरजेपेक्षा लहान असल्यास, त्या वाजुसुमोरचा कोन लघु-
कोण असतो.

५. चौरसाच्या दोन्ही कणावरील चौरसांची बेरीज त्याच्या प्रे-

त्येक बाजूवरील चौरसाच्या चौपटीबरोबर असते.
६. अशी एक रेषा काटा की, तीवरील चौरस दिलेल्या दोन रे-

पावग्:लि चौरसांच्या वेरजेवरावर होईल.
७. अशी एक रेषा काटा कीं, तीवरोल चरस दिलेल्या अनेक

रेषांवरील चौरसांच्या वेरजेवरावर होईल
८. अशी एक रोग काढा कीं, तीवरील चौरस दिलेल्या रेपर्वरी-

ल चौरसाच्या दुपटीवरावा होईल
अशी एक रेपा काढा कीं, तीवरील चौरस दिलेल्या रेषेचेर्दू'

ल चौरसाच्या अमुक (पूर्ण) पटविरोवर होईल
० अशी एक देणा काढा की, तीवगील चौरस दिलेल्या दोन

अमान रेषांवरील चौरसांच्या वजावाकीवरोवर होईल
१. भ रेपा व रेषेच्या दुपटीवरोवर ( अथवा तिपटीवरोघर)

६.:५रे२८२९( -७.ते-,



पहिलें पस्तक १२५
१२. ''अ रेषा व रेषेच्या अमुक पटीवरोवर आहे, तर श्रवरील

चौरस वरील चौरसाच्या किती पटीवगेश असेल? त्या प्रश्नाचें

उत्तर काडण्याची सामान्यरीति सांगा.
१३. कोणत्याही रेषेवरील चौरस, तिच्या अर्धावरील चौरसाच्या

चौपटीवरोवर असतें; तिच्या ततीयांशावरील चौरसाच्या ५ पटीव-
रोवर असतें तिच्या चतुर्थाशावरील चौरसाच्या १६ पटीचरोवर अ-
सते, इत्यादिक

१४. एक रेषा अ फुटू लांबीची आहे, तर तीवरील चौरसांत
चौरसफूट किती तयार करितां येतील?

१५. अ रेपवेरील चौरस व रेषेवरील चौरसाच्या चौपटीवरोवर
अथवा ५ पटीबरोवर किंवा १६ पटीवरोवर असलें, तर अ रेषा व
रेषेच्या अनुक्रमे दुपटीयरोवर अथवा तिपटीवरोवर किंवा चौपटी-
थरोवर असेल.

१६. '' एका रेषेवरील चैनसामध्यें एक फुटू लांबीच्या रेषेवरोल
चौरसाएवटाली चौरसें तयार केली असतां, तसली अ चौरसें हो-
तात, तर ती रोग किती फट लावीची असेल ?'' त्या प्रश्नाचें उत्तर

काढण्याची सामान्यरीति सांगा.
१७. एका काटकोनत्रिकोणाच्या कण?खेरीज वाजू अ रेषेच्या

अनुक्रमें तिपटीवतेयर व चौपटीवसेवर आहेत, तर त्याचा कर्ण

अच्या किती पटीवरोवर असेल?
१८. एका काटकोनत्रिकोणाचा कर्ण व एक वाजू ही अनुक्रमे

१३ व ५ फ्रूट लावीची आहेत, तर त्याची दुसरी वाजू किती एस
लांबीची असेल?

१९. '' काटकोनत्रिकोणाच्या तीन बाजूपैकी कोणत्याही दोही-
रेया लाव्या एकाच रेघापरिमाणाच्या योगाने सांगितल्या असतां, ति-
सरीची लांबी काडावयाची.'' ह्या कृत्यामध्यें जीं दोन कृत्ये आहेत,
तीं निरनिराळी सांगून त्यांच्या सामान्यरीति सांगा.

२०. चौरसाची वाजू व त्याचा कर्ण हीं दोन्ही कोणत्याही एका-
च रेषापरिमाणाने नेमकी मोजितां येतील काय? कारण काय? ''चौ.



१०६६
पष्ट्रिढची भूमिति.

रसाची वाजू व त्याचा कर्ण ही अन्योन्यापरिच्छेद्य परिमेये आहेत ''
ह्या वाक्याचा अर्थ काय?

२१ प्रत्येक काटकोनत्रिकोणाच्या तीनही वाजू एकाच रेणप-
रिमाणानें नेमक्या मोजून दाखविता येतील काय? ज्यांच्या तिन्ही
वाजू कोणत्यातरी एकाच रेषापरिमाणानें नेमक्या मोजितां येतील,
असे पांच काटकोनत्रिकोण काटा, व ज्यांच्या सर्व वाजू कोणत्याही
एकाच रेषापरिमाणानें नेमक्या मोजितां येणार नाहींत, असे पांच
काटकोनत्रिकोण कारा.

पुढील प्रश्नांची उत्तरें सुमाराची सांगा.
( १ ). काटकोनत्रिकोण समद्विभुज असल्यास त्याचा कर्ण इतर

प्रत्येक वाळूच्या किती पटीवगवर असतो?
( २) ज्या काटकोनत्रिकोणाचा एक कोन ३० अंशांचा आहे,

त्याची त्या कोनासमोरची वाजू व दुसरी ( म्हणजे ६० अंशांच्या)
कोनासमोरची बाजू ह्या, कर्णाच्या कितव्या कितन्या हिरशावरोवर
असतात?

( ३) समभुजत्रिकोणाच्या कोणत्याही कोणविद्रूपासून् समोरच्या
बाजुऽवर काटिलेला लंब त्याच्या प्रत्येक बाजूच्या कितव्या हिश्शाषरा-
वर असतो?

( ४) ज्या समभुज चौकोनाचा एक कोन १२० अंशांचा आहे
त्याचा त्या कोनासमोरचा कर्ण ( व त्याच कोनांतून जाणारा कर्ण)
त्याच्या प्रत्येक याहूच्या किती पटीवरावर असतो?

२२. ज्या त्रिकोणाच्या तीन वाजू ( १) ५,१ ऐ १५ अथवा १०
किंवा ५,१ ०D,१ ५ फूट लांबीच्या आहेत त्याच्या प्रत्येक

कोनाची जाति (म्हणजे तो काटकोन, लघुकोन किंवा विशालकोन
आहे हें) सांगा

२३. त्रिकोणाच्या शिरोपिटप्रासून पायावर टाकिलेल्या लंपानें

हे८ज२े९?हे क्ल५८-६



पहिलें पुस्तक. १२७
२४. त्रिकोणाच्या शिरोविंदूपासुन पायावर टाकिलेल्या लवाने

जेर पायाचे असमान भाग झाले, तर त्या भागावरील चौरसांची व-
जादाकी इतर दोन बाजूवरील चौरसांच्या वजावाकीवरोबर असते.

२५.(१ .४७) च्या आकृतींत (१) फण. साह ह्या रेषा अनुक्रमे
ग, ह विद्रृकडे वाढविल्या असतां मिळतात; (२) त्यांचा मेलनविं.
दु क्ष व अ पिटु ह्यास साधणारी अक्ष रेषा बक कर्णावरीवर होते;
आणि ( ३) ती रेषा बकला मिळे तोपर्यंत वाढविली अ.
सतां बकवर लंब होते.

२६.(१ .४७) च्या आकृतीत ढब. ईक ह्या रेषा अनुक्रमे फग,
सह ह्या रेषांस अनुक्रमे न, य विद्रूत मिळत तोपर्यंत वाढविल्या,
आणि नम साधिली'र ता: बऊपन हें बक कर्णावरीलचीरस होईल.

२७. मागच्या दोन प्रश्नांत सांगितलेली सर्व रचना केल्यानें अब-
नल, अकमक्ष हे जे चौकोन तयार होतात, ( १) ते समातरमुज-
चौकोन असतात; ( २) ते अनुक्रमे वग, कढ चौरसांषरावर
असतातू व ( ३) अनुक्रमे बल, कल चौकोनाबरोबर असतात.

२८. मागीलप्रश्नाच्याआधागनें १ .४७चीसिद्धता करून दाखवा.
२५. अवक त्रिकोणाच्या अब, अक ह्या वाजूवर त्रिकोणाच्या

बाहेर) अनुक्रमें अवफग, अकसह हे समांतरभुजचौकोन काडि-
ले; फण. सह वाजू क्ष विद्रूत मिळत तोपर्यत वाढविल्या;
अक्ष साधिलीर आणि बक बाजूवर डबकई हा असा एक
समांतरभुजचीकोन काढिला कीं, त्याच्या वड, कई ह्या वायू
अक्षशी समान व समांतर होतील. तर बकवरील चौकोन
हा, अब, थक ह्यांवरील चौकोनांच्या बेरजेवरोबर आहे, असें
ासद्ध करा.

३०.(१ .४७) हा मागील प्रश्नाचा विशेष प्रकार आहे,असेदाखवा.
३१. काटकोनत्रिकोणाच्या काटकोनविटूपासून कर्णावर टाकि-

लेल्या लंबाने कर्णाचे जे दोन भाग होतात, त्यावरील चौरसें व लं.
वावरील चीरांची दुप्पट ह्यांची बेरीज, कर्णावरील चौरसा;वराभर
असते



दुसर पुस्तक.
व्याख्या

१. ज्या काटकोनवीकोनाच्या जवळजवळच्या दोन धातू दि-
लेल्या दोन रेषा असतील अथवा त्यांच्या परोपरीच्या रेषा असतील,
तोकाटकोनचीकोन '' दिलेल्या दोन रेषांनी झालेला आहे '' असें
म्हणतात.

असें, अब, बक ह्या दिलेल्या दोन अ व
रेषा थक काटकोनचौकोनाच्या जब.
ळजवळच्या बाजू आहेत, म्हणून तो
'' अब, वक्र ह्या रेषांनी झालेला का- ड क
टकोनचीकोन '' होय. जर न, पआरदिलेल्या दोन रेषा आहेत, आणि जर अक काटकोनचौकोनाच्या
अब, वक्र ह्या जवळजवळच्या दोन वाज अनुक्रमे न, य ह्या रेषाशी
समान आहेत; तर '' धक काटकोनचौकोन न म ह्या रेषानी
झालेला आहे '' असेही म्हणतात. तसेंच जर भव आणि म त्या दि-
लेल्या दोन रेषा आहेत, आणि जर, यक ही य क्रीवर आहे; तर
धक काटकोनचौकोन अब आणि म ह्या रेषानी झालेला आहे ''असेही म्हणतात

ते आणि अक त्यांनीं२. काटकोनचौकोन '' ह्यांचे ठि.

-६स६ु. :२५
क्यूऊऋऋऋऋज्यूउऋइऊ?इऊउऋउऋउस्तजज्ञत्रहरकताचलूवणktउऊ?ऊ?ज्युऽउरउउएउऊऊत्सदक्कल्ह?ख्य३पशफ्लृ?rए?एकजद्धक३रुरक्तृरउऊऋएक्काक्यृईऊळुउ?त्यभतख्युऊऊ??जळ्याचश्व??

ई:



दुसरेपुस्तक

जसं, गड हा कर्णाभोंवतालचा अ ई
समांतरभुजचीकोन व आस, कफ
हे एक, असे तीन चौकोन मिळून
गोमुखी होय. ही गोमुखी अगस ह,--अथवा ईहक किंवा सगच अथवा ५-.कहई अशी वाचितात.

ह्याच आकृतीत हर्दृक ही दुसरी एक गोमुखी झाली आहे.

व्याख्यांविषयीं प्रश्न.

१. काटकोनचौकोनाच्या कोणत्या बाजू समान असतात व को-
णत्या असमान असतात?

२. पहिल्या व्याख्येत कोणत्या परिभापिकपदाचा अर्थ सांगितला
आहे? काटकोनचौकोन वस्तुतः किती रेषांनीं झालेला असतो?
'' दोन रेषांनीं झालेला काटकोनचौकोन '' ह्या पदाची व्याख्या क-
रून ठेविली नसती, तर त्याचा कांहीं अर्श करितां आला असता
काय? ज्या चौकोनाला '' दिलेल्या दोन रेषांचा काटकोनचौकोन ''
म्हणावय?चें, त्याच्या जवळजवळच्या दोन बाजू प्रत्यक्ष त्या दिलेल्या
रेपाच असल्या पाहिजेत काय?

३ '' रेषेवरील चौरस '' त्या पदाचा अ व्याख्येत सांगितलेला
अर्थ व त्याचा पहिल्या पुस्तकांत मानलेला अर्थ ह्यांच्यामध्यें भेद
कोणता? ह्या दोन अर्थापेकी व्यापक अर्थ काणता?

४. समांतरभुन्न चौकोनांतल्या कोणत्याही बिंदूंणपासून त्याच्या वा-
तूंशी समांतर रेषा काढिल्या असतां दुसऱ्या व्याख्येत सांगितल्या
प्रकारची गोमुखी तयार होईल काय?

५. '' समातरसुज चौकोनाच्या कर्णाभोंवतालचे दोन समांतरभुज
चौकोन व दोन पूरक समांतरच चौकोन ह्यापैकी तीन चौको-
नांच्या वेरजेला गोमुखी म्हणावे '' हे वाक्य व दुसरी व्याख्या
त्यांच्यामध्यें भेद कोणता?

ऐ. गोमुखी वाचण्याची सामान्यरीति सांगा.



वाकुडची भूमिति.
- सिदांत १.. मय.
जर दोन रेघांपैकीं एकीचे अनेक भाग केले, तर त्या दोन रेघानी

झालेला काटकोनचौकोन हा, न विभागिलेली रेघ आणि विभागिले-
ल्या रेघेचा प्रत्येक भाग ह्यांनी झालेल्या काटकोनचौकोनांच्या बेरजे-
बरोबर होतो

अ आणि वक्र ह्या दोन रेघा आहेत, आणि बकचे ड, ई ह्या

विदुत् तीन भागकेले आहेत; तर अ आणि बक त्या रेघांर्नी झालेला
काटकोनचौकोन हाथ आणि वड, अ आणि डई, व अ आणि ट्रेक
त्यांनीं झालेल्या काटकोनचौकोनृत्यया वेरजेबरोवर होईल.

व पाहून हक वर वास लंब काटू व ड व क
( १ .१ १)आणि वग, अ घरावर कर. ( १ .३)

ग पासुन गड, वक्ता। समांतर ग स ल ह
काढ; आणि बगशीं ड ई क ह्या- फ -पासून डस, ईल, कह, समांतर काढ. ( १३१)

आतां वह हा चौकोन वत;, ढल, ० ह्या तीन चौकोनांच्या
पेरजेवरावर आळे (प्र. प्र. उ.)

२ वह हा, गव आणि बक ह्या रेघानी झालेला काटकोनचीकोन

आणि नव. रेघ अ वरावर आहे; ( रचना)
म्हणून तो अ आणि वक्र त्यांनीं झालेला आहे; (२ वाल्या १

हा,२. आणि ९.?ऽ झालेला काटकोनचीकोन आहे,

२: उऽ२२२१-ईऋा।इrंळ्य?ईंना५९-३ह६े६५:८.९२.हे१ :-



दुसरें पुस्तक. १३१
म्हणून भ आणि वक्र ह्यानी झालेला काटकोनचौकोन हा, अ आणि
वट, अ आणि टर्र, व अ आणि ईक ह्यानी झालेल्या काटकोनचौ.
कोनांच्या वेरजेवरावर आहे.

द्याकरितां, जर दोन रेघांपैकी इत्यादि.

१. दिलेल्या दोन समयीद ५. काटकोनचोकोन तयार कर-

ण्याची सामान्यरीति सांगा.
२. दोन रेषा दुसऱ्या दोन रेषाशी अनुक्रमे समान असतील, तर

पहिल्या दोन रेषांचा काटकोनचीकोन दुसऱ्यादोन रेषांच्या काटकोन-
चौकोनावरत्येर असतो.

३. ''.दोन रेषांपैकीं प्रत्येकीचे कितीही व कसेही भाग केले, तर त्या

दोन रेषांचा काटकोनचोफोन हा, एकीचा प्रत्येक भाग व दुसरीचा
प्रत्येक भाग ह्यांच्या काटकोनचौकोनांच्या बेरजेचरोवर असतो.''
हें प्रमेय २.१ ह्याच्या आधाराने सिद्ध करून दाखवा.

४. (२. १) ह्यांत दिलेल्या दोन रेषांपैकी एकीचे जे भाग केले
आहेत, ते सारे दुसरी एवडाले असले, तर त्याच्या प्रतिज्ञेला कसें
स्वरूप येईल

५. तिसऱ्या प्रश्नातल्या प्रमेयामध्यें दिलेल्या दोन रेषांपैकीं प्रत्ये-
फीचे जे भाग कल्पावयाचे, ते तिसऱ्या एका रेषेएवढाले कल्पिले,
तर या प्रमेयाचे स्वरूप कसें होईल?

२ईं. (२. १) ह्यांत दिलेल्या दोन्ही रेषा सारख्या असल्या व त्यांपैकीं

एकीचे दोनच भाग कल्पिले असले, तर त्याची प्रतिज्ञा कशी म्हणा.
बी लागेल?

७ (२. १) ह्यांत दिलेल्या दोन रेषांपैकीं एकीचे दोनच भाग क.
लिले, आणि त्यांपैकीं एक भाग दुसऱ्या रेषेएवढा असला, तर
त्याच्या प्रतिज्ञेचे स्वरूप कसें होईल १

तिसऱ्या प्रश्नातल्या प्रमेयामध्यें दिलेल्या दोन रेषांपैकीं प्रत्येकी-

चे दोन दोनच भाग कल्पिले आणि एकीचे दोन भाग दुसरीच्या

२ भागृगांशी अनुक्रमे समान असले, तर त्या प्रमेयाचे स्वरूप कसें



मखिंडची भमिति.

५. '' दिलेल्या अनेक रेपांची वैरीज व दिलेली दुसरी एक रेषा
ह्यांचा काटकोनचौकोन हा, त्या अनेक रेषांपैकीं प्रत्येक व ती दुसरी
रेषा ह्यांच्या वेगळ्या वेगळ्या काटकोनचीकोनांच्या वेरजेवरोबर अ-
सतो.'' हें (२१) त्याचेंच रूपांतर आहे, असें दाखवा.

सिद्धांत २. प्रमेय.
जर एका रेघेचे दोन भाग केले, तर सर्व रेघ आणि प्रत्येक भाग

त्यांनीं झालेले काटकोनचौकोन मिळून, सर्व रेघेवरील चौरसानं-
रावर होतात.

अवचे क बिंदूत दोन भाग केले आहेत; तर अब आणि बक
(यांनी झालेला काटकोनचौकोन, व अब आणि धक ह्यांनी झा-
लेला काटकोनर्चाकोन मिळून, अववरील चोरसाचरात्रर होतील.

अब वर अवईड चौरस कार, (१. ४६) अ कबआणि कपासन् कफ ही, अडशी किंवा बई-
शी समांतर काट. ( ते ३१)

आतां अहे हा चौकोन आरू आणि कडे
ह्या दोन चौकोनांच्या देरजेवराचा: आहे डक.( प्र. प्र. ड.परंतु -हे हा अव वरील चौरस आहे,
अक हा, अड आणि अक ह्यांनींझालेला. काटकोनचौकांन आहे,
परंतु भड, अबवरावर आहे: ( १ व्याख्या ३०)
म्हणून त्रास हा अव आणि थक ह्यांनी झालेला काटकोनचौकोन
आहे; ( २. व्या. १)२? कई हा वर्ड आणि वक्र त्यांनीं झालेला काटकोनचौकोणे

परंतु बर्थ, अब वरावर आहे, ( १ व्याख्या ३०)
म्हणून की हा अब आणि वक्र जनी झालेला काटकोनचोकोन
आहे- ( २. व्या. १)म्हणून लव, धक काटकोनचौकोन आणि अव वक्र काटक्रो.
नर्चाकोन मिळून, यचमधवरील चौरसाबरावर आहेत.

थाकरिता, जर एका रेषेचे इत्यादि.



दसर पुस्तक

मश्न.
१. (२२) ह्याच्या सिद्धतेकरितां रचना कोणती करावी लागते?
२.(२२) हा (२. १) ह्याचा विशेपप्रकार आहे, असें दाखवा.
३.(२२) त्यांत दिलेल्या रेपेचे कितीही भाग केले, तर त्याची

प्रतिज्ञा कशी म्हणावी लागेल?
४.(२२) ह्यांत दिलेल्या रेषेचे दोन समान भाग केले, तर त्याची

प्रतिज्ञा कशी म्हणावी लागेल?
५. '' दोन रेषांच्या वेरजेवरील चौरस हें, ती बेरीज व प्रत्येक रेषा

ह्यांनीं झालेल्या काटकोनचौकोनांच्या वेरजेवरोवर असतें.'' हें .२)त्याचेंच रूपांतर आहे, असें दाखवा'.
सिद्धांत ३. ममेय

एका रेघेचे दोन भाग केले, तर सगळी रेघे आणि एक भाग
ह्यानीं झालेला काटकोनचौकोन हा. दोन भागांनी झालेला काटकोन-
चौकोन व प्रथम घेतलेल्या भागावरील चौरस ह्यांच्या बेरजेवरावर
होतो.

अब रेघेचे क बिंदूत दोन भाग केले अ. क व
आहेत; तर अब, बक काटकोनचाकोन
हा, अक, क्व काटकोनचौकोन आणि
बकवरील चौरस ह्यांच्या षेरजेवरावर
होईल. फ 'ड ई

वक्र रेघेवर कडईब चौरस काढ ( १. ४६)
ईड रेघ फ बिंदूपर्यंत वाढीव, आणि द्ये बिंदूतनू कडशीं किंवा
बद्देशी अफ रेघ समांतर काट. ( १. ३१)

आतां आहे चौकोन, अड आणि कई ह्या दोन चौकोनांच्या वे.
मजेवरावर आहे. ( प्र. प्र. उ.)
परंतु अई हा अब आणि बर्ड रे:घांर्नी झालेला काटकोनचौकोन आहे,
आणि बई, बक वरावर आहे, ( १. व्याख्या ३०)
म्हणून अई हा अब आणि बक त्यांनीं झालेला आहे;. च्या. १)



१३४ युल्लिडची भ्रृमिति.

तशीच कड, स्त वरावर आहे, ( १. व्या. १०)
म्हणूनभड हा अक, वकह्याचाकाटकोनचोकोनआहे, (२. व्या. १)
आणि कई हा वकवरील चौरस आहे. (रचना)
म्हणून अव, वक्र काटकोनचाकौन हा, अक, कब काटकोनची-
कोन आणि बकवरील ची ह्यांच्या वेरजेवरायर आहे.

ह्याकरितां, जर एका रेघेचे दोन भाग इत्यादि.

य.१.२ ह्यांच्या सिद्धतेकरितां रचना कोणती करावी लागते १

हा (२१) ह्याचा विशेपप्रकार आहे, असें दाखवा.
३.(२३) ह्यांत दिलेल्या रेपेचे कितीही भाग केले, तर त्याच्या

प्रतिज्ञे स्वरूप कसें होईल?
४.१२१ ह्यांत दिलेल्या रेषेचे दोन समान भाग केले, तर त्याच्या

प्रतिज्ञेचें स्वरूप कसें होईल?
५. '' दोन रेषांपैकी एक व त्यांची बेरीज ह्यांचा काटकोनचौकोन

हा, त्या दोन रेपांचा काटकोनचीकोन व पूर्वक रेगेवरील चौरस
त्यांच्या पेरजेवरोवर असतो.'' हें (२३) ह्याचेच रुपांतर आहे, असें
दाखवा.

सिदांत ४. ममेय.
जर एका रेघेचे दोन भाग केले, तर सर्व रेषेवरील चौरस हा,

दो भागावरील वेगवेगळे चौरस आणि त्या दोहा भागानी झालेल्या
काटकोनचौकोनाची दुप्पट द्यांच्या वेग्:जेत्ररोवर होतो.

अब रेघेचे क विटूंत् दोन भाग केले अ क व
आहेत, तर अब रेघेवरील चौरस खें, क
अक आणि बक त्या दोन भागावरील ह
चौरस व त्याच भागानी झालेल्या काट-
कोनचौकोनाची दुप्पट ह्यांच्या वेग्जेष- -ईरोषर होईल:

अब रेघेवर अडईव चौरस कार, ( १४६ ).



दुसरें पुस्तक १३५
वड साधू (गृ. कृ. १)
आणि क बिंदूतून कगफ, अडशीं किंवा बईशी समांतर काट, आणि
ग विईतून अवशीं किंवा डईशीं हस समांतर काट. ( १३१)

आतां कफ, अडशीं समांतर आहे, आणि वड त्यांस मिळते,
म्हणून कगव बाह्य कोन, अडब कोनावरावर आहे; (१ .२९)
परंतु अब बाजूअड बाजूवरावर आहे, (१. व्याख्या ३०)
म्हणून अबड कोन अडब कोनावरोवर आहे, (१ .५)
म्हणून कगब कोन कवग कोनावरावर आहे; ( प्र. प्र. १)
त्यास्तव कप. कब वरावर आहे. (१ .६)
आतां कस हा समांतरभुज चौकोन आहे. अ क व

(१. व्याख्या ३५)
त्याच्या कग, कब ह्या जवळजवळच्या वाजू हसूसमान आहेत असें सिद्ध झालें,
आणि त्याचा व हा कोन काटकोन आहे,

ड फ द(१. व्याख्या ३०)
म्हणून कस हा चौरस आहे, (१४६ उपसि. २)
आणि तो कबवरील चौरस आहे.
ह्याच प्रमाणें सिद्ध करितां येईल कीं, हफ हा लग वरील चौरस
आहें, आणि तग ही अक बरोबर आहे, (१ .३४)
म्हणून हफ हा थक वरील चौरस आहे. ( २. व्याख्या अ)
सारांश हफ, कस हे अनुक्रमे थक, कब ह्यांवरील चौरस आहेत.

कग वाजू कब बाजूवरावर आहे, (१. व्याख्या ३०)
म्हणून अग हा, अक, कब ह्यांनी झालेला काटकोनचीकोन आहे.

(२. व्याख्या १)
अग चौकोन गई चौकोनावरावर आहे, (१ .४३)
म्हणून् अग, गई ह्यांची बेरीज अगच्या दुपटीयरावर आहे,
म्हणून धग, गई ह्यांची बेरीज, अक, कब ह्यांनी झालेल्या काटको.
चौकोनाच्या दुपटीबरोबर आहे.
म्हणून टफ. कस, अग, गई ह्या चार चौकोनांची बेरीज ही,



१३६ यीसुरूची रविति.
लक, करु ह्यावरील चारसे व अक, कब काटकोनचीकोनाची
दुप्पट ह्यांच्या वेरजेवरावर आहे.
परंतु त्याच चार चौकोनांची बेरीज अर्ड चौकोनावरावर म्हणजे अत
बरोल चौरसावरावर आहे; (प्र. प्र. उ.)
म्हणून अवरोल चौरस हा, थक, कच ह्यावरील चौरसें व अक,
कब काटकोनचौकोनाची दुप्पट ह्यांच्या वेरजेवसेवर आहे. (प्रप्रा)

ह्याकरिता जर एका रेघेचे इत्यादि.
उपसि. १ चौरसांच्या कर्णाभोंवतालचे समांतरभ्रज चौकोनही

चौरस असतात.
उपसि. २ कोणत्याही रेपेवरील चौरस हें तिच्या अर्धावरील चो-

रसाच्या चौपटीवरावर असतें.

१ ( १) (२४) च्या सिद्धतेकरितां जी रचना केली आहे,तिचे
सामान्य स्वरूप सांगा, व ( २) त्याच्या सि:द्वतेला लागणारे आधार
अनुक्रमाने सांगा

२.(२४) च्या आकृतीत हफ हा चीरस आहे, असें प्रत्यक्ष सिद्ध

करून दाखवा
३.(२४) च्या आकृतीत गई हा अक, बक ह्यांचा काटकोन

चौकोन आहे, असें सिद्ध करा.
४. '' रेषेचे तीन भाग केले, तर त्या रेपेवरील चौरस हा, सर्व

मागावी न' चोरसे आणि प्रत्येक दोन दोन भागानी झालेल्या कॉट-
कोनचौकेनाची दुप्पट त्यांच्या वेग्:जेबरोवर असतो. '' हैं सिद्ध करी.
५.(२४) ह्यांतील रेषेचे कितीही भाग केले .तर त्याच्या प्रतिज्ञेचे

स्वरूप कसें होईल?
६. (२४) ह्यांतील रेषेचे २४ अथवा कितीही समान भाग केले,

तर त्याच्या प्रतिज्ञेचें स्वरूप कसें होईल?
७.१२४ च्या सिद्धतेकरितां जर अशी रचनाकेली कीं, अब वर

थर्ड चौरस काढून् कफ ही अडशी किंवा बईशी समांतर कां-
दिली; धड, बई ह्यांचे अनुक्रमे थक, कब एवढाले अनक्रमे धने,



दुसर पुस्तक

बम हे तुकडे पाडिलेर आणि न, स बिंदूतून भवशी समांतर अशा
नम, अग (या रेषा काढून त्या करु रेषेला अनुक्रमे प, ग दिऊरचत

मिळत तोपर्यंत वाढविल्या; तर ९४ द्याची सिद्धता फार थोडक्यांत
होते. असें दाखवा

८. ( २ .४) त्याच्या सिद्धतेकरितां रचना मुळीच न करितां
२.३, प्र. प्र. २, २ .२ व प्र. प्र. १ ह्यांची योजना अनुक्रमानं केली,
तर त्याची सिद्धता थोडक्यांत होते, असें दाखवा.

९. '' दोन रेषांच्या बेरजेवरील चौरस हें, त्या दोन्ही रेपावरील
चौरसे वॅ त्यांच्या काटकोनचीकोनाची दुप्पट त्यांच्या वेरजेवरोबर
असतें.'' हे '२४) ह्याचेच रूपांतर आहे, असें दाखवा.

१०. दोन रेपांच्या वेरजेवरील चौरस व त्या रेषांवरील चौरसांची
वेरीज ह्या दोहोंपैकीं जास्त परिमेय कोणतें? व केवड्याने जास्त?

११. २४) हा १२.) ह्यावरील तिसऱ्या प्रश्नांतल्या प्रमेयाचा
एक विशेष प्रकार आहे, असें दाखवा.

सिदांत ५. ममेय.
रेपेचे दोन समान व दोन असमान भाग केले असतां, असमान

भागांचा काटकोनचौकोन व छेदनविद्रूच्या मधील रेघेवरील चौ-
रस हे दोन मिळून, अर्ध्या रेघेवरील चौरसावरावर होतात.

अव रेघेचे क विद्रुत दोन समा- अ क ड व
न आणि ड बिंदूत दोन असमान ल- स मभाग केले आहेत; तर अड, उब
काटकोनचीकोन आणि कट वरील
चौरस हे दोन मिळून, कब वरील ई.. ग
चोरसावरावर होतील

कब रेघेवर कईफव चौरस काढ, ( ते. ४६)
बई साधू (यु. कृ १)
आणि ड विद्रूतून कईशीं अथवा बफशीं डहग रेघ समांतर का,
ह विंठूनतून कवशीं अथवा ईफशीं सलग रेघ समांतर काढ; आणि
व विंदूतून कळशी अथवा बमशीं अस रेघ समांतर काढ. (१ .३१)



१३० पुलिडची सुमिति.

आतां अक, कब ह्या रेषा समान आहेत; ( प्रतिज्ञा)
ह्मणून भल कप, हे समातरभुजचौकोन समान आहेत. ( १ .३५)
कड. टफ हे एक समान आहेत. ( १ .४३)
अल कम ह्या समान चौकोनांत अनुक्रमे कह, टफ हे समान चौ-
कोन मिळविले,
तेव्हां त्यांच्या बेरजा म्हणजे अह चौकोन व कमग गोमुखी ही

प्र. प्र २)समान झाली. (.ह्या दोन समान आकृतींपैकीं प्रत्येकींत लग चौकोन मिळविला,
तेव्हां अट, लग ह्या चौकोनांची बेरीज ही, कमग गोमुखी व लग
चौकोन ह्यांच्या बेरजेवरामर म्हणजे कफ चौकोनावरावर आहे.

( प्र. प्र. २)
आतां डह,डवह्यारेषा समान आहेत,प्ऱ्षद्ध उपसि.१ व १ .व्या.३०)
ह्मणृन्.अहहाअड,डवह्याचाकाटकोनचाकौनआहेर (२. व्याख्याने)
लग हा कडवरील चौरस आहे; ( १. ३४,२.४ उपसि. १

व २. व्याख्या अ)
आणि कफ हा कबवरील चौरस आहे, (रचना)
म्हणून अड, डब काटकोनचीकोन व कडवरील चौरस मिळून बक-
वरीले चौग्:सात्ररायर आहेत

ह्याकरिता रेपेचे दोन समान इत्यादिक
उपसि. ''दोन असमान रेषांवरील चौरसांची वजाबाकी ही, त्या

रेषांची वेरीज आणि वजावाकी ह्यांनी झालेल्या काटकोनचीकोना
वरावर असते.'' ही गोष्ट, वरील सिद्धांताच्या आकृतीमध्ये अर्क.
कड ह्या मूळच्या असमान रेषा मानिल्या असतां स्पष्ट दिसेल.

प्रश्न.
१. (२५) च्या सिद्धतेकरितां जी रचना करावी लागते, प्रिच

सामान्य स्वरूप सांगा.
२.(२५) ह्याच्या आकृतीत अक, कड ह्या दिलेल्या दोन रेपा

आहेत असे माना, आणि त्यांच्या योगाने '' दोन असमान रेपांची
बेरीज आणि वज्ञाधाकी ह्यांचा काटकोनचौकोन वधाकड्या रेषेवरील



दुसरं पुस्तक,

चौरस ह्यांची बेरीत ही, मोठ्या रेषेवरील चारसावरावर असते.'' हें
२.५ त्याचें रूपांतर आहे, असें दाखवा.

२. '' रेपेचे दोन समान व दोन असमान भाग केले, तर असमान
भागांचा काटकोनचीफोन व अर्ध्या रेषेवरील चोग्स (ग्रा दोहोंपैका
मोठी आकृति कोणती? व केवड्याने मोठी असते?

४ .२५ च्या आकृतीत अत काटकोनचौकोन व कफ चौरस
झलयापरिमिति (म्हणजेवाजूच्यावेरजा) सारख्या आहेत,असेदाखवा.

५. ''एक काटकोनचीकोन व एक चौरस ह्यांच्या परिमिति सा-
रख्या असल्यास, चौग्:साचैं क्षेत्रफळ काटकोनचौकोनाच्या क्षेत्रफळा

पेक्षां जास्त असतें. '' हें २.५ च्या आकृतीतील अट काटकोन-
चौकोन व कफ चौरस ह्यांच्या योगाने सिद्ध करा.

६. दिलेल्या समर्याद रेषेचे कोणत्या बिंदूत दोन भाग केले असता
त्या भागांचा काटकानचौकोन महत्तम होईल?

७.(२५) च्या आकृतींत अक. कड ह्यादिलेल्यादोन रेषा माना,
व त्यांच्या योगाने खालीं लिहिलेले सिद्धांत सिद्ध करून दाखवा.

( १) दोन असमान रेपांची बेरीज आणि वजाबाकी ह्यांची ३-
रीज मोठीच्या दुपटीदगेवर असते.

( २) दोन असमान रेषांची बेरीज आणि बजावाकी ह्यांची वजा-
वाकी धाकट्या रेषेच्या दुपटीपरोवर असते.

ड. रेषेचे दोन समान व असमान भाग केले, तर छेदनविदृंमूधील
अंतर हे, असमान भागांच्या वजाथाकीच्या अर्धाषरोबर असतें.

९.(९५) ह्याच्या सिद्धतेकरितां कोणतीही रचना केल्यावांबून
.. तो सिद्ध करून दाखवा

सिदांत ६. प्रमेय.
जर एका रेघेचे दोन समान भाग करून, ती कोणत्याही एका

बिंदूपर्यंत वाढविली, तर वाढविलेल्या भागासहित सर्व रेघ आणि
वाढविलेला भाग ह्यांनी झालेला काटकोनचौकोन व अर्ध्यारेघेवरील
चारेस द्यांची वेरीज ही, अर्धी रेघ आणि वाढविलेला भाग मिळून
झालेल्या रेघेवरील चौरसादरादर होते.



१४० युष्टिडची भूरमिति.

अब रेघेचे क बिठून दोन समा. अकवडन भाग केले आहेत, आणि ती ड ठ -विरुपयेत बाटविली आहे; तर अड, स

उब काटकोनचीकोन आणि कब
वरील चौरस ह्यांची बेरीज ही, ध गककड वरील चौरसावरावर होईल.

कड वर कईफड चौरसकाड; (१४६)
जुई साधू (ए. कृ. १)

व घेपरंतून कशी किंवा डफशी बडम समांतर काट; ह बिंदू.
तून अडशीं किवा ईफशी सलम समांतर काढू आणि अ विंदूरतून
कलशी किंवा डमशीं अस समांतर कार. ( १. ३१ ??

आतां धक, कब ह्या समान आहेत, ( प्रतिज्ञा)
म्हणून अल, कह हे समातरभुजचौकोन समान आहेत. ( १.२६१
परंतु कह पूरक हफ पृर्कावगवर आहे;, ( १ '४३१
म्हणून अल चौकोन हफ चौकोनावरावर आहे. ( प्र. प्र. ' ?ए

ह्या प्रत्येकांत कम चौकोन मिळविला
तेव्हां सगळा अप चौकोन, कमगगोमुखीवरावर झाला. (प्र. प्रर्षे
ह्या दोन समान आकृतींत लग चौकोन मिळविला,
तेव्हां श्रम, लग ह्या चौकोनांची बेरीज ही कमग गोमखी व लग
चौकोन ह्यांच्या बेरजेवरावर, म्हणजे कफ चौकोनावरोवर झालो.

२)( प्र. प्र.
आतां डम, इव समान आहेत (२४ उपसि १ व १ व्याख्या ३०)

५,२ईर.क९:..करऽहे

२. व्याख्या अ)आणि कफ हा कडवरील चौरस आहे; ( रचना)

८८८७कींक आणि कबवरील चौरस मिळून,
द्याकरिंनां, जा एका२; इत्यादि
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यस.
१. (२६) ह्याच्या सिद्धतेकरितां जी रचना करावी लागते, तिचे

सामान्यस्वरूप सांगा.
२.(२ .६) च्या आकृतींत थक, कड ह्या दिलेल्या असमान रेपा

आहेत, असें मानून, २ .५ चा उपसिद्धांत २६ त्यामध्येंही सिद्ध

झाला आहे, असें दाखवा.
३.(२ .५) ह्यावरील दुसऱ्या प्रश्नांत जें २५ द्याचे रूपांतर सांगित-

ले आहे, तें २६ त्याचेही रूपांतर आहे, असें दाखवा, आणि त्यावरून

२५ व २६ हीं दोन्ही एकाच प्रमेयाची भिन्न रूपे आहेत, असें प्रत्य-

यास आणून द्या

४.२६ त्याच्या आकृतीत वथ रेषा अ विट्रृपलीकडे वाटवृन्
तिचा बडएवटा अई तुकडा पाडा आणि त्याच्या योगानं, '' फूड
हें भड, वड ह्यांच्या वेरजेचें अर्ध आहे '' व '' कब हें अड, वड
ह्यांच्या वजावाकीचे अर्ध आहे.'' ह्या दोन गोष्टी स्पष्ट करून दाखवा.

५. मागच्या प्रश्नाच्या आकृतीमध्ये अट, वड ह्या दिलेल्या दोन
रेज माना, आणि त्यांचा योगानें '' दोन रेपांचा काटकोनचाकोन व
त्यांच्या वजावाकीच्या अर्धावरील चौरस ह्यांची बेरीज ही, त्याच रे-
पाच्या बेरजेच्या अर्धावरील चौरसावरावर असते '' हें२५ व २६
ह्यांचें रूपांतर आहे असें दाखवा.

सिद्धांत ७. प्रमेय.
जर एका रेघेचे दोन भाग केले, तर सर्व रेघ आणि तिचा

एक भाग ह्यांवरील चौरसांची बेरीज ही, सर्व रेघ आणि तोच भाग
त्यांनीं झालेल्या काटकोनचौकोनाची दुप्पट व दुसऱ्या भागावरील
चौरस ह्यांच्या घेरजेवरावर होते

अब रेघेचे क विरुतदोन भाग केले आहेत; अ क व
तर अब आणि चक हगवरील चोरस्राची वे-
रजि ही, अब, बक काटकोनचौकोनाची टु- हजपट आणि अकवरील चौरस ह्यांच्या बेरजे-
क्रावर होईल

फ
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अब रेघेवर अडर्डव चौरस काढून. २४ ह्यांतील रचनेप्रमाणेच

सर्व रचना कर.
आतां धग गई हे चौकोन समान आहेतु (१ .४३)

ह्या प्रत्येकांत कस चौकोन मिळविला,
तेव्हां अस कडे हे चौकोन समान झाले; (प्र. प्र. २)
म्हणून अस कई ह्यांचीत्रेरीज असच्या दुप्पटीभगवर आहे.

अस कई ह्यांची बेरीज ही, थक्क गोमुखी वे कस चौकोन
ह्यांच्या बेरजेवरावर आहे;
म्हणून असफ गोमुखी व कस चौकोन अ कटह्यांची बेरीज ही, अस चौकोनाच्या डुपटी-
भराभर आहे. (प्र. प्र. १) ह.ह्या प्रत्येकांत टफ चौकोन मिळविला; तेव्हां
असफ गोमुखी, हफ चौकोन व कस --ईचौकोन ह्या तीन आकृतींची वेरीज ही, अस चौकोनाची दुप्पट व
हफ चौकोन ह्यांच्या वेरजेवरावर झाली. ( प्र. प्र. २)
पण त्या तीन आकृतींची बेरीज ही, अई चौकोन व कस १९,ह्यांच्या बेरजेवरावर आहे, ( प्र. प्र. उ. व प्र. प्र. २
म्हणून अई चौकोन व कस चौकोन ह्यांची बेरीज ही, अस चौकी-
नाची दुप्पट व टफ चौकोन ह्यांच्या वेरजेचरात्रर आहे. ( प्र. प्र. १)

आतां अई चौकोन अबवरील चौरस आहे; ( रचना)
कस चौकोन कववग्:लि चौरस आहे, ( २४ उपसि. १)
अस चौकोन अब, कब ह्यांचा काटकोनचौकोन आहे; ( १ व्याख्यी

३० व २. व्याख्या १)
आणि हफ चौकोन थक वरील चौरस आहे, (१. ३४२ .४ उपहि.

१ व २. व्याख्या अ)
म्हणून अब, बक त्यावरील चौरसांची वेरीज ही, अब, वक्र काते-
कोनचौकोनाची दुप्पट व थकवरील चौरस त्यांच्या ऐरजेवरावर आहे.

द्याकरितां जर एका रेघेचे इत्यारिक.
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प्रश्न.

१. (२७) च्या आकृतीत:'अव, अक खावतीलचाची बेरीजही, अब, थक काटकोनचौकोनाची दुप्पट व बकवरील चौरस
ह्यांच्या वेरजेवरावर आहे '' असें सिद्ध करून दाखवा.

२.(२७) च्या आकृतीत अई चौरसाच्या वाहेर आणखी एक
फईत्रर चौरस काढा, आणि त्याच्या योगाने ''अब, बक काटकोन-
चौकोनाची दुप्पट ही, असफ गोमुखी व फईवरील चौरस ह्यांच्या

बेरजेवगेयर आहे '' ही गोष्ट स्पष्ट करून दाखवा.

३.२७ च्या आकृतीत अब, बक ह्या दिलेल्या रेषा माना,
आणि '' दोन रेषांवरील चौरसांची बेरीज ही, त्या दोन रेषांच्या
काटकोनचीकोनाची दुप्पट व त्यांच्या वजावाकीवरील चौरस त्यांच्या

वेरजेबरोवग् असते '' हे २७ ह्याचेच रूपांतर आहे, असें दाखवा.

४.(२७) च्या आकृतींत अब,कव ह्या मूळच्या रेषा माना, आणि
त्यांच्या योगाने '' दोन रेषांवरील चौरसांची वजाबाकी व त्याच रे-
यांच्या वजापाकीवरील चौरस ह्यापैकी मोठी आकृति कोणती १

वु केवढ्याने मोठी? '' ह्या प्रश्नांची उत्तरे स्पष्ट करून दाखवा.

५.(२७) च्या आकृतीत अब, कब ह्या मूळच्या रेषा माना,
आणित्यांच्या योगाने, '' दोन रेषांच्या वजावाकीवरील चौरस हें, त्या

रेषांवरील चौरसांची बेरीज व त्यांच्या काटकोनचौकोनाची दुप्पट
त्यांच्या वजावाकोबरोवग् असतें '' हें २७ ह्याच रूपांतर आहे,
असें दाखवा.

सिदांत ८. ममेय
जर एका रेपेचे दोन भाग केले, तर सर्व रेषा व तिचा एक भाग

(यांच्या बेजेवगील चौरस हा सर्व रेषा व तोच भाग ह्यांच्या काट.
कोनचौकोनाची चौपट व दुसऱ्या भागावरील चौरस ह्यांच्या बेरजे-
बराबर असतो.

अब रेषेचे क विदुत् दोन भाग केले आहेत; तर अब, बक
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त्यांच्या वेग्:जेवगल चौरस हा, अव,वक जी क व ड
काटकोनचौकोनाची चौपट व अक भ न
वरील चौरसह्यांच्या बेरजेवरोवर होईल.

-अओ( १) अब वाटवृन् वक्र बरोबर
वड कर; (गृ. कृ. २ व १ .३)
अडवर अईफड चौरस काट; (१४६ है हे.? फ
डई सांधू, आणि क, व बिंदूरतून धईशी अथवा :थ्फशे? समांतर
रेषा काढणें इत्यादिक वाकीची रचना २४ ह्यांतील रचनेप्रमाणें कर.

(२) ( आधीं पर, रओ ह्या रेषा समान आहेत व गप कग
ह्या समान आहेतअसं सिद्ध करुं:)

पर बरोबर कच आहे, (१३४
कवरसेवा वड आहे, २०व वड वरीवर रओ आहे; (?१ ३४
म्हणून पर कोचर रओ आहे (प्र प्र १ सि २)

२२२आहे, (९ .४ उपसि १ व १ व्या ३०)

५७ बड आहे ३४१

र बस ७., (०४ उपास १ व kz??ए? ३१
प.७२. कर आहे .८३?२९:५.९: ::

?????

:ट२ मरकरदूर-र. ई १

व पल२.२क. :;
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म्हणून अग, मप, पल, गट हे चारही चौकोन समान आहेत;

(प्र. प्र. १ उपसि. २)
म्हणून ह्या चोहोंची वेरीज अगच्या चौपटीबरोबर आहे.

( ४) आतां अग, गप, पल, रफ ह्या चोहॉची बेरीज अग-
च्या चौपटीवरोवर आहे, आणि कस, वन, गर, सभो ह्या चोहो-
ची वेरीज कक्क्या चौपटीबरोबर आहे;
म्हणून ह्या आठ चौकोनांची बेरीज अग, कस ह्यांच्या बेरजेच्या
चौपटीवराबर आहे ()म्हणजे अओह गोमुखी अत चौकोनाच्या चौपटीबरोबर आहे.
(ग्रा प्रत्येकांत सह चौकोन मिळविला;
तेव्हां अभोह गोमुखी व सह चौकोन ह्यांची बेरीज, अस चौक-
नाची चौपट व सह चौकोन ह्यांच्या वेरजेचरावर झाली; (प्र. प्रमु)
म्हणून अफ चौकोन हा, अस चौकोनाची चौपट व सह चौकोन
ह्यांच्या वेरजेवरात्रर झाला. (प्र. प्र. उ व प्र. प्र. १)

( ५) आतां आठ चौकोन हा अडवालि, म्हणजे अब. बक
ह्यांच्या पेरजेवरील चौरस आहे, (रचना)
बस रेषा कबवरोवर आहे, (२४ उपसि. १ व रचना व प्र. प्र. १)
म्हणून अर्ध हा अब, वक ह्यांचा काटकोनचीकोन आहे,

(०५. व्याख्या १)
आणि सह हा अकवरील चौरस आहे.

(१३४८२४ उपसिग् व २व्याख्या अ)
एन अब, बक ह्यांच्या वेरजेवरील चौरस हा, अब, बक काट-
कोनचीकोनाचो चौपट व अकवरील चौरस ह्यांच्या वेरजवरावर

आहे
द्याकरितां जर एका रेषेचे इत्यादिक.

मश्न.
१. (२८) रेया सिद्धतेकरितां केलेली रचना सांगा
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२ (१) (२८) च्या सि:द्वतेचे जे पांच भाग मानिले आहेत, त्या

प्रत्येकाचा विषय सांगा. (२) दुसऱ्या भागामध्ये पुरच्या भागाकरितां
कोणकोणत्या रेपांची समानता ठरवून ठेवावी लागते? (३) ह्या हि-
द्धांताच्या सि:द्वतेमध्ये कोणतें प्रमेय सिद्धतेवाचन स्वीकारिलेलें आहें १
तें प्रमेय न स्वीकारिता २८ ह्याची सिद्धता करून दाखवा.

३ '' दोन रेषांच्या वेरजेवरील चौरस हा, त्या रेषांच्या काटको-
नचौकोनाची चौपट व त्यांच्या वजावाकीवरील चौरस त्यांच्या ३.
रजेवरावर असतो'' हें २८ त्याचेंच रूपांतर आहे, असें दाखवा.

४. दोन रेपांच्या वेरजेवरील चौरस आणि वजावाकीवरील ची-
रस ह्यांपैकी मोठा कोणता? केच्याने मोठा.?

५.२८ ह्याच्या सिद्धतेकरितां चौरस काढणें इत्यादि रचना
केल्यावाचून तो सिद्ध करून दाखवा.

६. '' कोणत्याही रेषवेरील चौरस तिच्या अर्धावरील चौरसाच्या
चोपटीवरावर असतो '' हा सिदांत ९० च्या आकृतीवरून स्पष्ट

करून दाखवा
सिद्धांत ९. प्रमेय

जर एका रेघेचे दोन समान आणि दोन असमान भाग केले, तर
दोन असमान भागावरील चौरसांची बेरीज ही, अर्धरेघेवरील चीर-
स आणि विभागणाऱ्या ६च्या मधील रेघेवरील चौरस ह्यांच्या दुटींच्या वेरजेवरावर असते.

क विंदृंत् अब रेघेचे दोन समान भाग केले आहेत, आणि ड
विटत दोन असमान भाग केले आहेत, तर अड बे डब त्यावरील
चौरसांची बेरीज ही, थक आणि कड ह्यावरील चौरसांच्या दुपर्टी.
च्या थेरजेवरावर होईल.

(१) क विदुतृऽनू अवर कडेलय?काट. (प प १)
कई, थक क्रावर किंवा कबश!.१. (व साधू ( ८ र्कृं?rए? १) फूएएrएंं क rंं



दसरे पुस्तक ४७
ड मधून डास, कईर्शी सम;तर काट, आणि फ मधून फन,
बअशीं समांतर काढू (१ .११)
आणि अफसाव.. (गृ. कृ. १)

( २ ). (आर्वी अईव, निक आणि अडक हे कोन काटकोन
आहेत. असें सिद्ध करूं.)
आतां अझई त्रिकोणाचा अकई कोन काटकोन आहे; (रचना)
म्हणून त्याचे अईक, ईअक हे इतर दोन कोन मिळून एक काटको-
नावरावर आहेत; (१ .३२ उप. ४)
आणि ते परस्पर वरावर आहेत; ( रचना व १ .''वू)
म्हणून त्यांतील प्रत्येक अर्धकाटकोन आहे.
ह्याच कारणास्तव कदंब. ईबक (या दोन कोनापैकी प्रत्येक अर्ध-

काटकोन आहे
म्हणून सर्व अईब कोन एक काटकोन आहे.
ईगफ कोन ईदरव कोनावरावर आहे, (१२ भान २)
आणि ईकव कोन काटकोन आहे, (रचना)
म्हणून ईगफ कोन ही काटकोन आहे. (प्र. प्र. ११ उप.)
त्याप्रमाणेंच सिद्ध करितां येईल कीं, अडफ कोन काटकोन आहे.
( आतां ईग, गफ (या रेषा समान आहेत व डफ, डब या समान
आहेत, असें सिद्ध करूं.)
फग, कब ह्या समांतर रेघांस इव रेघ मिळते,
म्हणून ईफग कोन ईवक कोनावरायर आहे, (१२ भाग २)
आणि कईब कोन विक कोनावरावर आहे, ( रचना व १ .५)
म्हणून ईफग कोन कईव(म्हणजे गईफ) कोनाबरावर आहे(प्रर्त्री)
म्हणून ईग बाजू गक वाजूवरावर आहे. ( ' .६ ?ए

त्याप्रमाणेंच सिद्ध करितां येईल की, डफ वाजू डच बाजूवरावर
आहे.

( ३) आतां अकर्क हा काटकानेत्रिकोण आहे व त्याच्या अ--,
कई त्या बाजू समान आहेत; ( रचना)
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म्हणून अई वरील चौरस अकवरील चौरसाच्या दुप्पटीवरावा
आहे. ( १ .४७ उपसि. २
ह्याच कारणास्तव ईफ वरील चौरस गफ वरील चौरसाच्या दुप्पटी-
वरावर आहे
आणि गक. कड वावर आहे;, ( १. ३४)
म्हणून ईफवरील चौरस कडवरील चौरसाच्या दुप्पटीबरोबर आहे;

( १. इ, प्र. प्र. ६ व प्र. प्र. १)म्हणून अई. ईफ ह्यांवरील चौरसांची बेरीज, थक कड त्यावरीत
चोरसा-चग रुपटी-प्या बेरजेवरोवर आहे. (प्र. प्र. २)

परंतु जईफ कोन काटकोन आहे,
म्हणून अफ वरील चौरस, अई, ईफ ह्यांवरील चौरसांच्या बेरजे-
क्रावर आहे; ११४७
म्हणून अफ वरील चौरस, अक, कड ह्यावरील चौरसांच्या दपटा.

२२२९आओरपी ( प्र .किं
डफ कोनआहे म्हणूनअफ शाल?ह्यांवरील चौरसांच्या वेरजेवरावर आहेर,९७,शुरू अडू. डफ त्यावरील चौरसांची बेरीज थक कड रणवरीले
(रसाच्या दुपटीए-या वेरजेवरावर आहे १

आणि डफ, डब वरावर आहे, (

लें.
ऐरऊएए -:-९इ?.जे??? क१ : :

ह्याकरितां जर एकू८.हर्ते. १ प्र.

८८-६ किल७८



१४५
२. ( १) २. रेया सिद्धतेचे जे तीन भाग मानिले आहेत,त्या

प्रत्येकाचा विषय सांगा. ( २) दुसऱ्या भागामध्ये पुइच्या नागा-
करितां कोणते कोणते कोन काटकोन आहेत असें सिद्ध करून ठेवावें
लागतें? व कोणत्या रेपांची समानता ढरवून ठेवावी लागते?
३.(२५) च्या आकृतीत अक, कड (या दिलेल्या रोग माना,

आणि त्यांच्या योगाने '' दोन रेपांची बेरीज आणि वजावाकी ह्या-
वरील चौरसांची बेरीज ही, त्या रेषांवरील चौरसांच्या दुपटाच्या पेर-
ज्ञेवरावर असते '' हें २५ ह्याचेच रूपांतर आहे, असें दाखवा.

४.(२९) ह्याची सिद्धता आणि त्याच्या मागच्या आठही सिद्धां-
तांच्या सिद्धता ह्यांच्यामध्यें मुख्य भेद कोणता दिसतो १ मागच्या
आठही सिद्धांतांमध्यें ज्याप्रमाणें रेषांचे काटकोनचौकोन व रेषां.
वरील चौरसें हीं प्रत्यक्ष तयार करून त्यासिद्धांतांच्या सिद्धता केल्या,
त्याप्रमाणें २५ ह्याचीही सिद्धता करून दाखवा.
५.(९५) ह्याची सिद्धता रचनेवाच्रृन करून दाखवा.

सिद्धांत १०. प्रमेय
जर एका रेघेचे दोन समान भाग करून ती कोणत्याही एका

बिंदूपर्यंत वाढविली, तर एकंदर रेघेवरील चौरस आणि वाढविलेल्या
भागावरील चौरस त्यांची बेरीज ही, अर्ध्या रेघेवरील चौरसाची
दुप्पट व अर्धी रेघ आणि वाढविलेला भाग मिळून झालेल्या रेघे.
वरील चौरसाची दुप्पट ह्यांच्या वेरजेबरोवर असते.

अब रेघेचे क घडून दोन स- ईफमान भाग करून ती ड विइपर्यत

वाटविलीआहेरतर अट आणि डब भ ड
ह्यावरील चौरसांची बेरीजही अस्त्र

आणि कड ह्यांवरील चौरसांच्या ग
दुपटींच्या बेरजेवरोबर होईल.

( १) क विइंतुन अवर कई लंब कार; (१ .१ १)
कई, धक वरावर किवा कब वरावर कर; (१ .३)
अहे, ईव साधु ( ए. कृ १)



२,
आ

८जवळ असर्ग

तिलाही मिळेल.
'त मिळत तोपर्यंत वाढीव, आणि
आधा अ५२व
'६.)

ह्याच कारणास्तवकइब अ
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फईग

त्यास्तव
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दुसर पुस्तक. १५१
म्हणून गक बाजू फई वाजू वरावर आहे. (१ .६)

( ३) आतां अकई हा काटकोनत्रिकोण आहे व त्याच्या झनक,

कडे ह्या बाजू समान आहेत; (रचना)
म्हणून अईवरील चौरस अक वरील चौरसाच्या दुपटीचरावर आहे.

( १ .४७ उप. २)ह्याच कारणास्तव ग वरील चौरस फईवरील चौरसाच्या दुपटी-
क्रावर आहे,
आणि फई, कड वरावर आहे;, ( १. ३४)
हाणून इन वरील चौरस कड वरील चौरसाच्या दुपटीवरावर
आहे;. (१. इ, प्र. प्र. ६ व प्र. प्र. १)
म्हणून व; व ईग (यावरील चौरसांची वेरोज, थक आणि कड
त्यावरोल चौरसांच्या द्रुपटीच्या वेरजेवरोवर आहे. ( प्र. प्र. २)
परंतु अग वरील चौरस अश्, ईग ह्यांवरील चौरसांच्या बेरजे-
दरावर आहे; ( १. ४७)हाणून अग वरील चौरस अक, कड ह्यांवरील चौरसांच्या दुपटी-
च्या वेरजेवरावर आहे. ( प्र. प्र. १)
पण अट, डग त्यावरील चौरसांची घेरीज अग वरील चौरसाव-
रावर आहे; ?? ' '
म्हणून अड, डग ह्यावरलि चौरसांची बेरीज धक, कड ह्यांव-
सल चौरसाच्या दुपटींच्या बेरजेवराबर आहे. (प्र. प्र. १)
आणि डग, डब वरावर आहे;
म्हणून अड. डग त्यावरील चौरसांची बेरीज अड, उब ह्यांवरील
चौरसांच्या वेरजेडारावर आहे; ( १. इ, प्र. प्र. २ व प्र. प्र. १)
द्यास्तव धड आणि डब त्यावरील चौरसांची बेरीज ही, अक आणि
कड ह्यांवरील चौरसांच्या दुपटींच्या षेरजेवरावर आहे. ( प्र. प्र. १)

त्याकरिता. जर एका रेघेचे इत्यादि.
प्रश्न.

ते. (२१० व २५) ह्यांच्या सिद्धतेकरिता ज्या रचना केल्या
त्यांच्यामध्यें भेद कोणता दिसतो? २५ र्ह्यातील रचने-



युलिडची भूषित

सारखीच रचना करून तिच्या योगानें २१० ह्याची सिद्धता क.
रून दाखवा

२. (.२१ ०) ह्याच्या सिद्धतेचे जे तीन भाग कल्पिले आहेत, त्या

प्रत्येकाचा विषय सांगा.

३.(२१०) च्या आकृतीत अक, कड ह्या दिलेल्या रेषा माना,
आणि त्यांच्या योगाने, २५ प्रश्न ३ ह्यांत जें २० चे रूपांतर सा-
गितलें आहे, तें २१० ह्याचेंही रूपांतर आहे, असें दाखवा; व त्या-

वरून २९ आणि २१० हो एकाच प्रमेयाची भिन्न स्वरूपे आहेत,
असें दाखवा

४.(९१ पासून २८ पर्यत) सिद्धांत जसे त्यांतल्या रोगवरील
चौरसें वगैरे प्रत्यक्ष काडून त्यांच्या योगानं सिद्ध केले आहेत तसा
२१० हा सिद्धांतही त्यांतल्या रेषांवरील चौरसे प्रत्यक्ष काढून
त्यांच्या बोगाने सिद्ध करून दाखवा

१२१०) त्याच्या सिद्धघेकरितां कोणतीच रचना न करितांतो
सिद्ध करून दाखवा

२१.इरी.२. एक भाग ८८ कजबतर?जे
दिले.१:. ०३ अज्ञ दान भाग करावयाचे

आहेत कीं, सगळी रेघ आणि एक भाग
त्यांनीं झालेला काटकोनचौकोन दुसऱ्या
भागावरील चारसावरावर होईल

अब वर अवडक ९., क्रऊ८६तु रा.६-३
वण्यईंग्?र? ऽ विद्रूत दुभागूर ( ११०) ई

कल६, ईफ ईव वरावर ८ऽ कृ. १) क रो ड



टुसर पुस्तक. १५३
आणि अफ वर अफगह चौरस काढ. ( १ .४६)
म्हणजे ह विंदुंत् अब रेघेचे असे दोन भाग होतील की, अव, वह
काटकोनचौकोन, अह वरील चोरसापरावर होईल.

गह रेघ कडला स बिंदूत मिळे तोपर्यत वाढीव. ( गृ. कृ. रे)आतां अकचे ई बिंदूत दोन समान भाग केले आहेत, व ती फ
बिंदूपर्यंत वाढविली आहे; म्हणून कफ, फअ काटकोनचीकोन
आणि अई वरील चौरस मिळून, ईफ वरील चौरसावरावर आहेत.

( २६)परंतु ईज, ईद वरावर आहे;, ( रचना)
अणून कफ, फत्र काटकोनचौकोन आणि अई वरील चौरस मि-
लून, ईब वरील चौरसावरावर आहेत. ( १. इ व प्र. प्र. १)
परंतु ईअव कोन काटकोन आहे, म्हणून ईब वरील चौरस, अई,
अब ह्यांवरील चौरसांच्या बेरजेवरावर आहे; ( १ .४७)
म्हणून कफ फश्र काटकोनचोकोन आणि अर्ड वरील चौरस मि.
जून, थर्ड आणि अब ह्यांवरील चौरसाच्या वेरजेवरावर आहेत.

( प्र. प्रा)
ह्यांतील प्रत्येकांतून दोहोस साधारण अई वरील चौरस काढून टा-
किला, तेव्हां शेष कफ, फभ काटकोनचौकोन, शेष अववरील
चौरसायरावर झाला. (प्र. प्र. ३)
आता फण, फथ ह्या रेघा समान आहेत, (१. व्याख्या ३०)
झणृन् फस हा फक, फअ ह्या रेघानी झालेला काटकोनचौकोन
आहे, ( २. व्याख्या १)
आणि अड चौरस अब वर काढिलेला आहे;
द्यणुऊन फस काटकोनचीकोन अड चोरसावराबर आहे.
या दोहोस साधारण जोअस चौकोन तो प्रत्येकांतून काढून टाकिला,
तेव्हा शेष फड, हड हे चौकोन समान आहेत. (प्र. मे. ३)
पण अब. वड ह्या रेषासमान आहेत, ( १. व्याख्या ३० .)
म्हणून हट हा अब, वह ह्या रेघानी झालेला काटकोनचौकोन
आहे; ( २. व्याख्या १)



१५४
Z।क्लेदची भूमिति.

आणि फड हा अह वरील चौरस आहें;
म्हणून अब, वह काटकोनचौकोन अहवरील चौरसावरावर आहे.

त्याकरिता दिलेल्या अब रेषेचे व विंद्रत असे दोन विभाग केले
आहेत कीं, अब, वह काटकोनवौकोन अश्वरील चौरताव-
रापर आहे.

प्रश्न.
१ (२११) ह्या कृत्याची जी रोति एये सांगितली आहे, तिघे

सामान्य स्वरूप सांगा.
२.(२११) ह्यांत जीरचनाएथे केली आहे, तीपैकीं दिलेल्या

१९३ इष्टभाग करण्यास आवश्यक असणारी रचनाकोणती, व सिद्ध-

तेमध्यें मात्र उपयोगी पडणारी रचना कोणती?
उ. '' दिलेल्या रेपेवर तिच्या एका टोकापासुन् लंच कादवी, ले-

वाचा दिलेल्या रेषेएवडा तुकडा ( त्याच टोकापासून) पाडावा, लंब
दुभागावा, लंबाचा मध्य व दिलेल्या रेषेचें दुसरें टोंक ही साधावी '
साधणाऱ्या रेपेचा लंबाच्या अर्धाएवढा तुकडा ( लंबाच्या मध्याप!-
सून) पाडावा, आणि शेवटीं साधणाऱ्या रेपेच्या राहिलेल्या भागी-
एवडा दिलेल्या रेषेचा (दुसऱ्या टोंकापासून तुकडा पाडावा. '' अशी
रचना केल्यानेही दिलेल्या रेषेचे २११ ह्यांतील इष्ट प्रकारचे भाग
होतात, अरे सिद्ध करून दाखवा

८' १२. नं) च्योआकृतींत थालेल्दारेपचो ग्रह हाभाग अवघ्या
अर्धापेक्षा जास्त आहे, असें सिद्ध करा
५(२११) ह्यांत दिलेल्या रेषेचे जे दोन भाग केले आहेत त्यां-

पैकीं ज्यावरील चौरस, सगळी रेषा व दुसरा भाग ह्यांच्या काटकोन -

चौकोनावरोयर असतो, तो भाग दुसऱ्या भागापेक्षा मोठा असतो '
असे सिद्ध करा.
६.(९११ १च्या आकृतीमध्ये कफरेपेचे थ विदतु जे भाग झाले

३७.ते२.?२९ प्रकारचेच आहेतबॅ अक हा त्या-

एक. इस्तैस्ाउउ?शवयाच१ आहे कीं एकंदर १वा



दुसरें पुस्तक.

आणि वाढविलेला भाग ह्यांचा काटकोनचोकोन मूळ्य-या रेषेवरील
चौरसावरावर होईल. '' हें कृत्य, दिलेलो रोग २११ प्रमाणें वि-
मागून तिच्या मोठ्या भागाइतकी ती रेपा वाढविल्यानें होते,
असें दाखवा.

८. '' दिलेल्यारेपेचे २११ प्रमाणें दोनभागकरून त्यांपैकीं मोठ्या
भागाचा लहान भागाएवडा तुकडा पाहिला, तर ज्या बिंदूत तुकडा
पडतो त्या बिंदूत मोठा भाग ही २.११ प्रमाणेंच विभागिला जातो,
व तो तुकडा त्याचा मोठा ]गग असतो '' असें सिद्ध करा.
९.(२११) च्या आकृतीवरून असें दाखवा कीं, '' २११ प्रमाणें

विभागिलेल्या रेपेचा मोठा भाग हा, ती रेषा व तिचे अर्ध ह्यांच्या
चौरसांच्या वेरजेवरोवर जिचा चौरस आहे, अशी रेवा व तें अर्ध
ह्यांच्या वजाबाकीवरावर असतो. ''

सिद्धांत २. अमेय.
विशालकोणत्रिकोणाच्या विशालकोणासमोरच्या बाजूवरील चौ-

रस हा, इतर वाजुवूरील चौरसांच्या वेरजेपेक्षां, इतर वाजूपैकी एक
वाडवून तीवर समोरच्या कोणविंदूपास्रृन काढिलेल्या लंवाचें विशा-
लकोणविटृपासुन अंतर व तीच वाजू ह्यांच्या काटकोनचौकोनाच्या
दुपटीने, जास्त असतो.

अवक्र त्रिकोणाचा अकव हा विशालकोण आहे, तर अब वाजू-
वरील चौरस हा, अक आणि बद्र ह्यांवरील चौरसांच्या वेरजेपेक्षां,
वक्र वाढवून तीवर अ विदुपासून काढिलेल्या अड लंबाचे क त्रि.

द्रुपास्रन अंतर कड आणि तीच वाहू बक ह्यांच्या काटकोनचीको.
नाच्या दुपटीने, जास्त होईल.

क बिंदूत वड रेषेचे दोन भाग' झाले रेआहेत, म्हणून वड वरील चौरस हा, बक जइं
आणि कड त्यावरील चौरस आणि यत्र:,

कड काटकोनचोकोनाची दुप्पट ह्यांच्या
केजेवरावर आहे. ( २४) व व; ड.
ह्यांतील प्रत्येकांत डथ वरील चौरस मिळविला;



युलिडची भृ।रमेति.

तेव्हां घट व डक- ह्यांवरील चौरसांची बेरीज ही, बक, कड, डअ

२३५२ऽ१७ चक, कड .ऽ-९? दुप्पट)
न१५७कोन-२३? इऽ,. ह्यातळ २७:

रजेवरावर आहे; आणि कथ वरील चौरस हा, कड, डअ ह्या-

८३७वेचस्त्योरसराघबरु२ वकल शशील या? ध्येऐ?ाrईँ१
बक कड काटकोनचौकोनाची दुप्पट ह्यांच्या बेरजेवरावर आहे.

( प्र प्र १. प्र प्र. २ व प्र. प्र. १)
म्हणजे अब वरील चौरस हा, बक, कअ ह्यांवरील चौरसांच्या
वेरजेपेक्षा वक्र कड काटकोनचौकोनाच्या दुपटीने, जास्त आह.

द्याकारता विशालकोणत्रिकोणाच्या इत्यादि.

प्रश्न.
१. ( २ .१२) ह्यामध्यें विशालकोणत्रिकोणाच्या कोणत्या वाजूरोल चौरस जास्तठरविला आहे १ कशापेक्षां जास्त ठरविला आहे १

केवड्या जास्त ठरविला आहे? इतर दोन वाजवुरील चौरसांच्या
षेरजमध्यें काय मिळविल्याने विशालकोणासमोरच्या वाजृवरचा
चौरस होईल? विशालकोणासमोरच्या वाजूवरचा चौरस, आ!
इतर वाजूपैकी एकीवर समोरच्या कोणविंदूणसून काढिलेल्या लंबाच
विशालकोण विदुपासून अंतर व तीच वाजू ह्यांच्या काटकोनचौथी!-
नाची दुप्पट, ह्या दोहॉपैकी जास्त कोणतें? केवढ्याने जास्त?

२. ( २ .१ ई) च्या आकृतीमध्यें बक वाढवून तीवर थ विश्वपासू?
लंब काटिला आहे, तसें न करिता अक वाढवून तीवर द्ये बिंदू-

तोपासून लंब का; आणि त्या सिद्धांताची व्यक्तिप्रतिज्ञा सांगून त
सिद्ध करून दाखवा

उ. विशालकोणत्रिकोणाच्या विशालकोणाजवळच्या दोन्ही बाबू
वाटवून त्यांवर समोरच्या कोणविएरपासून् लव करिटले, तर८बाजू व विशालकोणविंदुप्रासृन तीवरच्या लशापर्यत अंतर ह्यांच



१५७
काटकोनचोकोन हा, दुसरी वाजू व विशलकोणार्थदूपासून तीवरच्या
लंबापर्यंत अंतर ह्यांच्या काटकोनचीकोनावरोवर असतो.

सिद्धांत १९. ममेय.
कोणत्याही त्रिकोणाच्या लयुकोनासमोक्यच्या बाजूवरील चौरस

हा, इतर बाजूवरील चौरसांच्या वेरजेपेक्षां, इतरवाजूरपैर्कीएकीवरस-
मोरच्या कोणर्थिंदूपासून काढिलेल्या लंबाचे लधुकोणावेदूपासून अंतर
व तीच वाजू ह्यांच्या काटकोनचीकोनाच्या टुपटीने, कमी असतो.

( लघुकोन त्रि- अ अ
कोण ( १) व वि- (१) (२)
शालकोणत्रिकोण
( २) ह्यास एकच ज्यइं

सि:द्वतालाप-वडक व क डअ. हा त! लिहिली आहे, आणि मग (३) काटकोनत्रिकोणाची

लिहिली आहे.)
( १) व ( २) ह्या प्रत्येक आकृतींत अवक त्रिकोणाचा व हा

लपुकोण आहे, अ बिंदूपासून, ( १) ह्या आकृतींत बकवर आणि
( २) ह्या आकृतांत बझ वाढवून तीवर, अड लंब काटिला आहे.
तर अकवरील चौरस हा, अब, वक्र ह्यावरींल चौरसांच्या बेरजे-
पेक्षां बक, बट काटकोनचोकोनाच्या दुपटीने. कमी होईल.

(१) त्या आकृतीत बक रेपेचे ड विद्युत दोन भाग झाले आहेत
व (२) त्या आकृतीत वड रेषेचे क रिक्षेत दोन भाग झाले आहेत,
म्हणून प्रत्येक आकृतींत बझ, बट ह्यांवरील चौरसांची बेरीज ही,
बक, वड काटकोनचौकोनाची दुप्पट व कडवरील चौरस ह्यांच्या
भैरजेवरावर आहे. (ई'७ह्या प्रत्येकांत अडवरील चौरस मिळविले,
तेव्हां बझ वट अट ह्यांवरील चौरसांची वेरीज ही, बक, वड
काटकोनचौकोनाची दुप्पट व कड, अड त्यावरील चौरसें त्यांच्या
वेरजेवरोबर झाली. ( प्रप्रर)
परंतु वड, अड ह्यावरील चौरसांची बेरीज अबवरील चौरसाबरा-



सद्धाताच्या

त्याआकृतीत
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आणि जर त्याच्या देई, ६ ह्या वाजू समान असतील,
तर वरूडई हें चौरस ठरेल; ( १ .४६ उपसि. २ :
आणि मग अर्यातच हें इच्छिले चौरस होईल.

पंरतु जर ई, ६ ह्या समाननसतील,)तर ६; ही त्यांपैकीं कोणती तरी एक वाज वाडीच;, (गू. कृ. २
उ)तिचा ईड एवढा ईफ तुकडापाठ,)वक रेषा ग विंदूतु दुभागू ( १. १ '३)

ग मध्य कल्पृन् गफ त्रिज्येनें घटक अर्धवर्तुल कार, ( गू. डॉ.)व डई रेषा परिघाला ह बिंदूत मिळे तोपर्यंत वाढीव. (ए. कू. २
व्यणजे ईह रेषेवरील चौरस अ सरलरोरारूतीबरोवर होईल.

( गृ. कृ. १)
कारण. गह साव.आतां वफवे ग विंदुंत् दोन समान भाग, आणि ई विद्ंrाrई ७असमान भाग झाले आहेत आणून बरं. ईफ काटकोनचीकोन आ
गई वरील चौरस मिळून, गफवरील चीरसावरावर आहेत.

( २.५१
पण गक, गह वरावरआहे,. ( १. व्याख्यी!
ह्यणुरन त्यावरील चौरसे समान आहेत. ६? '
ह्यून् बई, ईफ काटकोनचौकोन आणि गर्दवरील चौरस)
ळून गहवरील चौरसाभरावर आहेत. (प्र. प्र.

परंतु गहवरील चौरस, गई आणि देत ह्यावरील चौरसांच्या८,मगवर आहे: (.'म्हणून बरे, ईफ काटकोनचौकोन आणि गईवरील चौरस मिळून!
गई आणि ईद त्यावरील चौरसांच्या ऐरजेवरावर आहेत.

( प्र. प्र. १)
ह्या प्रत्येकातून दोहोत साधारण असणारा गर्डवरील चौरस काढू
टाकिला:
तेव्हां बरं, ईफ काटकोनचौकोन, ईह वरील चीरसावरावर२,( प्र.प्र. ३
परंतु ईफ, हे क्रावर आहे ( रचना)



दुसर पुस्तक. १९१
म्हणून वड हा बई, ईफ ह्यांचा काटकोनचौकोन आहे, (२. व्याक्)
म्हणून बट काटकोनचीकोन, ईहवरील चौरसावरावर आहे.
पण वड काटकोनचोकोन अ सरळरेषाझुतीवराव।: आहे, ( रचना)
-अणुरन ईहवरील चौरस अ सरळरेषाकृतीवरावर आहे. ( प्र. प्र. १)

ह्याकरितां, ईह ही अशी रेपा काहिली आहे कीं, तीवर १४६
प्रमाणें चौरस कादिलें असतां तें दिलेल्या अ आकृतीवरावर होईल.

प्रश्न.
१. (२. १४) च्या रचनेत ब रेषा वाडवून तिचा असेन एवरा तु-

कडा पाडिला आहे; तसें न करितां तीन रोग वाडवूनतिचा बई एवडा
तुकडा पाडा, आणि त्याच्या योगाने इच्छिलेले चौरस काढून
दाखवा.

२. ( २१४) ह्या कृत्याची सामान्य रीति सांगा.
३. ( २.१४) च्या आकृतीत वर्ग हो ईडपेभर्धा मोठी मानिल्यास,

ईह रेषा वईपेक्षा लहान आहे व ईट पेक्षां मोठी आहे, असें ठरवा;
आणि त्यावरून, '' दोन असमान रेषांच्या काटकोनचौकानोवरावर
जिवें चौरस असतें, ती रेपा त्या असमानरेषांपैकीं मोठीपेक्षां ल-
हान असते व धाकटीपेर्क्षा मोठी असते '' ही दोन प्रमेयें सिद्ध हो-
तात, असें दाखवा

४. '' दिलेल्या चौरसावरावर असणाऱ्या एका काटकोनचौ-
कोनाची एक बाजू दिली आहे, तर तो काटकोनचौकोन तयार
करावयाचा '' हें कृत्य १. ४४ ह्याचाच एक विशेष प्रकार आहे,
असें दाखवा; आणि (प्राची रीति सांगा.

दुसऱ्या पुस्तकावर प्रश्न.

( १) दुसऱ्या पुस्तकाचे मुख्य विषय कोणते? ( २) दुसऱ्या
पुस्तकाच्या कोणकोणत्या सिद्धांतांचा त्यांतीलच इतर सिद्धांतांमध्ये
समावेश होतो, असें दाखविता येतें? ( ३) दुसऱ्या पुस्तकांत वस्तुतः
निरनिराळे सिद्धांत कोणते कोणते आहेत? ( ४) रेषेचे आतरभाग
व वाद्यमाग म्हणजे काय? (५) रेषेचे असे दोन प्रकारचे भाग मा.



पुखिडची भूमिति.

निले तर ( २ ९ व २. १०) त्यांचा एकाच प्रतिज्ञेंत समावेश होतो,
-.चे

अस दाखवा.
' २ '' दिलेल्या दोन रेषांपैकीं प्रत्येकीचे तिसऱ्या एकारेषेएवडाले
भाग केले तर त्या दोन रेषांचा काटकोनचौकोन हा, तिसऱ्या रेषे-
वरील चौरसाच्या, भागसंख्यांच्या गुणाकाराइतक्या पर्टावरोबर
असतो '' हें प्रमेय आकृतीच्या योगाने सिद्ध करून दाखवा.

३. '' दिलेल्यारेषेचे दुसऱ्या एका रेपेपवडाले भाग केले, तर प-
हिल्या रेषेवरील चौरस हें, दुसऱ्या रेषेवरील चौरसाच्या, भागस्वेच्या वर्गाइतक्या पटीपरोपर असतें '' हें प्रमेय आकृतीच्या यो-
गान सिद्ध करून दाखवा

४ आकृतीचे क्षेत्रफळ ह्मणजे काय? आटूरतीचों क्षेत्रपळें बहुधा
कोणत्या प्रकारच्या आकृतीनी मोजितात? इंच, फूट, हात, मैत्र,
साखळी इत्यादिक परिमाणे कोणतें परिमेय मोजण्योकरितां कल्पिली
आहेत? ज्या रेषेची लांबी एक इंच, एक फूट अथवा प्रक हात
इ० आहे, तिच्यावरील चौरसाला काय ह्मणतात?

५. पहिल्या पुस्तकाचे पाचवे खंड आणि वरील दुसरा आणि त-
सरा ह्या प्रश्नांतलीं प्रमेये ह्यांच्या आधारावर ( १) काटकोनचोकोन,
( रे) चौरस, ( ३) त्रिकोण, ( ४) सममुत्रचौकोन (५) समातरसुज
चौकोन, ( ६) समातरद्विमुजचौकोन ( ७) कोणताही चौकोन व
( ८) कोणतीही सरलरेपाकृति ह्याची क्षेत्रफळे काढण्याचे नियम
तयार करून दाखवा

६. दोन रेषा व त्यांचा काटकोनचौकोन ह्यांचें दोन संख्या घ
त्यांचा गुणाकार ह्यार्शी एका प्रकारचं सादृश्य आहे असें ( दुसऱ्या
प्रस्तूर्गतल्या प्रमेयाच्या आधाराने) प्रत्ययास आणून द्या तसेंच कै''
णतीही रेपा व तीवरील चौरस ह्यांचें कोणतीही संख्या व तिचा
वर्ग त्यार्शी त्याच प्रकारचे सादृश्य आहे असें ( तिसऱ्या प्रश्नांतल्या
प्रमेयाच्या आधाराने) प्रत्ययास आणून द्या

७. दुसऱ्या पुस्तकाचे १२ व १३ हे दोन खेरीज करून धाकीचे
सर्व सिद्धात व त्यांची रूपांतरे, ह्यांच्या प्रतिज्ञा संख्यांस उद्देशून दि.



दुसरं पुस्तक

एन दाखवा, आणि प्रत्येक सिद्धांताचे एकेक उदाहरण घेऊन त्या

सिद्धांतांचा खरेपणा प्रत्ययास आणून द्या.

८. ( २.११) प्रमाणें एखाद्या रेपेचे जर दोनभाग केले, तर ती
रेषा व तिचे दोन भाग ही तिन्ही अन्यल्हेवापरिच्छेय असतात ( म्ह-
णत्रे तीं कोणत्याही एकाच रेपा परिमाणाने नेमकी मोजितां येत ना-
हीत) असें दाखवा

९. ( २ .७ १, ( २. १३१, ( १ .४७ १, ( २.१२) व २४, ह्या

पांच सिद्धांताची एक चमत्कारिक सांगड षनते, असें आकृतीच्या
योगानें स्पष्ट करून दाखवा.

१०. त्रिकोणाचा शिरोविंदु व पायाचा मध्य ह्यास साधणाऱ्या
रेपवेरील चौरसाची दुप्पट व पायाच्या अर्धावरील चौरसाची दुप्पट
ह्यांची बेरीज ही, त्रिकोणाच्या इतर दोन वाजुवुरील चौरसांच्या बेरजे-
सरोवर असते. ( झाला इतःपर दुसऱ्या पुस्तकाचा अ सिद्धांत म्हणू.

११. समातरभुजचोकोनाच्या दोन्ही कणांवरील चौरसांची टपेरीज
त्याच्या चारही बाजूवरील चौरसांच्या थेरजेवरावर असते.

१२. '' चौकोनाच्या चारही धाणूंबरील चौरसांची बेरीज ही,
त्याच्या दोन्ही कर्णावरील चोरसें व कर्णाचे मध्य साधणाऱ्या रेषेवरील
चौरसाची चौपट (यांच्या बेरजेबरोबर असते '' हें प्रमेय सिद्ध करा;
ष ११ व्या प्रश्नांतील प्रमेयाचा ह्या प्रमेयांत अंतर्भाव होतो, असें
दाखवा.

ते ३. त्रिकोणाच्या तीन्ही वाडूंवरील चौरसांच्या तिपटींची बेरीज
ही, त्याचे तिन्ही कोणविदु व समोरच्या वाजूचे मध्य त्यांस सांध-
णाऱ्या तीन रेषांवरील चौरसांच्या चौपटींच्या बेरजेवरोवर असते.

१४. समद्विभुजत्रिकोणाच्या समान वास्तूंकी एक पायापलीकडे
वरतून तिचा त्याच बाजूपवडा ( पायाच्या टोकापासून) तुकडा
पाडिला, आणि जेथे तुकडा पडला तो विंटु व पायाचें दुसरें टोक
ही साधिलींर तर साधणाऱ्या रेषेवरील चौरस हें, पायावरील चौ-
रसाची दुप्पट व समान वास्तूंपैकी एकीवरील चौरस ह्यांच्या घेरले-
वरावर असतें.



युह्यिडची भूमित.

:९२२८७:ऽ ????२१ऽई

६६५८६ जे

२ह७े१ ा-स् काटे(नचे(एक्?ाएनाच्यासमोरासभइrए'९इrrर्ऱ्यई??

ख८ ८- ग्पावरीरनू चौरसांची ८लैसमोरासमोरच्या दुसऱ्या दोन कोणपिटुपुयत कादिलेल्या

चौरसांच्या वेरजेवराबर असते. १. रा चौरसाची पाचप' २.
इंज२े२२ कणत्वदु नि साधणाऱ्या दोन रेची

वरील चौरसांच्या चौपटींच्या वेरजेवरावर असते. क
१५ अवक त्रिकोणाचे व, क हे लघुकोण आहेत, अर्जुन

ह्या त्रिंदागसृन समोरच्या वाजवर टाकिलेले लंच त्यांस अनुक्रम इ,
' वाझ कार्ट

फ विद्युत मिळतात. तर बकवरील चरस ह, अब,?कोनचौकोन व अक कटु काटकोनचौकोन त्यांच्या वरजेवग्:शि

आहे, असें सिद्ध करा.२०. काटकोनत्रिकोणाच्या काटकोनविल्यध्पसृन् कर्णावर ८७का
ढिला असतां, कर्णाचे जे दोन भाग होतात, त्यांचा काटकोन'
लंबावरोल चौरसावरायर असतो. .द

२१. काटकोनत्रिकोणाच्या काटकोनबिंदुपासृंन् कणावर ल
काढिला असतां कर्णाचे जे दोन भाग होतात, त्यांपैकीं २११एक भाग व कर्ण ह्यांचा काटकनचीकोन हा, त्या भागाजवका
त्रिकोणाच्या) वाज्रृवरील चौरसावरावरअसतोश२ समद्विहुजत्रिकोणाच्या शिरोबिंदुपासुन् पायांतील कण
ही विद्युर्यंत काढिलेल्या रेषेवरील चौरस व पायाच्या दोन खेडांचे
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काटकोनचौकोन ह्यांची बेरीज ही, त्रिकोणाच्या समान वान्नृंपेऽकी

एकीवरील चौरसावरावर असते
२३. समद्विभुजत्रिकोणाचा पाया वाटूतून वाढविलेल्या भागांतील

कोणताही बिंदु व शिरोविंदु हे सांधिले, तर साधणाऱ्या रेषवेरील
चौरस हें, त्या बिंदूपासून पायाच्या दोन्ही टोकापर्यत अंतरांचा का-
टकोनचौकोन व त्रिकोणाच्या समान बाजूपैकी एकीवरील चौरस
ह्यांच्या बेरजेवरावर होतें

२४. ( १) काटकोनत्रिकोणाचा कर्ण व काटकोनविदुपासूरन्
कर्णावरकाटिलेलालव ह्यांचा काटकोनचौकोन हा, इतरदोन बाबूच्या
काटकोनचीकोनावरावर असतो. ( २) काटकोनत्रिकोणाचा कर्ण

व एक बाजू ह्यांची बेरीज आणि वजाबाकी ह्यांचा काटकोनचौकोन
हा, दुसऱ्या वाजूवरील चौरसावरावर असतो.

२५. काटकोनत्रिकोणाच्या कर्णाखेरीज दोन वाजूच्या ( १)
बेरजेवरील चीरस हा, त्या बाजूच्या काटकोनचीकोनाची दुप्पट
व कर्णावरील चौरस ह्यांच्या वेरजेवरोबर असतो; आणि ( २)
वजावाकीवरील चौरस व काटकोनचीकानाची दुप्पट ह्यांची वेरीज
कर्णावरील चौरसावरावर असते.

२६. 'दोन रेपांची बेरीज दिलेल्या एका रेषेवरावर आहे, आणि
वजावाकी दिलेल्या दुसऱ्या रेषेवरावर आहे. तर त्या दोन रेषा
केवढाल्या असतील ?'' ह्या प्रश्नाचें उत्तर काढण्याची सामान्य रीति
सांगा; व ती रीति संस्थांनाही लावून दाखवा.

२७. काटकोनत्रिकोणाच्या कर्णावरील चौरस हें, कर्णाचा मध्य व
कोटकोनबिंदु ह्यास साधणाऱ्या रेषेवरील चौरसाच्या चौपटीव-
रोवर असतें.

२ द्ध. ज्या काटकोनत्रिकोणाचा एक कोन काटकोनाच्या हतीच
पोशाबरावर असतो. त्याच्या त्या बाजूवरील चौरसाच्या चपटी.
क्रावर कर्णावरील चौरस असतो, व तिपटीषरोघर दुसऱ्या पाजू-
वरील चौरस असतो



दाखविणाऱ्या
दाखविणाऱ्या

आवाधा

त्याच्याच
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५८जी रेपा 'लास मिळते,

तेंहले ??५ऽ ऽ ???
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वर्तले

त्याचा

असतां

(एखाद्या

प्दुअसरकानुवाटूर



१६ याक्लेडची भूमिति.

गोष्टी वरील व्याग्त्यांमध्ये स्वीकारिल्या आहेत, असें समजू नदं.ह्या
पु सिद्ध केल्या पाहिजेत.)
(४) वर्तुलाची स्पर्शरेषा व त्याचा परिघ ह्यांना, तसेंच स्पर्शक

वर्तुलांच्या परिघांना जे एक किंवा अनेकथिटु साधा असतात,
त्यांना स्पर्शविटु म्हणावे.

( आ) जीं वर्तुलें एकमेकांस कापितात, त्यांना छेदूक वर्तुळे
म्हणावे.

(इ) वर्तुलाच्या मध्यबिंदूगयुनू कोणत्याही रेषेवर काढिलेल्ष्ट्रा

लंपास त्या रेषेचे मध्यांतर ह्मणावें

४. ज्या रेघांवर वर्तुलाच्या मध्यापासून काहिलेले लंच समान
असतात, त्या रेघांस सममध्यानर रेषा म्हणा.

५ जर एका रेघेवर वर्तुळ्यापासून काट-
लेला लव, दुसऱ्या रेघेवर काढलेल्या लंबापेक्षां

ल२े :. कार -??६. ( १) ज्या व तिने कापलेला 'भागू ह्यांच्या योगाने क्र आकृति २९नि ८वतुलरवड म्हणतात
ंप्रद्धळ्य?कप्लृंएा?टुउ?स?-उर्क्तईएrएrएएँंंउँरकैऊउ५हे:इ वतेनुलखंड होतात त्या वैकीं

२.द,२ कस म्हणतात

५८:ऽ२८-!२ कान२ त्याला ग २र्शक
( १) विवक्षितकसाखेरीजजो परिघाचा भाग असेल त्यातीक
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कोणत्याही बिंदूपासून त्या .कंसाच्या दोन्ही टका-
पर्यत त्यो काढिल्या असतां, त्यांच्यामध्यें त्या वि-
बुजूवळ जो कोन होतो, त्याला विवक्षित कैसा-
वरचा परिघकोण म्हणतात.

( २) वर्तुलमध्यापासून् विवक्षित कंसाच्या दोन्ही टोकांपर्यंत
रेषा काटिल्या असतां त्यांच्यामध्यें त्या कंसाच्या अंगास जो कोन
होतो, त्याला विवक्षित कंसावरचा मध्यकोण म्हणतात.

१०. दोन त्रिज्या व त्यांच्यामध्यें सांपडलेला कंस ह्यांच्या योगाने
जी आकृति होते, तिला बर्तुलविभाग म्हणावे.

११. ज्या वर्तुलखडातले कोन टूसमान असतात, त्यांना सरूप
वर्नुलरवड म्हणतात.

( उ) ज्या चौकोनाचे सारे कोणविंदु दिलेल्या वर्तुलाच्यापरिघांत
असतात, त्याला त्या वर्तुलात काटिलेला चौकोन म्हणतात.

( ओ) ज्या वर्तुलांचा मध्यबिंदु एकच असतो, त्यांना समकेद्र
वर्तुलें म्हणावे

( क) वर्तुलाच्या भD-यीचंद्रृखेरीज त्या वर्तुलाच्या आतल्या की-
णत्याही बिंदूला जध्येतरबिंदू म्हणावे.

( ख) वर्तुलाच्या बाहेरील कोणत्याही एकाच बिंदूपासून त्या व-
?र्तुलास दोन स्पर्शरेपा काढिल्या असतां, स्पर्शविटस् साधणाऱ्या
रेषेच्या योगाने परिघाचे जे दोन भाग होतात, त्यांपैकीं, साधणाऱ्या
रेपेच्या ज्या अंगास तो बिबु असेल, त्या अंगच्या भागाला, त्या वि-
र्रृःळग सबंधाने बहिर्यक्र परिघ म्हणतात; व दुसऱ्या आगच्या भा-
गास अंतर्वक्र परिघ म्हणतीत.

व्याख्यांविषयी प्रश्न.

थवकडईफ वर्तुलाचा म हा मध्यबिंदू आहे, अ, ब, क, ड,
ई, फ, म त्यांपैकीं प्रत्येक विटृपासून् इतरसर्व विदूपर्यत रेषा का-



१७०
दिल्या आहेत: वगमहन हा व्यास काहित्य आहे; आणि सक,
सई, पफ, पई ह्या स्पर्शरेषा काढिल्या आहेत. तर

१ ( १) अ विंदूत मिळणाऱ्या प्रत्येक ज्येनें झाले दोन दामू
वतुलखंड सांगा' ( २) दी 'ज्येने झालेल्या दोन वर्तुलखंडापक्रा
प्रत्येकांतील कोन सांगा. ( ३) कडई कंसावरचे सारे परिघ-कणि

व मध्यकोण सांगा
२. वरील आकृतीत वन व्यासाच्या प्रत्येक अंगास वर्तुलविभगि

किती व कोणकोणते आहेत?
३. वरील आकृतीत वन व्यासानें झालेल्या प्रत्येक अर्धवतेरळातले

दोन दोन कोन तयार करून दाखवा.
४. ( १) एकाच वर्तुलखंडांत होणाऱ्या कोनांची संख्या सांगत

येईल काय १ ( २) एकाच कंसावर होणाऱ्या परिघकोनांची सहवी
सांगतां येईल काय? ( ३) एकाच कंसावर अनेक मध्यकोण ५काय? ( ''वर्तुलास एकच मD:यन्यिंदु असतोही गोष्ट सिद्ध करून
प्रश्नाचें उत्तर द्या). ( -८) एकच परिघकोण एकाच वर्तुलाच्या अनेक
वर्तुलखंडातला किंवा अनेक कंसांवरचा होईल काय?

५. वरील आरूरतीमध्ये स, ए ह्या प्रत्येक मंट्रिंल्यच्या संमेधाने अंत
वैत्रःगिरघ कोणता व वहिर्वक्रपरिघ कोणता?

६. ( १) कोणत्याही वर्तुलखंडातला कोन हा, त्याच वर्तुरलीडें



ल्ल

तिसरे पुस्तक.

त्याच वर्तलाच्याकोणत्या वर्तुलखंडांतला कोन असतो?
आकृतीमध्ये, फअव, फवड, फकड, इवक,कअफ,
कोणकोणत्या वर्तुलखंडांतले व कोणकोणत्या कंसांवरचे

ण
ह्या प्र-गचेग८.एफ८टएक१२८ :उाारऋन?

उत्तर काय द्याल? कां?
५.(१) एकाच वर्तुलाच्या, समांतर असून सममध्यातर अशा दोन

ज्योमध्यम्यिंदूरच्या एकाच अंगास असणें संभवते काय? (२मध्यबिंदूच्या
एकाच अंगास असून समांतर असणाऱ्याज्या सममध्यांतर असणें सं-
भवतें काय १ उत्तरांची कारणें सांगा.

१०. ( १) वरील आकृतीमध्यें अबई ह्या त्रिकोणाचे अ, व, २

त्या विदूरजवळील तीन कोन क्षयज्ञ त्या त्रिकोणाच्या क्ष, य, ज्ञ

ह्या विदूरजवळील कोनाशीं अनुक्रमे समान आहेत; तर त्या दोन
वर्तुलाची कोणकोणती वर्तुलखंडें सरूप आहेत? ( २) अकई हा

-र्म४

त्रिकोण समभूज असला, तर अवकडईफ वर्तुलाचे कोणकोणते
वर्तुलखंड ससा होतील?

सिद्धांत १. कृत्य.
दिलेल्या वर्तुळाचा मध्य काढावयाचें.

धवक एक दिले वर्तुळ आहे, आणि त्याचा मध्य काढावयाचा

वढत टभाग.
-बट्टेतून अवर
परिघाला दोन

ह्मणज फ पटून दुभाग.
अवक वर्तुळाचा



१७२ पुक्लिडची भूमिते.
कारण, जर फ मध्य नसेल, तर ग मध्य आहे असें मान,४गज, गड, गव सांध. (गृ. कृ. १

आतां डथ वाजू डव बाजूवरावर आहे, (रचना)
आणि डग ही अडग आणि बडग त्रिकोणांस साधारण आहे,; द्य
म्हणून अडग त्रिकोणाच्या अड, डग ह्या दोन वाजू वडग.कोणाच्या वट, डग ह्या दोन बाजूशीं अनुकमे वरावर आहेत,
आणि गज पाया गव पायावरावर आहे, कारण ते ग मध्यापासून
काढिलेलेउण्हेतृ ( १ व्याख्या १५)
म्हणून अडग कोन बडग कोनावराचर आहे; ( '. ' १

म्हणून वडग कोन काटकोन आहे. ( १. व्याख्या १०)
परंतु बदक कोनही काटकोन आहे. ( रचना)
म्हणून बडग कोन वडफ कोनावरावर आहे. ( मे. प्र. १ ' १

परंतु हा ५ व्या प्र. प्रमाणाशीं विरोध आहे;
म्हणून ग चिंटू अवक वर्तुळाचा मध्य नाहीं.

ह्याच प्रमाणें अब, कई ह्यांच्या बाहेरचा कोणताही विटु मध्यध्ये

नाहीं, असें दाखविता येईल
आतां अब, कई ह्या रेषांतील, फ त्रिंदूखेरीज एखादा चिंटू मए-थें

आहे असें मानिलें, तर एकच रेषा दोन विडृतू दुभागली गेली असें
ठरून, ९ व्या प्र. प्रमाणाशीं विरोध येईल;
म्हणून फ शिवाय दुसरा कोणताही चिंटू मध्य नाहीं:
ह्याकरितां, फ विदु अवक वर्तुळाचा मध्य आहे.

आणि तोच काढावयाचा होता
उपसि. ह्यावरून असें उघड होतें कीं, '' वर्तळातजरएकरेब२: रक्कैन्ए?णे. तर त्या दुभागणाऱ्यॉ रेघेमध्ये वर्तुळानी

बझ.
१. अतुलाचा मध्यविंदु काढण्याची सामान्यरीति सांगा.
२. बहुलाचा मध्यबिंदु एकच असतो. असें सिद्ध करा.
३. ( '१) ह्याच्या रचनेमध्ये घेतलेली अव ज्या वर्तुलच्छवघालेन जो. अशी कोणी शंका -७ तर त्याच्या रचनेंत

सिद्धतेंत कांहीं फरक करावा लागेल काय?



तिसरे पुस्तक. ७ ३

सिदांत २. प्रय.
जर तुंडाच्या परिघांत कोणतेही दोन विंदु घेतले, तर ते सौ

धणारी रेघ बळाच्या आतच पडते.
अवक एक वतुळ आहे, आणि अ, व हे क

त्याच्या परिघांत दोन बिंदु आहेत; तर त्यांस
सांधणारी रेघ वर्तुलाच्या आतच पडेल.

कारण, जर ती आत पडत नसेल, तर वा- फ-

हेर अईब अशी पडते, असे समज. -तू-अवक वर्तुळाचा ड मध्य काट; ( ३१)
डभ, :टश् साधू अबकूसात फ बिंदु घे; डफ साधू ( एक. १)
आणि ती अब रेघेस इ बिंदूत मिळे तोपर्यत वाढीव. (गृ. कृ. २)

आतां डथ आणिडबपरस्परराबर आहेत; ( १. व्याख्या १५)
म्हणून डअव कोन डवभ कोनावरावर आहे. ( १. ५)आणि डअई त्रिकोणाची अई वाजू व विद्युत वाढविली आहे,
(प्रास्तव डईब बाहेरील कोन, डअई कोनापेक्षा मोठा आहे. ( १ .१ ०५)
पण डअई कोन डबई कोनावरावर आहे, असें वर दाखविले आहे,
म्हणून डईब कोन डबई कोनापेक्षा मोठा आहे. ( प्र. प्र. अ उप.)
त्यास्तव डच, डई पेक्षां मोठी आहे. ( १. १५
पण उब, डफ वरावर आहे. ( १. व्याख्या १५)
म्हणून डफ, डई पेक्षा मोठी आहे, ( प्र. प्र. अ)
परंतु हा ५ व्या प्र. प्रमाणाशी विरोध होय, ह्यणृन् अब रेषेचा ई
( वतिचा दुसरा कोणताही विठू वर्तुळाच्या वाहेर नाहीं.

अब रेषेचा अ, व ह्या बिंदूरखेरीज तिसरा कोणताही बिटू व-
कुलाच्या परिघांत देखील नाहीं, हें ही बहुतेक असेंच सिद्ध होते;
म्हणून अब रेपा वर्तुलाच्या आतच पडेल.

त्याकरिता, जर वर्तुळाच्या इत्यादि.

प्रश्न.
१. ( ३२) च्या आकृतींत अब ही वर्तुळीच्या परिषाशीं मिळ

णार नाहीं, हें ( सरल आणि वक्र रेषाच्यॉ व्याख्यांवरूनच) सिद
करून दाखवा.



वर्क्साच्या



तिसरं पुस्तक. १७५
( २) आतां जर कड रेघ अव ज्येवर लंब आहे; तर कड रेघ

अब ज्येस दुभागिते, हें सिद्ध करावयाचें.
प्रर्वीप्रमाणें रचना केली असता
-ऽ,ईभ, ते. वरावर आहे, ( १. व्याख्या १५)

हाणून ईफड कोन ईकस कोनावरावर आहे; ( १. ५)
आणि अफई कोन वरमई कोनावरावर आहे; ( १. व्याख्या १०)
म्हणून ईअफ, ईवत ह्यात्रिकोणांपैकीं एकाचे दोन कोनअनुक्रमें दुस-
ऱ्याच्या दोन कोनांवरावर आहेत,
आणि प्रत्येक त्रिकोणातील समान कोनांच्या एका जोडासमोरची
ईफ बाजू दोहोस साधारण आहे;
म्हणून श्रफ, फव वरावर आहे. ( १२६ भाग ९)

ह्याकरितां, जर वर्तुळाच्या मध्यांतून जाणारी रेघ इत्यादि.

नथ.
१. ( १) ह्यांत किती सिद्धांत आहेत? त्यांच्या प्रतिज्ञा निरनि-

राळ्या म्हणून दाखवा
२. '' ( १) बर्तुलमध्यांतून न जाणाऱ्या ज्येला टुभागणे, ( २)तीवर लंब असणें, व ( ३) वर्तुलमध्यातुन् जाणें ह्या तीन धर्मापैकी

कोणतेही दोन धर्म ज्या सरलरेपेंत असतील, तीमध्यें तिसराही धर्म

असतो '' ह्या सिद्धांतामध्ये जे तीन सिद्धांत अमित, त्यांच्या प्रति.

शा निरनिराळ्या म्हणून दाखवा.
३. ( १) जी रेघ वर्तुलमध्यातून न जाणाऱ्या ज्येला दुभागिते,

पेण तिजवर लंब नाहीं, ती वर्तुलमध्यातन जात नाहीं. ( २) जी
रेघ वर्तुलमध्यातुन न जाणल्या ज्येवर लंच आहे, पण तिला दुभा-
गीत नाही, ती वर्तुलमध्यातून् जात नाहीं. ( ३) वर्तुलमध्यातुन्

जाणारी रेघ वर्तुलमध्यांतून न जाणाऱ्या ज्येला दुभागीत नसल्यास.,
ती त्या ज्येवर लंब असणार नाहीं.. ( ४) वर्तुलमध्यांतून जाणारी
रेघ वर्तुलमध्यात्रृन न जाणाऱ्या ज्येवर लंब नसेल, तर ती त्या ज्येला
टुभोगणार नाही.



१७६ युल्लिडची भ्यप.
४ दिलेल्या वर्तुलांतील दिलेल्या चिदंरण्त्रन् जाणारी अशी एक

ज्या काटा कीं, ती त्याच हित दुभागिली जाईल.
५ परस्परांशीं समांतर असणाऱ्या दोन ज्यांचे मध्य सांधणारी

रेषा (किंवा ती वाढविली तर) वर्तुलमध्यांतून जाते.
६ परस्परांशी समांतर असणाऱ्या ज्यांचे मध्य सांधणारी रेषा

त्यांवर लंब असते.
७. परस्परांशीं समांतर असणाऱ्या ज्यापैकी एकीस दुभाग्त्यान

तिजवर लंब असणारी रेपा दुसरीसही दुभागिते व तिजवर लंच

असते.
सिद्धांत ४. प्रमेय

जर दोन ज्या परस्परांस वर्तुळांत छेदितात, आणि त्यांपैकीं (१)
प्रक किंवा ( २) दोन्ही वर्तुलमध्यात्रन न जाणाऱ्या आहेत; तर त्या

पैकीं निदान एकीचे तरी त्या विंद्रते झालेले दोन भाग असमान
असतात.

अबकड वर्तुलांत थक, वड ह्या दोन
ज्या एकमेकीस ई विद्रूत छेदितात, आणि फॅत्यांपैकीं ( १) एक अथवा ( २) दोन्ही उर
वर्तुलमध्यातूरन न जाणाऱ्या आहेत; तर मां-
पैकी निदान एकीचे तरी ई वित्त झाले य क
दोन भाग असमान असले पाहिजेत

( ते) जर दिलेल्या दोन ज्यापैकी एक मध्यांतून जाणारी व दु.
सरी न जाणारी असली, तर जी मऱ्यांतून जाणारी असेल, तिचे १दनविंदूंत झालेले दोन भाग असमान असतील? सहज ठरविता येत.

( २) आतां जर दिलेल्या दोन्ही ज्यामध्यातूनु न जाणाऱ्या डी।-
हेत,. तर त्यांपैकीं निदान एकीचे तरी ई बिंदूत झालेले दोन भाग अ-
समान असतील, हें सिद्ध करावयाचें.

जर एकीचेही भाग असमान नसतील तर प्रत्येकीचे दोन दोन
भाग परस्परांशीं समान असले पाहिजेत,



तिसरे पुस्तक

म्हणन अई, ईक वरावर, आणि बरं, ईड वरावर आहे असें मान
अवकड वर्तुलाचा फ मध्य काट, (३१)
आणि फ सांध

आतां मध्यांतून जाणारी फई रेघ, मध्यांतून न जाणाऱ्या अक
पेयेचे दोन समान भाग करिते; ( असें मानिलें आहे)
ह्यास्तव फई रेघ अक रेनेवर लंब आहे; (३ ३भा १)
झणून फईअ कोन काटकोन आहे. ( १ व्याख्या १०)
पुनः मध्यांतून जाणारी फई रेघ, मध्यांतून न जाणाऱ्या वड रेघेचे
दोन समान भाग करिते, ( असें मानिलें आहे)
त्यास्तव फई रेघ वड रेघेवर लंब आहे; (३ ३भा १)
म्हणून फईब कोन काटकोन आहे. (१ व्याख्या १०)
परंतु फईच कोनही काटकोन आहे, असें वर दाखविलें आहे;
खणून फईअ कोन फईब कोनाभरावर आहे. (प्र. प्र. ११)
परंतु हा ९ व्या प्र. प्रमाणाशीं विरोध आहे;
ह्यास्तव थक, वट ह्यांपैकी- निदान एकीचे तरी ई कबूलेत झालेले
भान असमान असले पाहिजेत.

द्याकरितां, जर दोन ज्या इत्यादि.

प्रश्न.

१. ( ३.४) ह्यांतील दोन सिद्धांतांच्या प्रतिज्ञा निरनिराळ्या हाणा,
व त्यांपैकीं पहिला सिद्धांत प्रत्यक्ष आकृति काडून सिद्ध करा.

२. जर एकाच वर्तुळाच्या दोन ज्या परस्परांस दुमागितात, तर
त्यांचा छेदनबिंदु हाच त्या वर्तुळाचा मध्यविदु असतो.

३. मागच्या प्रश्नाच्या आधाराने असें सिद्ध करा की, ''वर्तुळांत
पाहिलेला समांतरभुजचीकोन हा काटकोनचौकौन असतो. ''

सिद्धांत ५. अमेय.
जर दोन वर्तुळे एकमेकांस छोईतात, तर एकच बिंदु त्यांचा मध्य

असत नाहीं.
अवक आणि कडग ही दोन वर्तले एकमेकांस व आणि कीव-
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दूत छेदितात, तर एकच दिटु त्यांचा मध्य क
असणार नाहीं. अ ग

कारण, जर एकच पिटु त्यांचा मध्य सं-
भवत असेल, तर तो हे आहे असें मान, ईक
सांधू, आणि दोघांच्या परिघांस फ आणि ग
बिंदूत छेदणारी ईफत रेघ काट. ( गृ. कृ. १ व मुं)
आतां अवक वर्तुळाचा हे मध्य आहे

हेह्यास्तव क, इफ वरावर आहे, ( १ व्याख्या १७.)
आणि कडग वर्तुळाचा ई मध्य आहे
त्यास्तव किं. ईग वरावर आहे, ( १. व्याख्या १५)
हाणून ईफ, हे, वरावर आहे, ( प्र. प्र. १)
परंतु हा ५ व्या प्र. प्रमाणाशी विरोध आहे,
म्हणून अवक आणि कडग ह्या दोन वर्तुळांचा ई मध्य नाहीं.

ह्याकरितां, जर दोन वर्तुळे इत्यादि

प्रश्न.
१. समकेंदवर्तुलांच्या परिघांस कांहीं विदु मात्र साधारणरंसंभवत नाही ( म्हणजे त्यांचे परिघ परस्परांस सर्वीशी मिळत ल

किंवा मुळीच मिळणार नाहींत ).

सिदांत ६. ममेय.
विदजर दोन वर्तुळे एकमेकांस आतून स्पर्श करितात, तर एकच -

त्यांचा मध्य असत नाहीं
अवक आणि कडई हीं .दोन वर्तुळे एकमेकांस आतुन क बिंहंत -

स्पर्श करितात; तर एकच विदु त्यांचा मध्य या

असणार नाहीं.
कारण, जर एकच पिदु त्यांचा मध्य अ 'संभवत असेल, तर तो फ आहे, असें मान;

फक सांधू, आणि दोघांच्या परिघांस ई
आणि व भिंदूतू छेदणारी फईब रेघ का (दु. कृ. १ मे
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आतां अवक वर्तुळाचा फ मध्य आहे,

म्हणून फक, फब वरावर आहे, (१. व्याख्या १५)
आणि कडई वर्तुळाचा फ मध्य आहे,
हाणून फक, फर्डे वरावर आहे. ( १. व्याख्या १५)
परंतु फक, फब वरावर आहे, असें वर दाखविले आहे;
म्हणून फई, फव वरावर आहे. ( प्र. प्र. १)
परंतु हा ५ व्या प्र. प्रमाणाशी विरोध आहे,
म्हणून अवक आणि कडई ह्या दोन वर्तुळांचा फ मध्य नाहीं.

ह्याकरितां, जर दोन वर्तुळे इत्यादि.

प्रश्न.

१. '' ज्या वर्तुलांच्या परिघांस एक अथवा अनेक ( पण कांहीं)
बिंदु मात्र साधारण आहेत ( म्हणजे ज्यांचे परिघ कांहीं विंदूरमध्ये

मिळतात, परंतु सर्वीशी मिळत नाहीत ते, त्यांचा मध्यबिंदू एकच
असणें संभवत नाहीं.'' ह्या प्रतिज्ञेत उऽ५ व ३६ ह्या दोन्ही सि-
.ष्ट्रांतांच्या प्रतिज्ञांचा समावेश होतो, असें दाखवा.

२. ज्या वर्तुळांचे मध्यबिंदू परस्परांशी मिळाले आहेत व एकाच्या
परिघातील एक बिंदु दुसऱ्याच्या परिघातील एका रिची मिळाला
आहे, ही वर्तुळे परस्परांस सर्वांशी मिळाल्यावाचृन राहणार नाहीत.

सिद्धांत ७. अमेय.
वर्तुळातल्या एका मध्येतरायडूंतून जाणारा व्यास व त्याच विंदू-

पासून परिघापर्यंत दुसऱ्या अनेक रेषा व्यासाच्या दोन्ही अंगास
काऱ्यिटया आहेत. तर

( १) मध्येतरविंदूरमध्ये व्यासाचे जे दोन भाग होतात, त्यांपैकीं
ज्यात मध्यबिंदू असते।, तो भाग, ही ( व्यासाच्या दुसऱ्या भागास-
हित) सर्व रेपामध्ये महत्तम रेषा असते ( म्हणजे मध्येतरविंदूपासून
परिघापर्यंत काटिलेल्या इतर प्रत्येक रेषेपेक्षा ती मोठी असते ).

( २) व्यासाचाटदुसरा भाग, ही त्या सर्व रेषांमध्यें लघुतम रेपा
असते
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( ३) ज्या दोन रेषा व्यासाच्या कोणत्याही एकाच भागापासून
समान अंतरांवर असतात ( म्हणजे त्याच्याशीं समान कोन करितात १,

तपलर ज्या भागांत मध्यबिंदू असतो. त्याच्या एकाच
अथवा भिन्न अंगास असणाऱ्या ज्या दोन रेपा त्या भागापासून अस-
मान अंतरांवर असतात ( म्हणजे त्याच्याशी असमान कोन करिताते),
त्यांपैकीं समीपतर ( म्हणजे लहान कोन करणारी) रेपा, दुरलर
( म्हणजे मोठा कोन करणाऱ्या) रेपेपेक्षा मोठी असते.

( ५) ज्या दोन रेषा व्यासाच्या दुसऱ्या भागापासून् असमान
अंतरांवर असतात त्यांपैकीं समीपतर रेषा दुरुतररेपेपेक्षा लहान
असते.( ६) मध्येतरविद्रुगसुन् परिघापर्यंत समान अशा दोनच रेघा
कारितां येतात

( ७) मध्येतावदूपासून परिघापर्यंत कादिलेल्या दोन स
रेषा, त्या विटुंतुरऽन् काढिलेल्या व्यासाच्या भिन्न अंगासच असतात.

सु)वकडन वर्तुळातील फ ह्या मध्येतरविदूंतून जाणारा अफड
हे - दुसऱ्याव्यास काढला आ, व फव, फक, फग, फन इत्या१दक्: -अनेक रेपा परिघापर्यंत काटिल्या आहेत; आणि वर्तुलाचा ई हा मष्ट

अड व्यासाच्या फण ह्या भागांत आहे. तर
( १) फथ रोग ह्मा सर्वामध्ये महत्तम होईल, म्हणजे ती फर्च-

फक, फड इयादिकांपैकीं प्रत्येक रेषेपद्देश मोठी६..बई, सांध. ( गृ. कृ.)आतां अई, ब? ह्या रेषा समान आहेत, ( १. व्या.
म्हणून अई, ईफ ह्यांची देरीज म्हणजे अफ ही, व?, ईफ -९वेरजेवरावर आहे. ( प्र. प्र. २
परंतु बरं. ईफ ह्यांची बेरीज फव पेक्षां मोठी आहे; ( १.' :
म्हणून फथ ही फवपेक्षा मोठी आहे. ( प्र. प्र' अ
(शप्रमाणेचसिद्ध करितां येईल कीं, फथ ही फक, फग इत्यादि
( म्हणजे फड खेरीज) प्रत्येक रेपेपेक्षा मोठी आहे.
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आणि फड पेक्षा ईड मोठी आहे, ( प्र. प्र. ९)
६ थरावर ईअ आहे, ( १. व्या. १५)
व ईथ पेक्षां फअ मोठी आहे, ( प्र. प्र. ५)
म्हणून फड पेक्षां फश्च मोठी आहे. ( प्र. प्र. अ व इ.)
म्हणून फअ हीफ विदूपासूनपरिघापर्यंतकाडिलेल्याइतरप्रत्येकरेषे-
पेक्षा मोठो आहे; म्हणजे ती महत्तम आहे.

( ०५) फड रोग सर्वामध्ये लघुतम होईल, म्हणजे ती फण, फक,
फश्च इत्यादिक प्रत्येक रेपेपेक्षा लहान होईल.

कारण; डग सांध. (गृ. कृ. १)
आतां; ड ही ६, वरावर आहे, ( १. व्या. १५)

आणि ईश ही, ईफ्र फण त्यांच्या वेरजेपेक्षां लहान आहे; (१. ०६०)
हाणून ईड ही, ईफ, फण ह्यांच्या वेरजेपेक्षां लहान आहे.

(प्र. प्र. अ. उप.)
म्हणून फड ही फण पेक्षी लहान आहे. ( प्र. प्र. ५)

ह्याप्रमाणेंच सिद्ध करितां येईल की, फड ही फक, फब इत्या-

दिक ( म्हणजे फअ खेरीज) प्रत्येक रेषेपक्षो लहान आहे, आणि ती
फश्र पेक्षां लहान आहे हें वर सिद्ध केले आहेच; म्हणून फड ही
लघुतम आहे.

( ३) १ फब, फन त्या रेषा फश्न ह्यारोरेपासून् समान अं-
तरांवर आहेत, म्हणजे त्यांनीं फअशीं केलेले अफव, अफन हे
कोन समान आहेत; तर फब, फन ह्या समान होतील.

कारण, जर त्या समान नसतील, तर त्यांपैकीं एक फन ही फव
पेक्षा मोठी मानून तिचा फय हा फब एवढा तुकडा पाडिलार
ईय सांधून ती परिघास म बिंदूत मिळे तोपर्यंत वाढविली; व बर्ड

साधिली ( १. ३, गृ. कृ. व २)आता ईफव, ईफय ह्या त्रिकोणांस १ भूभाग १ लाविल्यानें ईल,.
इन ह्या रेपा समान ठरतील
म्हणून ईय, ईम ह्या समान ठरून ९ व्या प्र. प्रमाणाशींविरोध येईल.
म्हणून फन ही कब पेक्षां मोठी नाहीं.
सुप्रिमानीच फन हीफव पेक्षां लहान नाहीं, ठासेसिद्धवारिता येईल.
हाणून फव, फन ह्या समान आहेत.



अ( २ आतां, फड ह्या रेषेपासून समान बननअंतरांवरच्या रेषा फम पाहून ही समान? क, ,,'५य
अंतरांवर आहेत, असें १. १३६, प्र. प्र. १

व प्र. प्र. १ त्यांवरून सिद्ध होतें, म्हणून १९५
( १] ह्यावरून त्याही समान आहेत. व'' ह

( ४) १ फथ ह्या रेषेच्या एकाच अंगास असणाऱ्या फर्च,
फक ह्या रेषांपैकीं फव ही समीपतर आहे, ह्मणजे फदनें फस्टेशी
केलेला श्राध्द कोन फकनें फकर्ची केलेल्या आठक कोनापेक्षी

लहान आहे. तर फव ही फक पेक्षां मोठीहोईल.)कारण, वर्ड, क? सांध. ( गू. कृ.?
आतां फईव त्रिकोणाच्या फई, ६ ह्या वासू, फईक त्रिकी

णाच्_yaा फई, ईक ह्या वाजशीं अनुक्रमे समान आहेत;)आणि फर्ग कोन फईक कोनापेक्षा मोठा आहे, २म्हणून फव वाजू फक पेक्षां मोटो आहे (.९ ए फभ ह्या रेपेच्या भिन्न अंगास असणाऱ्या फन, फक ह्यी

रेपापेकी फन रेपा समीपतर आहे, ह्मणजे फननें फस्टशी केलेला
अफन कोन, फकनें फधूशी केलेल्या अफक कोनापेक्षा लहान
आहे; तर फन ही फकपेक्षा मोठी होईल.

कारण अफन कोनाएवटा अफव्या दुसऱ्या अंगास त.फ विदुज्वळ आठव कोन कर. (.२अफव कोन अफक कोनापेक्षा लहान होईल (प्रतिज्ञा वप्र. 'पो.असून फब रेपा फथ पासून फकपेक्षा समीपतर होईल;
लागून (४) ( १ ह्या भागाप्रमाणें फकपेक्षा फव मोठी आहे:
आणि ( रे) १ एं ह्या भागाप्रमाणे फव वरावर फन आहे,)म्हणून फकपेक्षा फन मोठी झाली (प्रधश्र.

(५) त्याप्रमाणेंच फट ह्या रेषेच्या एकाच किंवा भिन्न आगज्या
व तीपासुन् असमान अंतरांवरच्या दोन रेशपेकी समीपतर रेषा टकर

तर रेपेपेक्षा लहान आहे, हें सिद्ध करितां येईल



तिसर पुस्तक. १६९
( ६) फ ह्या मध्येतरन्यिटपासन परिघापर्यंत समान अशा दोन-

ऽ४,

च रेषा कारिता येतील
कारण, : १ जर फ बिंदूपासून फणा ही एक रोग परिघाप-

येत काटिली आहे, तर तिनें फडशी ( किंवा फअशीं) केलेल्या ड
फण कोनाएवडा डफह कोन फडच्या दुसऱ्या अंगास केल्याने,
फड ही रोग ( ३) ह्या भागाप्रमाणें फगशीं बरोबर होईल. ह्य-

सून मध्येतरविंदूपासून दोन समान रेषा काटितां येतात, असें
ठरलें.

( २) आतां दोहौपेक्षा जास्त समान रेपा काटिता येत नाहींत,
असें ठरवावयाचं

शक्य असेल, तर फण, फड. फस ह्या तीन रेषा समान आ-
हेत, असें मान.

परंतु ( ४) किंवा ( ५) इश भागाप्रमाणे फड पेक्षां फस
मोठी आहे,
आणून दोहोंपेक्षां जास्त समान रेषा कारिता येत नाहींत.
त्याकरिता मध्येतरविद्रूपासुन परिघापर्यंत समान अशा दोनच रेषा
कादितांयेतात.
१७) फ ह्या मध्येतरवइपासून परिघापर्यंत काढिलेल्या दोन

समान रेपा व्यासाच्या भिन्न अंगासच पडतील.
कारण, त्या व्यासाच्या एकाच अंगास पडतील असें मानिलें, तर

(४) किंवा (५) ह्या भागाशीं विरोध येईल.
ह्याकरितां वर्तुळातल्या एका इत्यादिक.

प्रश्न.

१. ( ३ .७ भाग ४). १ ह्याची ग्रंथांतली सिद्धता २ .७ भाग
४ :२) ह्यास लागू पडत नाहीं, असें' दाखवा.

२. वर्तलांतल्या मध्येतरचेट्ट्यपासून परिघापर्यंत काटिलेल्या दोन
रोग समान असल्या, तर त्या रेपा, त्यो विंदूपासून परिघापर्यंत का-लेल्या महत्तम अथवा लघुतम रेपेपासून समान अंतरांवर असतात



सुक्किडची भृरेऽमीत.

३ (३७) ह्याच्या (४)व (१५) त्या भागांच्या व्यत्यासांच्या प्रतिज्ञा

म्हणून ते सिद्ध करून दाखवा.
४ वर्तुळातल्या ज्या बिंदूपासून परियापर्यत समान अशा दोनच

रेषा काटितां येतात तो मदुयेतरविंटु असतो.
५ वर्तुळातल्या एका मध्यंतरबंदूपासून परिधापर्यंत एक रेषा

काढिली आहे तर तिच्याशी समान अशी त्याच विद्यासन भरचात
येत दुसरी रेषा काढण्याची सुलभ रीति सांगा. दिलेल्या रेंच्या का
नप्या स्थितींत तिच्या बरोबरीची रेषा काढितां येणार नाहीं?

६ वर्तुळाच्या पीग्:घांतल्या एका बिंदूप्राकृन् व्यास व त्याज्य ओवट्रु-

पासून दुसऱ्या अनेक ज्या कादिल्या आहेत. तर
( १) व्यास त्या सर्वामध्यें महत्तम असतो.
( २) व्यासापासून समान अंतरावरच्या ज्या समान असतात,
( ३) व्यासाचा एकाच अथवा भिन्न आगच्या ज्यापैकी सतरी

पतर ज्या दूरतर ज्येपेक्षां मोठी असते.
( ४) परिघातील कोणत्याही एकाच ओपटयपासन् समान अशा दो

नच ज्या काडितां येतात.
( ५) परिघातील. एकाच बिंदू१ऽग्रू काटिलेल्या दोन सभान

ज्या, त्याच बिंदूपासून कादिलेण्या व्यासाच्या भिन्न अंगास असतात.
७. परिघातील एका विद्रूपासून वर्तुलमध्यांतून न जाणारी?

ज्या काटिली आहे. तर त्याच चिंदृप्राथन तिच्याशी समान अ
दुसरी ज्या काढण्याची सामाजयरोति सांगा.

८. सहाव्या प्रश्नातल्या पहिल्या तीन सिद्धांतांच्या व्ययासांचं
प्रतिज्ञा सांगा आणि ते सिद्ध करा.

सिद्धांत ८. प्रमेय.
वर्तुलाच्या बाहेरील एका बिंदुप्रासून अंतर्वक्र: आणि वहिक १रिघांपर्यंत अनेक रेषा काटिल्या आहेत व त्यांपैकीं एक वर्तुळमबळी

तून जात आहे,; तर



तिसरे पुस्तक. १८५
( १) वर्तुलमध्यांतून जाणारी रोग त्या सर्व रेपामध्ये महत्तम

असते.
( २) वर्तुळमध्यांतून जाणाऱ्या रेषेचा वर्तुलाबाहेरचा भाग

त्या सर्व रेषांमध्यें लघुतम असतो.
( ३) ज्या दोन रेपा अंतर्वक्र परिघासच किंवा वहिर्वक्र परिघा-

सच मिळतात, व मध्यांतून जाणाऱ्या रेषेपासून समान अंतरांवर
असतात, त्या समान असतात.

( ४) अंतर्वक्र परिघास मिळणाऱ्या' रेपांपैकीं मध्यांतून जाणाऱ्या
रेषेपासून समीपतर रोग द्रृरतर रेषेपेक्षा मोठी असते.

( ५) वहिर्वक्र परिघास मिळणाऱ्या रेषांपैकीं मध्यांतून जाणाऱ्या
रेषेपासून समीपतर रेषा दूरतर रेपेपेक्षा लहान असते.

( ६) अंतर्वक्र परिघास मिळणारी कोणतीही रेपा वहिर्वक्र परि-
घास मिळणाऱ्या रेपेपेक्षा मोठी असते.

( ७) वर्तुलाच्या बाहेरील कोणत्याही विद्रूपासन् परिघापर्यंत स-
मान अशा दोनच रेषाकाडिता येतात.

( ८) वर्तुळाच्या बाहेरील कोणत्याही मिणपासून परिघापर्यंत का-
दिलेल्या दोन समान रेषा, मध्यातून जाणाऱ्या रेषेच्या भिन्न अंगास
असतात

( ५) वर्तुळाच्यावाहेरील कोणत्याहीविंदूपासून परिघापर्यंत कादि.
लेल्यादोन समान रेघा, दोन्ही अंतर्वक्र: परिघासच मिळणाऱ्या किंवा
दोन्हीं 'वहिवर्क परिघासच मिळणाऱ्या असतात.

अवकडन वर्तुळाच्या बाहेरील एका फ विदुपासून फथ, कब,
फक, फन, इत्यादिक अनेक रेषा अंतर्वक्र व बहिर्क्य: परिघापर्यत
काडिल्या आहेत; व त्यांपैकीं फथ ही रेपा ई ह्या वर्त्रुळमD:गांतून

गेली आहे. तर
( १) फअ ही रोग त्या सर्वामध्यें महत्तम होईल.

इव., साव. ( गृ. कृ. १)
आता ईज, ईब ह्या समान आहेत, (१ च्या. ते ५)ह्यणृरन देव, ईफ ह्यांची बेरीज म्हणजे फश्र ही, इव. ईफ ह्यांच्या



'यलिडची भीमीत.
१डर.ऐरजेवरावर आहे; .२आणि इव ईफ ह्यांची बेरीज

५
Zyऋऊऋऊउऊउरऋऋएऋमाणृंउऋाऊऋचूऊउऊ?मृएांउttईउठा फू ८४टूफल२फाऊंज)२६ वा य.त्र?

पेक्षां२२ व

अव ती फड पेक्षाही मोठी आहे.
(प्र. प्र. ऱ्ये)

ह्मतून फथ ही महत्तम आहे.
( २) फड ही सर्वौमध्यें लघुतम होईल. १ ).

०. ( गू. रू.२ फणा? त्रिकोणाच्या फण गई ह्या बाजूच्या वरजेपे४,
फड वाजूलहान आहे. ऽ९ .०म्हणून फर पेक्षा फड लहान आहे. (१ च्या.?., ४२९५
ह्याप्रमाणेच फक फह इत्यादिक (फल खेरीज प्रत्येक रेषेपक्ष

फट लहान आहे, असें सिद्ध करितां येईल; ( प्र ५)आणि ती फ-ध पेक्षाही लहान आहे.
हाणून फड ही सर्वात लघुतम रेषा आहे. ९ड्य १.

( ३) १ फव फन ह्या दोन्ही अंतर्वक्र परिघासलत म्हणजेऱ्या रेषा आहेत व त्या फल पासून समान अंतरांवर आहे
तिच्याशी सारखे कोन करितात. तर त्या समान होतील.

कारण- जर त्या समान नसतील तर फन फव पेक्षां मोठी;
बून तिचा फव एवरा फय तुकडा पाडिला आणि ईय सांधून
परिघास म विदुत् मिळे तोपयेतवाढविलीर ११ सां!र्र्ब्देकृली' व ०.)

आता ईफव ईकप ह्या त्रिकोणास १ -८ भागे.विण्याने हेंच,
हून समान ठरतील; म्हणून ईय, ईम५,-

प्र १



तिसरे पुस्तक.
५

परंतु हा ९ व्या प्र. प्रमाणाशी विरोध आहे; द्रव'आन फन ही फब पेक्षा मोठी नाडी. ९ २५ह्याप्रमाणेच ती लहान नाहीं असें ठरविता येईल. ८६६-४
हाणून फव, फन ह्या समान आहेत.

( २) द्याप्रमाणेच वहिर्वक्र परिघास मिळणाऱ्या व २६सून समान अंतरावरच्या रेपा समान आहेत, असें सिद्धकराव.
( ४) १ अंतर्वक्र परिघास मिळणाऱ्या व फझनच्या एका-

च अंगच्या फव, फक ह्या रोगपैकी फश् ही फग्र पासून फवच्-
पेक्षां समोपतर आहे, तर फव ही फकपेक्षा मोठी होईल.

कारण, बर्ट, कई सांध. ०. कृ. १)
आतां फर्डव त्रिकोणाच्या फई. ईब ह्या वाजू, फाक त्रिको-

णाच्या फड. ईक ह्या वाजूर्शी अनुक्रमे समान आहेत,
व फईब कोन फईक कोनापेक्षां मोठा आहे, ( प्र. प्र. ऱ्ये)

म्हणून फव वाजू फक पेक्षां मोठी आहे. ( १. २४)
हू २ अंतर्वक्रपरिघास मिळणाऱ्या व फथ रेषेच्या भिन्न अंगास

असणाऱ्या फन, फक ह्या रोगपैकी फन ही फथ पासून फक
पेटत समीपतर आहे, म्हणजे अफन कोन अफक कोनापेक्षां
लहान आहे, तर फन ही फक पेक्षां मोठी होईल;

कारण; अफन कोनाएवढा फअच्या दुसऱ्या अंगास फअशीं
फ विदजवळ धक्क कोन कर. ( १. २३)
आकव कोन अफक कोनापेक्षालहानआहेर प्रतिज्ञाच प्र. प्र. अउप.)
म्हणन फड रेपा फथ पासून फकपेक्षां समीपतर होईल;
ह्यणून ( ४) ( १ ह्या भागाप्रमाणेंफक पेक्षा फब मोठी आहे.
आणि ( ३) १ ह्या भागाप्रमाणे फब ही फन बरोबर आहे;
आणून फक पेक्षां फन मोठी आहे. (प्र. प्र. अ)

( ५) ह्याप्रमाणेंच वहिर्वक्रपरिघास मिळणाऱ्या व फथच्या ए-
काच अथवा भिन्न अंगास असणाऱ्या रेषांपैकी. फश्र पासून समीपतर
रेषा दूरतर रेषेपेक्षां लहान आहे, असें सिद्ध करितां येईल.

( ६) फव ही अंतर्वक्रपरिघास मिळणारी व फस ही बहिर्वक
परिघास मिळणारी रेषा आहे, तर फस पेक्षां फब ही मोठीहोईल.



पलिंडची भूमिति.१ ??
( १ जर फत्र फस ला फथ पासून समान अंतरावर

२.७हे.५एरऽ भाग ( मुं)?जे]ऽ)म्हणून फसइ फवत्रेधी२ (प्र. प्र. अ. उप ).

० फव ही फन पासून फस पेक्षां टरतर असेल, तर फक्त
' ( भाग ५)पेक्षा फग मोठी आहे, ५)आणि फण पेक्षां फवमोठी आहे; (प्र. प्र.

म्हणून फस पेक्षा फव मोठी आहे. (प्र. प्र. इ.
( ३ फब ही फअपासुन् फस पेक्षां समीपतर असेल, तर

फस ही अंतर्वक्र परिघास क्ष विदध्यत मिळे तोपर्यंत वाढीव.४.आतां फसपेक्षा फस मोठी आहे, (प्र. प्र. ५
व फक्ष पेक्षां फव मोठी आहे, (भाग ४. ०. ।)

म्हणून फस पेक्षां फव मोठी आहे. ( प्र. प्र. दू ).
( ७) फ बिंदूपासून परिघापर्यत सागन अशा दोनच रेषा का

टिता येतील
कारण,. १ जर फ बिंदूपासून फण ही एक रेची क्र

परिघापर्यत काटिली आहे तर तिने फग्रर्शी केलेल्या डक:एवडा डफह कोन केल्याने फह ही वाहिक पारधापर्यंत वाहिले
रोग (भाग ३) २ प्रमाणें (मग वरोवर होईल. -त
त्याप्रमाणेंच जर फ विदुप्रासृन् फव ही एक अंतर्वक्र परिषाकाढिलेली रोग असेल, तर तिच्याशीं समान अशी फन ही र '
अंतर्वक्र परिघापर्यंत कारितां येईल
म्हणून वर्तुळावाहोण्या विंदूपासून परिघापर्यत दोन समान रेपो '

डिता येतात, असें ठरलें.
( २ आतां दोहींपेक्षा जास्त समान रेपा काढितां येतें नाहत

असें ठरवावयाचें ह्या.हें शक्य आहे, असें जर मानिलें, तर (४), (५) किंवा (६
पैकी एखाद्या गागाशी विरोध येईल.
म्हणून दोहोंपेक्षा जास्त समान रेषा काहिता येत नाहींत.



तिसरं पुस्तक १८९
त्याकरिता फ त्रिंट्रुरपासुरनू परिघापर्यंत समान अशा दोनच रेपा
कादितां येतात

( ८) फ विदुपासन् परिघापर्यंत काविलेल्या दोन समान रेषा
फमच्या भिन्न अंगासच पडतील.

कारण, त्या फथच्या एकाच अंगास आहेत असें जर मानिलें,
तर ( ४) किंवा ( ५) ह्या भागाशी विरोध येईल.
म्हणून त्या रेषा फक्तया भिन्न अंगासच पडतील

( ९) फ विद्रुपासन् परिघापर्यंत काढिलेल्या दोन्ही समान रेपा
अंतर्वक्र परिघास मिळतील,र्किवा दोन्ही वहिर्वक परिघास मिळतील.

कारण, त्यांपैकीं एक अंतर्वक्र परिघास व दुसरी वहिर्वक्र परि-
घास मिळते असें जर मानिलें, तर ( ६) त्या भागाशी विरोध येईल.

ह्याकरितां वर्तुळाच्या बाहेरील इत्यादिक.

प्रश्न.

१. ३८ भाग ३ :१) ह्याच्या सिद्धतेमध्ये फन ही फब पेक्षां

मोठी मानून तिचा फड एवढा तुकडा पाडिला आहे; तो तुकडा
फड हाच मानिल्यास ग्रंश्गंतली सिद्धता व्यर्थ पडते, असें दाखवा.
( ३८ भाग ३ :२) ह्याची सिद्धता आधीं करून त्याच्या योगाने
फह ही पाव एचडी होणें संभवत नाहीं, असें दाखवा. तसेंच लहान
मानिलेली फव ही वाढवून मोठीएवढी केली असतां, वरील अड-
चण मुळींच येत नाहीं, असें ही दाखवा.

२.२८ भाग ७(१३) ह्यात '' डफग कोनाएइटा कोन कर.
पारी फह रोग परिघास मिळेलच'' हें, फहचा फण एवढा फल
तुकडा पाडून ईल सांधिल्यास, १ .४ च्या याजनेने क्रमविरुद्ध रीतीनें
सिद्ध होतें, असें दाखवा

३. वर्तुळाच्या बाहेरील कोणत्याही बिंदूपासून त्या वर्तुळास स्पर्श
रेया काटिली असली, तर ती, त्याच, विंदपूहूसुरन अंतर्वक्र परिघापर्यंत
कोटिलेल्या कोणत्याही रेषेपेक्षां लहान असते; व वहिर्वक्र परिघाप-
येत नतेदिलेल्या कोणत्याही रेषेपेक्षा मोठी असते.



ऋ

अंतर ह्मणार्वे

वतलाचा

वरपामन र्विवाक्षेत वतक्ष्मणपळ्यापयतशा
ग, हें तो बिटू व त्या वर्तुलाचा परिघ ह्यांच्या मधील
ह्या व्याख्येस अनुसरून विवक्षित चिंटू व विवक्षित
ह्यांच्या मधील अंतर काढण्याची सामान्यरोतिसांगा.

दोहोपग्क्षां

मध्य अस२५श ४फू.अवक वर्तुळांत ड विंदूप्रासून परिघापर्यंत डह्या दोहोंपेक्षा अधिक समान रेघा काटिता आल्या

ड पिटु वर्तुळाचा मध्य होईल.
कारण, जर ड चिंटु वर्तुळाचा मध्य नसेल

तर ई बिटू मध्य आहे असें मान; ६. सांध फ.

आणि ती दोहीं वाजूरनी परिघास फ आणि ग
बिंदूत मिळे तोपर्यंत वाढीव ( गू कृ १ व ०)
व्यणजे फण हा वर्तुळाचा व्यास होईल

आतां फणा हा व्यास आहे, त्यांतील ड हा मेत्या नासाच्या डग ह्या भागांत ई हा वर्तुळमध्य आ
ही डग पासून डब पेक्षां समीपत आहे.

ह्यतेहे?१कर्ज
ह्याप्रमाणेच उब
। कोणताही विट

तरा

वाटवन हाणल्या

डव रेषा वाढवून होणाऱ्या
आहे असें जर मानिलें

बावस्:न डक अथवा

२.कोणताही विदे

तर

विट्रृऐवरीज

३.७ भाग
?ां असमान

आह,



तिसरे पुस्तक. १५१

अथवा.
ड त्रिंब वर्तुलमध्य नाहीं असें जर मानिलें, तर तो मध्येतरविट

होईल.
हाणून त्यापासून परिघापर्यंत दोहोपेक्षा जास्त समान रेघा काटिता
येणार नाहींत. १२ .७ भाग (६))
परंतु ड पासून परिघापर्यत दोहोपेक्षा जास्त समान रेषा काढितां ये-
तात. प्रतिज्ञा
म्हणून ड हा मध्येतरीचंदु नाहीं.
हाणूनतो मध्यन्यिदु आहे.

ह्याकरितां वर्तुळांतील इत्यादिक.

मल.
१. (०९ .५) च्या आकृतीत अब, बक साधन त्या रेषा दुभागा,

आणि त्यांचे मDD?शंपासून् ड बिंदूपर्यंत कादिलेल्या प्रत्येक रेपेमध्यें वर्तु-
लमस्य असला पाहिजे, असें ठरवून त्यावरून ड हा वर्तुलमध्य ठरवा.

२. वर्तुळातील एखादा चिंटु त्या वर्तुलाचा मध्य आहे असें ठर-
ण्यास त्यापासून परिघापर्यत निदान किती समान रेल काढितां
आल्या पाहिजेत?

३. ( १) '' त्रिकोणाच्या कोणत्याही दोन बाजूंच्या मध्यांपासून
त्या वाजृंवर लंब काटिले असतां ते मिळतात, '' व ( २) ''त्यांच्या
मेलनर्विद्रृपास्रुन त्या त्रिकोणाच्या तिन्ही कोणविंदपर्यत काढिलेल्या
रेषा समान असतात '' हे दोन सिद्धांत सिद्ध करा; आणि '' ज्या
वर्तुळाचा परिघ दिलेल्या सरलरेपाकृतीच्या प्रत्येक कोणबितन
जोता, तें त्या सरलेरेपाकृतीभवती काटिलेले वर्तुळ हाणावे एं''

अशी '' सरलरेषाकृतीभोंवतीं काढिलेल्या वर्तुलाची '' व्याख्या

घालून वरील दोन सिद्धांतांच्या आधाराने '' त्रिकोणाभोवती व.
पैतत्त्वें काढण्याची एक सामान्य रीति तयार करा ( ४५पहा)

सिद्धांत १०. प्रमेय.
एका वर्तुळाचा परिघ दुसऱ्या वर्तुळाच्या परिघास दोहोंपेक्षां अ-

पिक वदुत् छेदीत नाहीं.विलं



९२ शुल्लडची शमित.
तूजर ही गोष्ट शक्य असेल, तर अवक वर्तुळाचा परिघ डइफ

वर्तुलाच्या परिघास व ग फ ह्या तीन विटत छेदितो असें मान.

' (३ .१)
अवक वर्तुळाचा स मध्य का;आणि सर्व, सग, सफ, सांध. (गू. डेंग्) यू-हूआतां अवक वर्तुळाचा स मध्य

आहे, म्हणून सब, सग, सफ, ह्या ई
रेघा परस्पर वरावर आहेत, फ

ग(१. व्याख्या १५)
आणि डईफ वर्तुळातील स बिंदूपासून परिघापर्यंत सब, २सफ ह्या तीन समान रेघा निघाल्या आहेत. त्यास्तव स चिंटू ८-

वर्तळाचामध्यआहे (३. १

परतु सें भवक वर्तुळाचा ही मध्य आहे. (रचन
म्हणून छेदणाऱ्या दोन वर्तुळांचा एकच मध्यबिंदू झाली.)पण हें होणे अशक्य आहे. (३

ह्याकरिता, एक वर्तुळाचा परिघ इत्यादि.

१. (३. १०) च्या -का४कंक वर्तुळाचा स मध्य काढर्ष्रि

यास सांगितलें आहे तो जर ( ग्रे) डईफ वर्तुळाच्या परिइrइधइई।क्रर्च्यईं?

निघाला, अथवा ( २) डफ वर्तुलाच्या बाहेर निघाला, तर २तली सिद्धता लागू पडत नाहीं, असें दाखवा; आणि त्या२७प्र १गी अनुक्रमें २७ प्रश्न ६ ह्यांतील सिद्धांत व ३८ भाग (७)
योजना कसून सिद्धताकरून दाखवा

२. दोन वर्तुळांच्या परिघांस दोहोपेक्षा जास्त विदु साधारसतील, तर तीं वर्तुळे परस्परास सर्वांशी मिळाल्यावाचून् राहा
नाहींत.

३. '' जर दोन वर्तुळांच्या परिघास कांहीं विट- साधारण आहे
त, परंतु ते परिघ सर्वाशी मिळत नाहीते; तर ते साधारण१:५होपेक्षा जास्त असावयाचे नाहींत. '' ह्या प्रमेयांत ३ .१ ० ह्याचा
वेश होतो, असें दाखवा



तिसरं पुस्तक.

४. एकाच सरलरेपाकृतीभोंवतीं अनेक वर्तुळे काहितां येतील
काय? कारण काय?

सिद्धांत ११. प्रमेय.
जर परस्परांस तून स्पर्श करणाऱ्या वर्तुळांचे मजविदु सांध-

णारी रेघा दोन्ही अंगास वाढविली, तर त्या वर्तुळांचा स्पर्शविटु त्या

अमर्यादरेषेच्या बाहेर असावयाचा नाहीं.
अबक आणि अडर्ड ही दोन वर्तुळे एकमेकांस आतून स्पर्श क-

रितात; अवक वर्तुळाचा फ मध्य आहे, अ- जे
जुई बहुलाचा ग मध्य आहे, व फ आणि ग ह
पिटु सांधणारी फग रेषा दोन्ही अंगास ठा-
ढविली आहे. तर त्या वर्तुळांचा स्पर्शत्रिंटु क

फण ह्या अमर्यादरेषेच्या बाहेर असावया-
चो नाही.

कारण, जर त्यांचा स्पर्शीददु फण ह्या अमर्याद रेषेच्या बाहेर
असेल, तर तो अ विदु आहे असें मानू व फगची स्थिति कफग-

ड ही आहे, असें समज.
आतां अग आणि गक मिळून्,अफ पेक्षांअधिक आहेत, ( १ .२०)
आणि अफ, हफ वरावर आहे, ( १. व्याख्या १५)
म्हणून अग आणि गक मिळून, इफ पेक्षां अधिक आहेत.

( प्र. प्र. अ उप.)
प्रत्येकातून गक साधारण भाग काढून टाकिलार
तेव्हां शेप अग, शेप गह पेक्षां अधिक आहे. (प्र. प्र. ५)
पण अग, डग वरावर आहे; ( १. व्याख्या १५)
म्हणुन डग, गह पेक्षां मोठी आहे. (प्र. प्र. अ उप.)
पण हा ९ व्या प्र प्रमाणाशी विरोध आहे.
शेपून द्या वर्तुलांचा स्पर्शत्रिटु फग ह्या अमर्याद रेघेण्यावाहेर नाहीं.

द्याकरिता जर परस्परांस आतून इत्यादिक.



१४ युक्लिडची भूमिति.

प्रश्न.

१. ( ३.१ १) च्या आकृतीमध्ये आतील वर्तुलाचा ग मध्य फक
गॅमध्ये आहे, असें भाजून त्या सिद्धांताची सिद्धता करा.

२. ( ३११) च्या आकृतीत बाहेरच्या वर्तुलाचा मध्यआलपया व-
र्तुलाच्या परिघांत आहे, असें मानून तो सिद्धांत सिद्ध करून दाखवा.

३. (३. ११) च्या आकृतींत बाहेरच्या वर्तुळाचामध्य आतीलवर्तु-
ळाच्या वाहेर आहे, असें मानून तो सिद्धांतसिद्ध करा.
४९३.११) च्या सिद्धतेमध्यें १. २० ह्याची योजना आरंभी केली

आहे, तिच्या संबंघानें अशी एखादी खूप सांगा कीं, ती मागचा
प्रत्येक प्रश्नाचें उत्तर सांगण्यास उपयोगीं पडेल.

५. (३. १ ते) च्या आकृतीत बाहेरच्या वर्तुळाचा मध्य ( १)
आतल्या वर्तुळाच्या आत अस, ( २) त्याच्या परिघांत असणें, व
( ३) त्याच्या वाहेर असणें, ह्यातीन स्थितींमध्ये अनुक्रमे ३. ७, ऐ.?
प्रश्न ६ व ३८ ह्यांची योजना केली असतां फार थोडक्यांत सिद्धता
होते, असें दाखवा

सद्धांत २. प्रमेय.
परस्परास बाहेरून स्पर्श करणाऱ्या वर्तुळांचा स्पर्शीघट- त्यी वत-'

लांचे मध्य साधणाऱ्या रेषेच्या बाहेर असावयाचा नाहाइंrं.
अवक आणि अडई ही दोन वर्तुळे एकमेकांस बाहेरून सचे

रितात;थवक वर्तुळाचाफ मध्य ई.
आहे, आणि अडई वर्तुळाचा ग
मध्य आहे. तर ह्या वर्तुळांचा
स्पर्शविडु त्यांचे मध्य साधणाऱ्या
फग रेपेच्या बाहेर असावयाचा
नाश.

कारण; जर फग रेषेच्या वाहेर त्यांचा स्पर्शविंदु अस२६.
तर तो अ आहे, असें मान; व फगची स्थिति फेकडग ही आहे '
असें समज.



तिसरं पुस्तक. १९५
आतां अवक, अडई ह्या वर्तुलांचे फ, ग हे मध्य आहेत;

म्हणून फअ, अग, ह्या रेपा अनुक्रमे फक, डग ह्या रेषाशी समान
आहेत; ( १. व्याख्या १५)
म्हणून फश्च, अग ह्यांची बेरीज, फक, डग ह्यांच्या वेरजेचरावर
आहे. ( प्र. प्र. २)
आणि फर रेघ फक्त, डग ह्यांच्या वेरजेपेक्षा मोठी आहे; मम.
त्यास्तव फण रेघ, फश्र, अग ह्यांच्या वेरजेपेक्षां मोठी आहे.

( प्र. प्र. अ. उप.)
पण फण रेघ, फश्च आणि अग ह्यांच्या वेरजेडृन् लहानही आहे;

( १. २०)
आणि हें होणें अशक्य आहे.
म्हणून फ आणि ग ह्यास साधणाऱ्या रेषेच्या वाहेर ह्या वर्तुलांची
स्पर्शविंदु नाहीं

ह्याकरितां परस्परांस बाहेरून इत्यादिक.

प्रश्न.

१. '' दोन छेदक वर्तुळांचे मध्य सांधणारी रेषा, त्यांचे छेदनीवदु
साधणाऱ्या रेघेला दुभागिते व तीवर लंब असते.'' हें प्रमेय सिद्ध

करा; व ३. ११ आणि ३. १२ हे दोन्ही सिद्धांत ह्या प्रमेयाचे पर.
मावधि आहेत, असें दाखवा.

२. ( ३ ११ )व ( ३. १२) ह्यांत ''दोन स्पर्शकवर्तुलाचा स्पर्शबिंदु

एकच असतो'' ही गोष्ट मानिली आहे, असें समजावयाचे काय? कां?
३. दोन स्पर्शक वर्तुळांचा स्पर्शबिंदु व त्यांपैकीं एकाचा मध्य-

विदु ह्यास सांधणारी रेषा ( किंवा ती वाढविली तर) दुसऱ्या वर्तु-

खाच्या मD:यविंद्रृंतनू जाते.
४. अ, व, क हे परस्परांस बाहेरून स्पर्श करणाऱ्या वर्तुळांचे

मध्य आहेत; तर अब, अक ह्यांची वजाबाकीही, ज्यांचे मध्य व, क
३ आहेत, त्यांच्या त्रिज्यांच्या वजाबाकीवरावर होईल.



युडिडची भेरर्धमति.

सिद्धांत ९. प्रमेय.
पग्स्परास आतून किंवा बाहेरून स्पर्श करणाऱ्या वर्तुळांचा स्पर्श-

पिंटू एकच असतो
कारण, जर अनेक स्पर्शविटु असणें शक्य असेल, तर ( १) पहि-

ल्यानें अबक आणि विक ह्या आतून स्पर्श करणाऱ्या दोन वर्तुळा-
चे व, ड हे दोन स्पर्शविदु आहेत, असे मान; वड साध (गकृग्)
आणि बडस दुभागणारी व तीवर लव अशी गह रेघ काट.

(१ .१ ०. व १ .१ १)
आतां व आणि ड बिबु प्रत्येक वर्तुळाच्या परिघांत आहेत,

फफ.
ख के करीलपून बडस दुभागणारी आणि तीवर लंब अशा गह रेघेत प्रत्येक

वर्तुळाचा मध्य आहे;, ( ३.१ उप.)
ह्यास्तव त्यांचा कोणताही स्पर्शविट- गह रेषेच्या बाहेर असावयाचा)
नाहीं १३११
परंतु व आणि ड स्पर्शविरु गह रेघेबाहेर आहेत;
असें होणे अशक्य आहे.
म्हणून परस्परांस आतूनु स्पर्श करणाऱ्या वर्तुळांचे स्पर्शबिंदु अनेक
असणे संभवत नाहीं; म्हणून एकच अ- चे
सतो.

( २) आता परस्परांस बाहेरून स्पर्श --ककरणाऱ्या वर्तुळांचे स्पर्शीबंदज अनेक असणें
शक्य असेल, तर अवक आणि अकस ही
परस्परास बाहेरून स्पर्श करणारी वर्तुळे
आहेत, व अआणिक हे त्यांचे दोन स्पर्श- व
चिंटू आहेत असें मान



तिसरं पुस्तक. १५७
अक साथ. (ए. कृ. १)

आतां अ आणि क विंदू भकस वर्तुलाच्या परिघांत आहेत, ह्या-
स्तव त्यांस सांधणारी अक रेघ अकस वर्तुळांत पडते; १२)आणि अकस वर्तुळ अवक वर्तुळाबाहेर आहे;

( प्रतिज्ञा व ३. व्याख्या३)
ह्यणृन् अक रेघ अवक वर्तुळावाहेर आहे.
परंतु अ आणि क चिटठ अवक वर्तुळाच्या परिघांत आहेत, ह्यास्तव

धक रेघ अवक वर्तुळात पडते, ( ३ .२)
म्हणजे थक रेघ अवक वर्तुळाच्या आत आहे व बाहेरही आहे.
पण असें होणे अशक्य.
म्हणून परस्परांस बाहेरून स्पर्श करणाऱ्या वर्तुळांचे स्पर्शविरु अनेक
असणें संभवत नाहीं, लागून एकच असतो.

त्याकरितां, परस्परांस आतून इत्यादिक.

प्रश्न.
१. '' ज्या वर्तुळांचे परिघ परस्परांस एकाच विदृंत् मिळतात,

तीं वर्तुळे परस्परांस त्याच विदूतू स्पर्श करणारी असतात '' हा
३१३ चा व्यत्यास सिद्ध करा.

ऐ. ( ३ .१ ३) च्या दुसऱ्या भागाची सिद्धता ३१२ च्या साह्यान
पहिल्या भागाप्रमाणेही करितां येते, असें दाखवा.

३. '' जर दोन वर्तुळांच्या मदर्यावदूतुन जाणाऱ्या अमर्याद रेपेम-
ध्ये त्यांच्या परिघांचा एखादा साधारण विद् असेल, तर तीं स्पर्शक
वर्तुळे असतात व तोच साधारण विरु त्यांचा स्पर्शबिंदु असतो ''
हें प्रमेय सिद्ध करा

४. '' परस्परांस आतून स्पर्श करणाऱ्या वर्तुळांचे मध्य सांधणारी
रेपो त्यांच्या त्रिज्यांच्या वजाबाकीषरोबर असते '' हा व ह्याचा
च्यैद्दयास हे दोन्ही सिद्धांत सिद्ध करा.

सिद्धांत १४. प्रमेय.
( १) एकाच वर्तुळाच्या समान ज्या सममध्यातर असतात; व

( २) समांतर ज्या समान असतात.
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अवडक वर्तुळाचा ई मध्य काढ; (३१)
ई पासून अब वर ईफ, आणि कडवर ईग अ-लंच काढ; (१ .१ २)
आणि ईअ, ट्रेक सांध. (गृ. कृ. १)

आतां मध्यांतून जाणारी ईफ रेघ मस्स्या- ड
तून न जाणाऱ्या अब ज्येवर लंब आहे,
म्हणून ती अवचे दोन समान भाग करिते; (३२द्यास्तव अफ, फव वरावर आहे, आणि अब, अफची दुप्पट आहे.
असेंच, कड, कगची दुप्पट आहे, हें ठरवितायेईल.)पण अथ कड वरावर आहे; ( प्रतिज्ञा.
म्हणून अफ. कर वरावर आहे; ७९. ७?)

म्हणून त्यावरील चौरसे ही समान आहेत. (११
आतां अई, कर्ड वरावर आहे, (१ .व्याख्या १;)
ह्मणन् अईवरील चौरस कईवरील चोरसावरात्रर आहे. (१ .)आणि अफई, काई हे काटकोन आहेत, (रचना)
म्हणून अईवरोल चौरस, अफ, फई ह्यांवरील चौरसांच्या बेरजे-
क्रावर आहे; व कईवरील चौरस, कग, गई ह्यावरील चौरसांच्या
वेरजेषरावर आहे. (१ .४७)
झणृन् अफ, फई ह्यावरील चौरसांची वेरीज कण. गई ह्यावरील
चौरसांच्या वेरजेवरावर आहे, (प्र प्र. १ उप. १)
परंतु अफवरील चौरस, कगवरील चौरसावरावर आहे, असे
वर दाखविले
आणून शेप फईवरील चौरस, शेष गईवरील चौरसावरावर आहे.

०.ह्यपूरन ईफ रेघ जे, रेघेवरावर आहे. (१ .ई उप.२
ह्मणून अब, कड ह्या ज्या समांतर आहेत. (३.व्याख्या४



तिसरे पुस्तक. १९९
( २) जर अब, कड ह्या ज्या समांतर आहेत, वाजे जर

ईफ, देना वरावर आहे; तर अब, कड वरावर होईल.
कारण; ईफ, फथ ह्यांवरील चौरसांची बेरीज ईग, गक

ह्यावरील चौरसांच्या वेरजेघरावर आहे,
हें पूर्वीप्रमाणेच सिद्ध करून दाखविता येईल.
परंतु ईफ, ईग वरावर आहे, प्रतिज्ञा
म्हणून त्यावरील चौरसें समान आहेत. ( १. ई)
हाणून फथ, गक ह्यावरील चौरसें समान आहेत. (प्र.प्र.३)

म्हणून अफ रेघ कग रेषेवरावर आहे. (१ .ई उपर)
पण अब, अफची दुप्पट आहे, आणि कड, कगची दुप्पट आहे.

१३द्यपून अब, कड वरावर आहे. ९९ह्याकरितां, एकाच वर्तुळाच्या इत्यादि.

प्रश्न.

१. (१) वर्तुलमध्यापास्रुन ज्येवर काढिलेला लंब तिला वर्तुलांतच
मिळतो, असें ठरवा. (२)३ .१ ४ हा १. अ त्याच्या योजने थोड-
क्वांत सिद्ध होतो, असें दाखवा.

२. एका वर्तुळाचा व्यास १० फ्रूट आहे; तर त्याच्या ८ फूट ला.
वीच्या ज्यचैं मध्यांतर किती असेल?

३. एका वर्तुळाची त्रिज्या ६५ हात आहे व त्याच्या एका ज्येचें
मध्यांतर २५ हात आहे; तर त्या ज्येची लांषी किती हात असेल?

४. एका वर्तुळाची ३ इंच मध्यांतराची ज्या ८ इंच लांबीची
आहे; तर त्या वर्तुळाचा व्यास किती इंचांचा असेल?

५. व्यासांतील एकाच मध्येतरविंदूंतून जाणाऱ्या आणि त्या व्या-
साच्या एकाच भागाशी सारखे कोनकरणाऱ्या ज्या समान असतात.

सिद्धांत १५. प्रमेय.
( १) वर्तुळाच्या सर्व ज्यांमध्यें व्यास महत्तम असतो; ( २ १च्या-

साधून इतर कोणत्याही दोन ज्यापैकी वर्तुळमध्यापासून सभीपतर
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ज्या ही दुरुतर ज्येपेक्षां मोठी असते, आणि ( ३) व्यासाहून इतर
दोन ज्या असमान असल्यास, त्यांपैकीं मोठी ज्या वर्तुलमध्यापाहून
धाकटीपेक्षां समीपतर असते.

( १) अवकडगाठ वर्तुळाचा धड हा फ ध्येव४
व्यास आणि बक ही दुसरी एक ज्या आहे;
तर अड व्यास बक ज्येपेक्षां मोठा होईल.

ई हा वर्तुळमध्य काढ; (३ .१)
आणि ईद, ईक सांध. -कृ.१) ग ड क

आतां अई, तई ह्या समान आहेत; व ईड, कि ह्या समान आ.
हेत, (१ च्या.? ५)
ह्यणृन् अड ही, बडे. ईक ह्यांच्या वेरजेवरावर आहे. ९.पण बई, ते. ह्यांची बेरीज बकपेक्षा मोठी आहे; (१२० ??

म्हणून अड ही वक पेक्षां मोठी आहे. (प्रप्रअ')
त्याप्रमाणेंच अडही इतर कोणत्याही ज्येपेक्षां मोठी आहे असें सिद्ध
करितां येईल.
आणून जड व्यास सर्व ज्यांमर्ध्ये महत्तम आहे

( २) बक ही ज्या कम ज्येपेक्षां वर्तुळमध्यापाकृऽन समीपतर
आहे,; तर बक ही फर पेक्षां मोठी होईल
० ऽ?ए यक, फन ह्यांवर अनुक्रमे. २., ट७६

आतां वक्र, बहची दप्पट आहे. फर फसची दुप्पट आहे;
व इह. हब द्यांवरील -लिंबाचा२. ईसं सफ ह्यावरील चौ-

०२?बेरजेवरावर आहे; हें सर्वे मागील सिद्धांतांत सिद्ध कै-

परंतु हे. ईसपेक्षा लहान आहे, (प्रतिज्ञा व ३ व्या.)
म्हणून ईहवरील चौरस ईसवरील चौरसापेक्षा लहान आहे.

(१ .ई उप. १)हे असमान चौरस वरील समान वेरजातन अनुक्रमें वजा केले



तसर पुस्तक. २०१
तेव्हां शेप हबवरील चौरस, शेष सफवरील चौरसापेक्षां मोठा
आहे;

()आणून हब रेषा, फस रेपेपेक्षा मोठी आहे,. (१ ई उप ३)
लणून बक, फन पेक्षां मोठी आहे १

()( ३) जर बक, फग पेक्षां मोठी आहे; तर करूही फगपेक्षां
वर्तुलमध्यापाकृऽन समीपतर होईल; ह्मणजे ईह, ईसपेक्षा लहान होईल.

कारण; बक, फग पेक्षां मोठी आहे, म्हणून वह, फस पेक्षां
मोठी आहे.

()आणून बहवरील चौरस फसवरील चौरसापेक्षा मोठा आहे,
(पुई उप.१)

परंतु वह, हर्ड ह्यांवरील चौरसांची बेरीज फस, सई ह्यावरील चौ-
रसांच्या वेरजेवराथर आहे, असें ठरविलें आहे;
म्हणून हर्डवरील चौरस, सईवरील चौरसाहून लहान आहे;

()ह्याकरिर्ता इ. रेघ देस रेघेपेक्षां लहान आहे. (१. इ. उप. ३)
ह्याकरितां, वर्तुलाच्या इत्यादि.

प्रश्न.
१. (१) (३१५) च्या सिद्धतेला लागणाऱ्या आधारांपैकीं जे पूर्वी

सिद्ध न करितां स्वीकारिलेले दिसतात, ते सांगून सिद्ध करून दाख-
वा. (२)३१५ भाग ३ हा,३४ भाग २ व ३१५ भाग २ ह्यांच्या
योजनेने क्रमविरुद्धरीतिनें फार थोडक्यांत सिद्ध होतो, असें दाखवा.

२.२६ फूट त्रिज्येच्या वर्तुळाची एक ज्या ४८ फूट लांबीची
आहे व दुसऱ्या ज्येचें मध्यांतर २४ फ्रुट आहे, तर त्यांपैकीं मोठी
ज्या कोणती?

३. वर्तुळातल्या कोणत्याही मध्येतरीचंडृतूररन जाणाऱ्या ज्या अनंत
ज्या असतात, त्या सर्वामध्ये, त्या विट्रृंतून जाणाऱ्या व्यासावर लंब
असणारी ज्या लघुतम असते

४. वर्तुळाची त्रिज्या, एक ज्या व तिचे मध्यांतर ह्या तीन



२०२ युहिडची भ्रमिति

रेषांपैकीं कोणत्याही दोन रेषांच्या लाव्या एकाच रेशपरिमाणाने
दाखविणाऱ्या संख्या दिल्या असतां, तिसरीची लावी दाखविणारी
संख्या काढण्याच्या सामान्य रीति सांगा

५. '' एकाच वर्तुळाच्या दोन ज्यांच्या मध्यांतरांची बेरीज आणि
वजावाकी ह्यांचा काटकोनचौकोन हा, त्या ज्यांच्या अर्धावरील चोर-
सांध्या वजावाकीवरोबर असतो, '' असें सिद्ध करा.

६. '' एकाच वर्तुळाच्या दोन समांतर असणाऱ्या ज्या मD:यीत्रं-

दुव्या भिन्न अंगास किवा एकाच अंगास आहेत, तर त्या ज्यांम-
धील अंतर हें, त्यांच्या मध्यांतरांच्या, अनुक्रमे वेरजेवरावर किंवा
वन्नावाकीवरावर असतें '' असें सिद्ध करा

७. एका वर्तुळाच्या दोन ज्या परस्परांशीं समांतर आहेत, त्याच्या
लाव्या अनुक्रमे ६ व द फुट आहेत आणि त्यांच्यामधील अंतर
१ फूट आहे; तर त्या वर्तूळाची त्रिज्या किती फूट असेल? एकाच

२ समातरख७:२३ लाव्या व ८जे
७४७(ा?ज्ञ?ईं? तयारस तुळाची त्रिज्या काढ

खवा
लत्यव ाrrंरर्त्यई १६. ममेय

टे८८( २.६९५?-र?rंवइrrंळ्येIrं?ल्य?२.:(१) च्येदक एक वर्तुळ आहे आणि १

अब त्याचाटू.२ तरसूरअब व्या- ७जे.टूकलकोपणार नाहीं व परिघावरही पडणार नाही)

ओ७२:
मंर्त्यईrंrं:तरह२: काज्यू'



आणि अक रेघ वर्तुळास ज्या दुसऱ्या क बिंदूत मिळते, तो व ड
पिदु साध. (३१ व २५१)
आतां डअ, डक वरावर आहे, ( १. व्याख्या १५)
म्हणून डभक कोन, डकत्र.कोनावरावर आहे. ( सै. ५)
परंतु डअक कोन काटकोन आहे; ( प्रतिज्ञा)
म्हणून डकअ कोनही काटकोन आहे, (प्र. प्र. ११ उप.)
ह्यास्तव डअऊ आणि डकअ कोन मिळून, दोन काटकोनांवरावर
आहेत; हा १ .१ ७ ह्याशीं विरोध आहे,
म्हणून अ पासून अब वर काढिलेला लंच वर्तुळांत पडत नाही.

आणि ह्या रीतीनेंच असें दाखविता येईल कीं तोलंपपरिघावरही
पडत नाहीं.
म्हणून तो वर्तुळाबाहेर पडेल, व त्याची स्थिति अई अशी असेल.

( ०६) अब व्यासाच्या अ टोकापासुन् त्याशी लघुकोन करणारी
अफ रेषा काढिली आहे; तर ती वर्तुलास छेदीलच.

कारण; ती छेदीत नसल्यास सर्वीशी वर्तुलाबाहेर पडते असें मान;

ड हा वर्तुलमध्य काढून त्यापासून अफवर डग लव काढू
( ३ .१ व १ .१ २)

(हा लंच डभच्या फ कडील अंगासच अकला मिळेल, हें सहज
सिद्ध करितां येईल)
आणि डग रेघ परिघास ह विद्रूत छेदिते, असें मान.
आतां डगश्र कोन काटकोन आहे, ( रचना)
आणि डअग कोन लघुकोण आहे, ( प्रतिज्ञा)

म्हणून डगभ कोन डअग कोनापेक्षां मोठा आहे; (१. व्या. १०५)
फ हेम्हणून टअ, डगपेक्षांमोठीआहे. (१. १५१

पण डभ, डहवरावरआहे; ( १. व्या. १५)
म्हणून:डह, डगपेक्षांमोठीआहे, ( प्र. प्र. अ)
पेण हा ५ व्या प्र. प्रमाणाशी विरोध आहे.
द्यास्तव अफ रेघ सर्वांशी वर्तुलाच्या बाहेर
पडते असें नाहीं, ह्मणजे ती त्यास छेदिते.



२०४ युष्ठिडची भूमिति.

ह्याकरितां, वर्तुळाचे व्यासावर इत्यादि.
१ उपसि:द्वात-वरील सिद्धांतावरून उघड आहे कीं,
( १) वर्तुळाच्या न्यासावर त्याच्या टोकापासृन् लंच काढिला

असतां, ती त्या वर्तुलास स्पर्शरेपा होते. ( ३. व्याख्या ०५)
( २) स्पर्शरोग वर्तुलास एकाच बिंदूत स्पर्श करिते. ( ३. दे)
( ३) एकाच वर्तुळास त्याच्या परिघातील एकाच दिसेल स्पर्श

करणारी एकच रेषा असणें संभवते.
कारण, जर शक्य असेल, तर अवक वर्तुळाच्या परिघातील अ

ह्या. एकाच बिंदूत त्याला स्पर्श व क्र ८ हें
करणाऱ्या अई, अफ ह्या दोन १ र ल.
रोग आहेत, असें मान. क ?ं

ड हा मध्य बिबु काढून व-
अ व्यास तयार कर, ( ३ .१, '''अ

ए. कृ. १ व २) ड
आणि बभ व्यासावर त्याच्या

अ टोंकापासून अल लंच काढ
५

( १. १२)
आतां हा लंच जर ( १) अल ता स्थितींत पडला, ( २) अrSएंrंाrrं

मिळाला किंवा ( ३) अल ह्या स्थितीत पडला तर ३१६ ह्याच्या
( २) ह्या भागाशी विरोध येईल, आणि जर ( ४) अकशी मि-
ळाला किंवा (५) अल ह्या स्थितींत पडला तर अ अफ अर्ब

२१२८.७ बाटविल्याने ३१६ भाग (२) द्याशी

प्रश्न.
१. '' व्यासावर त्याच्या टोकापासून काढिलेला लंब९पडत नाहीं '' ही गोष्ट प्रत्यक्ष सिद्ध करून दाखवा. ही गोष्ट वक्र

ष्येच्या व्याख्येवरूनही सिद्ध होते, असं दाखवा. ग
२. (३.१६) ह्याच्या पहिल्या भागाचीप्रतिज्ञा '' विवर करा



२०५
परिघातील टोंकापासून काढिलेला लव, ही त्या वर्तुळाची स्पशरोग
असते '' अशी म्हटली तरी चालेल, असें दाखवा.

२. '' वर्तुळाच्या मD-यीवंटुरपासन त्रिज्येपेक्षा जास्त अंतगवर
असणारा प्रत्येक विदु वर्तुळावाहेर असतो '' ह्या प्रत्यक्ष प्रमाणाच्या
आधाराने ३. १६ त्याचा ( १) हा भाग क्रमिक रीतीनें सिद्ध करून
दाखवा.

४. '' जी ( अमर्याद) सरल रेषा वर्तुळास एकाच विठून मिळते,
ती त्या वर्तुळास त्याच विदत स्पर्श करणारी असते'' असें सिद्ध करा.

सिदांत १७. कूस.
( १) दिलेल्या वर्तुळावाहेरील किंवा ( २) वर्तुळाच्या परिघा-

वरील दिलेल्या विदुपासून वर्तुळास स्पर्शरेघ काढावयाचें.
( १) प्रथमतः अ दिलेला विदु बऊड दिलेल्या वर्तुळाबाहेर

आहे; आणि त्या बिंदूरपासन वर्तुळास स्पर्शरेघ काढावयाची आहे.
वर्तुळाचा हे मध्य काढ; ( ३.१)अई सांध ती परिघास ड वत छेदिते असें मान, आणि ई मध्य

पासून ईभ अंतराने अफग वर्तुळं काढू (गृ. कृ. १ व ३)
ड पासून ईअवर डफ लंब काढू; ( १ .१ १)ईफ साधू ती दिलेल्या वर्तुळाच्या परिघास व मध्यें छेदिते,
असें मान; आणि अब साय. (गृ. कृ. १)
ह्मणजे अव रेघ बकड वर्तलास स्पर्श अ
करणारी होईल.

कारण अफग वर्तुलाचा हे मध्य ग फ
आहे, म्हणून ईअ, ईफ वरावर आहे,
आणि लकडे वर्तुळाचाही ई मध्य आहे,
म्हणून ईद, इज वरावर आहे. ( १. व्या. ११५)
म्हणून अईब त्रिकोणाच्या अई, ईब ह्या दोन बाजूफड विको-
णाच्या फई, ईट ह्या दोन बाजूची अनुक्रमे घरावर आहेत,
आणि ई कोन त्या दोन त्रिकोणांस साधारण आहे,
म्हणून अबई कोन, फडई कोनावरावर आहे. ( १ .४ भाग २)



२०६ युल्लिडची भीमात.
( रचना)परत फडई कोन काटकोन आहे,

म्हणून अवई कोन काटकोन आहे, (प्र. प्र. ११ उप.)
ह्मणजे अब, ट्रेवर लंच आहे.
आणि ईव मध्यांतून काटिली आहे,
ह्याकरितां अव ही, वर्तुळास स्पर्शरेघ आहे. ( ३.१२, उप. (१))
व ती दिलेल्या त्रिदपासूनच निघाली आहे.

त्याकरिता दिलेल्या अ विरुप्रासून वकड दिलेल्या वर्तुळास अवं
स्पर्शरेघ काढिली आहे.

हे( २) दिलेला विदु वर्तुळाच्या परिघावर आहे, व तो ड '
आणि त्यापासुन् स्पर्शरेपा काढावयाची आहे.

११हे हा वर्तुळमध्य काढ; ( ३.
डई सांधू, व ड पासून डर्ड वर डास लंच काट. (.कृ.१व१ .१ १)
म्हणजे डफ ही वर्तुळास स्पर्शरेघ होते. ( ३. १५, उप. (' १ ते

प्रश्न.
१. वर्तुळाच्या परिघातील किंवा वर्तुळाबाहेग्:लि कोणत्याही बिंई.

पासुन त्या बर्तुळास स्पर्शरेपा काटण्याची सामान्य रीति सांगा.
२. वर्तुळाचाहेरच्या बिंदूंपासून त्या वर्तुळासस्पर्शरेपा काढण्याची

जी ग्रंथातली रीति आहे, तीवेरून ''वॅर्तुळावाहेरच्या कोणत्याही
बिंदूपासून त्या वर्तुलास दोनस्पर्शरेषा काडिता येतात,', असें दाखवी

सिद्धांत १६८. प्रमेय.
वर्तुळाचा स्पर्शरेपेचा स्पर्शर्बिणठ आणि वर्तुळमध्य ह्यास सांधणारी

रेघ त्या स्पर्शरेघेवर लंच होते.
डई रेघ अवक वर्तुळास क बिंदुश स्पर्श करिते, अवक ई

तुळाचा फ मध्य आहे; आणि फक सांधिली आहे. तर फक, दर
वर लक् होईल.



तिसरे पुस्तक. २०७
कारण, जर डईवर फक लंब न.

सेल, तर फ पासून डईवर फग लंब फ
काढू फग ही परिघास ब मध्ये छोदते,

??अस मान
आतां फगककाटकोन आहे, (रचना) ड क',' ग ई

म्हणून फकग लघुकोन आहे: ( १. १७ व प्र. प्र. ५)म्हणून फक, फण पेक्षां मोठी आहे. ( १. १५)
परंतु फक, फब वरावर आहे; (१. व्याख्या १५)
म्हणून फव, फगहून मोठी आहे. (प्र. प्र. अ)
पण हा ९ व्या प्र. प्रमाणाशीं विरोध आहे;
म्हणून फण. डईवर लंब नाहीं.

त्याप्रमाणें असें दाखविता येईल कीं, फ पासून डई वर फक खे.
रजि दुसरी कोणतीही रेघ लंच नाहीं;
म्हणून फक, डईवर लंब आहे.

ह्याकरितां, जर एक रेघ वर्तुळास स्पर्श करिते इत्यादि.
सिद्धांत १९. प्रमेय.

वर्तुळाच्या स्पर्शरेघेवर स्पर्शविरूपामृन् काढिलेएया लंबामध्ये
त्या वर्तुळाचा मध्य असतो.

अवक वर्तुळास जुई रेघ क बिंदूशी स्पर्श करिते, आणि क चिं-
द्रूतन्यन तीवर कअ लव काढून तो परिघास पुनः मिळे तोपर्यंत वाढ-
विला आहे, तर मध्यविदु कअ रेघेत असेल.

कारण, जर तीमध्यें नसेल, तर तिच्या
बाहेरचा फ हा विदु वर्तुलमध्य आहे,
असें मान, व फक सांध. (गृ. कृ'. १) व
आतां अवक वर्तुळास ८६ स्पर्श करिते,
आणि फक रेघ मध्यींवदु व स्पर्शविदु ह्यास असा?आहे,

म्हणून फक रेघ ३६ रेघेवर लंब आहे. ( ३.१८)
म्हणून फकई कोन काटकोन आहे. ( १ .व्या. १०)



२०८ युखिडची ९त.
परंतु अकई कोनही काटकोन आहे; ( रचना)
त्यास्तव फकई कोन अकई दानावरावर आहे. ( प्र. प्र. ११)
पण हा ५ व्या प्र. प्रमाणाशीं विरोध आहे,
म्हणून फ बिंदू अवक वर्तुळाचा मध्य नाहीं.

ह्याप्रमाणेच, कथ रेषेबाहेरचा दुसरा कोणताही बिटू मध्य नाहीं
असें दाखविता येईल; म्हणून मध्य कभ रेघेत आहे.

ह्याकरिता, जर एक रेघ वर्तुळास स्पर्श करिते, इत्यादि,

३.१६, ३., १७,३.१८ व ३.१९ द्यांवर
प्रश्न.

१ वर्तुलाच्या बाहेरील कोणत्याही विदूपासून त्या वर्तुळास दोनच
स्पर्शरेषा काढितां येतात.

२ ( १) वर्तुळाच्या बाहेरील कोणत्या ही एकाच पिकूनाहून त्या

वर्तुळास काढिलेल्या स्पर्शरेषा समान असतात; (२) वर्तुळात्राहेरतचा

बिटू व मध्यविंदु ह्यास सांधणारी रेघ, त्या विंदूपासन काटिलेल्या न
स्पर्शरेषांमघील कोनास दुभागितेर ( ३) तीच सांधणारी रेषा,
मजविंदूपास्रृन दोन्ही स्पर्शींपर्यंत काटिलेल्या रेपांच्या मणील

कोनासही दुभागिते
३. ( १) स्पर्शरेषेच्या स्पर्शविदूरतून जाणें, ( २) स्पर्शरेषेवर२असणें, व ( ३) वर्तुळमध्यांतनू जाणें, ह्या तीन धर्मापैकी कोणसू

दोन धर्म ज्या रेषेत असतात, तीमध्यें तिसरा धर्मही असतो '' रे'
नसिद्धांताचे तीन भाग निरनिराळे सांगून. त्यांपैकीं जे सिद्ध झाले

सतील, ते सिद्ध करून दाखवा.
४.(१) जी वर्तुळे एकाच रेषेस एकाच विद्युत स्पर्श करितात, ती

परस्परांसही त्याच त्रिंबत स्पर्श करितात, व ( २) दोन स्पपर्श ा?
वर्तुळापैकी एकाला होरशचिडून काड्यिलेली स्पर्शरेषा दुसऱ्याला
त्याच पिएर स्पर्श करिते

५. ( १) व्यासाच्या दोन्ही टोकापासून काटिलेल्या ए.समांतर असतात. व ( २) समांतर असणाऱ्या दोन स्पर्शरेषांचे स्थर्य

शविंदू साधणारी रेषा वर्तुळमध्यांतून जाते.
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६. कोन करणाऱ्या दोन त्रिज्यांच्या टोंकांतून काढिलेल्या दोन
स्पर्शरषो, त्या त्रिज्यांच्या मधील अंतर्वक्रकोनार्च्या अंगासच मिळतात

७. ( १) वर्तुलत्याहेरच्या कोणत्याही एकाच विदूपासून त्या व-
ईलास कादिलेल्या दोन स्पर्शरेपांचे स्पर्शविदु सांधणारी रेषा वर्तुल-
मध्यांतून जात नाहीं; व ( २) मध्यविंदु आणि तो बाहेरचा विदु
खास सांधणारी रेषा, स्पर्शविदुस साधणाऱ्या रेषेला दुभागिते व ती.
वर लंब असते.

८. ( १) दोन समकेंद्र वर्तुळापैकी बाहेरच्या वर्तुळाची जी ज्या
आतील वर्तुळास स्पर्श करिते, ती स्पर्शविद्दंत टुभागिली जाते; व
( २) बाहेरच्या वर्तुळाची जी ज्या आतील वर्तुळास छेपित्रे तिचे
दोन्ही वर्तुळांच्या परिघांमधले भाग सारखे असतात.

५.(१) दोन समकेंद्रवर्तुलांपैकीं आतील वर्तुलासस्पर्श करणाऱ्या,
घाहेरील वर्तुळाच्या सर्व ज्या समान असतात; ( २) आतील वर्तु-

लास छेदणारी बाहेरच्या वर्तुलाची ज्या स्पर्श करणाऱ्या ज्येपेक्षां

मोठी असते; व (३) आतील वर्तुळास मुळीच न मिळणारी बाहेरच्या
वर्तुळाची ज्या स्पर्श करणाऱ्या ज्येपेक्षां लहान असते.

१०. एकाच वर्तुळास स्पर्श करणाऱ्या चार रेषांचा जर चौकोन
बनला, तर त्याच्या समोरासमोरच्या दोन बाजूची बेरीज, दुसऱ्या
दोन वास्तूंच्या वेरजेवरावर असते.

११. एका कोनाच्या दोन्ही बाजूस स्पर्श करणाऱ्या सर्व व.
तुळांचे मध्यविंदु, तो कोन दुभागणाऱ्या रेषेमध्यें असतात.

१२. दोन वर्तुळांपैकीं प्रत्येकास स्पर्श करणाऱ्यादोन रेषा जर स.
मातर असल्या, तर त्या वर्तुळांच्या त्रिज्या समान असतात.

१३. वर्तुळाच्या व्यासाच्या दोन्ही टोंकांपासून काढिलेल्या दोन
स्पर्शरेषा तिसऱ्या एका स्पर्शरेषेस अ, व बिंदूत छेदितात; व क हा
त्या वर्तुळाचा मध्य आहे. तर अकव कोन काटकोन आहे, असें
सिद्धकरा.'१४. परस्परांवर लंब असणाऱ्या दोन त्रिज्या एका स्पर्शरेषलो'
ज्या दोन विद्रूत छेदितात, त्यापासून त्या वर्तुळास आणखी दोन
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स्पर्शरेषा काढिल्या आहेत; तर त्या दोन स्पर्शरेषा समांतर आहे?।,
(असें सिद करा

सिदांत २०. प्रमेय.
वर्तुळाच्या कोणत्याही कंसावरचा मध्यकोण हा, त्याच कंसावर.

च्या परिघकोनाच्या दुपटीयरोवर असतो.
अवक वर्तुळ आहे, ई त्याचा मध्य आहे, वर्डक हा बक कसा.

वरील मध्यकोण आहे, व बअक हा त्याच कंसावरील परिघकोण
आहे. तर बईक कोन वअक कोनाच्या दुप्पटीयरोवर होईल.

(१) ई हा वर्तुळमध्य बथक कोनाच्या अ
अब ह्या एका षाजृंत् आहे. असें मान. (१)

आतां ईअ, ईक त्या रेपा समान आ-
हेत, (१. ठग. १५)
म्हणूनक कोन ईकअ कोनावरावर व क
आहे; (१५)
म्हणून ईअक आणि किस ह्या कोनांची अ
बेरीज वथक कोनाच्या दुप्पटीबरोबर
आहे (२)
आणि ईअक. ईकअ ह्या कोनांची वे-
रोज वर्डक कोनावरावर आहे; (१३२) व क
हाणून बईककोनवअक कोनाच्या दुपटी- दो
वरावर आहे; (प्रप्र. १)

( २) आतां ई हा वर्तुळमध्य ब-क कोनाच्या आत आहे, असें मान (३)

८ सांधून ती ७, १७ ऽफ ५
आतां ( १) ह्या भागावरून ८ बकआहे की, कफ कोन कअफ कोनाच्या दपटीवरावर आहे, ब

वईफ कोन दअफ कोनाच्या इपीबरोबरआहे, म्हणून कदफ
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आणि बईफ ह्यांची बेरीज म्हणजे बईक कोन हा, कथक आणि
बभफ ह्यांच्या दुपटींच्या वेरजेबरावर आहे. (प्र. मर
आणि कथक, बभफ ह्यांच्या दुप्पटींची बेरीज ही, त्या कोनांची
बेरीज वभक कोन ह्याच्या दुप्पटीवरावर आहे. ()म्हणून बईक कोन बभक कोनाच्या दुप्पटीवरावर आहे. (प्र. प्र१)

( ३) आतां ई हा वर्तुळमध्य बअक कोनाच्या बाहेर आहे,
असें मान;
अई सांधून ती पुढें फ बिद्रूपर्यत वाढीव. (गृ. कृ. १ व २आतां ( १) ह्या भागावरून सिद्ध आहे कीं, कईफ, बईफ हे कोन
अनुक्रमे कथक. वश्रफ, ह्यांच्या दुप्पटींथरावर आहेत;
ह्मणून कईफ आणि बईफ ह्यांची वजाबाकी ह्मणजे बईफ कोन हा,
कअफ, बअफ ह्यांच्या टुपटींच्या वजावाकीवरावर आहे. (प्र,प्र.३.)
आणि कथक. बअफ ह्यांच्या दुपटीची वजावाकी ही, त्या कोनाची
वजावाकी बश्रक कोन त्याच्या दुपटीवरावर आहे. ()म्हणून बईक कोन बअक कोनाच्या दुपटीवरावर आहे. (प्र. प्र. १)

त्याकरिता वर्तुळाच्या इत्यादि.

प्रश्न.
१. (३. २०) च्यासिद्धतेच्या ( २) व ( ३) ह्या भागांमध्ये

जे सिद्धांत पूर्वी सिद्ध केल्यावाचून् स्वीकारिलेले दिसतात, ते
सांगून दुसऱ्या उदाहरणांच्या योगाने स्पष्ट करून दाखवा; व त्यांची
सामान्य स्वरूपें ही सांगा.

२. '' अंतर्वक्र कोनासच कोन ही संज्ञा द्यावयाची'' ह्या युग्निडच्या

संकेतावरून पाहिले असतां, ज्या कंसावरचा परिघकोण काटकोन
अथवा विशालकोण आहे, त्यास ३ .२० हा सिद्धांत लागू होणे सं-
भवतें काय? कां?

३. ''दोन काटकोनांच्याबेरजेला व वहिर्वक्रकोणाला देखील कोन
ही संज्ञा द्यावयाची '' असा जर संकेत केला, तर कंसावरील परिघ-
कोण कोणत्याही जातीचा असला, तरी त्याला ३२० हा सिद्धांत

लागू पडतो, असें सिद्ध करून दाखवा.
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४. कोणत्याही कंसावरील परिघकोण दोन काटकोनांचा किंवा
वहिर्वक्र असणें संभवतें काय? कां?

५. '' दोन पदार्थांच्या दुपटीची बेरीज त्यांच्या बेरजेच्या दुप्पटी-
वरावर असते '' व '' दोन असमान पदार्थीच्या दुपटीची वजाबाकी
त्यांच्या वजाबाकीच्या दुपटीवरावर असते, '' हे जे सिद्धांत ३ .२०
ह्याच्या सिद्धतेमध्यें सिद्ध न करितां स्वीकारिले आहेत, त्यांची
योजना मुळीच न करितां ३ .२० ह्याचे ( २) व (३) हे भाग सिद्ध

करून दाखवा
६. ( ३.२०) च्या सिद्धतेच्या ( २) ह्या भागांतल्या रचने-

सारिखी रचना करून ( बहुतेक) त्याच भागासारिख्या सिद्धतेच्या
योगानें '' अर्धवर्हुळातला कोन काटकोन असतो '' असें सिद्ध

करून दाखवा; आणि '' सर्व अर्धवर्तळें ही सरूपवर्तलखंडें असतात''
असेंही सिद्ध करून दाखवा

सिद्धांत २९. प्रमेय.
वर्तुळाच्या एकाच खंडांत असणारे कोन परस्पर वरावर

असतात.
अवकड एक वर्तुळ आहे, आणि वभड व बंड हे दोन कोन

एकाच बअईड वर्तुळखंडांत आहेत; तर वभड आणि बईड हे दोन
कोन परस्पर वरावर होतील.

अबकड वर्तुळाचा फ मध्य काट. ( ३१)( १) प्रथमतः फ मध्य वभईड वर्तुलखंडांत आहे, असें मान.
वफ, डफ सांध. ( ए. कृ. १)
आतां वफड कोन बकड कंसावरचा (१) .अ ई
मजकोण आहे, व बअड कोन त्याच कं-
सावरचा परिघकोण आहे;
म्हणून वाइड कोनाच्या अर्थावरावर बअड ड
कोन आहे. (उ २०)' केद्याच कारणास्तव वाकड कोनाच्या अर्थावरीवर बईड कोन आहे;
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म्हणून वभड कोन बईड कोनावरावर आहे. (प्र.प्र.७)

(२) व (३) आतां अवकड वर्तुळा- (२) लईचा फ मध्य ( २) बभईड वर्तुलखंडा-
च्या ज्येमध्ये किंवा ( ३) त्या वर्तुलख- वडफीच्या वाहेर आहे, असें मान.

अफ सांधू, ती परिघास क बिंदूत क
मिळे तोपर्यंत वाढीव, आणि कब, कई, कड सांध. (गृ. कृ. १ व २)

आतां बहुलाचा मध्य दमईडक वर्तुल- (३) -र्हखंडामध्यें आहे, म्हणून (१) ह्या भागाप्रमाणें व ड'
त्या वर्तुलखंडांतले वअक, वईक हे कोन
समान आहेत.
आणि तसेंच कवथईड ह्या एकाच वर्तुल- क
खंडांतले कअड, कईड हे कोन समान आहेत.
ह्याकरिता सगळा दमट कोन सगळ्या बईड कोनावरावर आहे.

( प्र. प्र. २)खाकरिता वर्तुलाच्या एकाचं खंडांत इत्यादिक.
डपसि. एकाच कंसावरचे परिघकोण समान असतात.

मश्न.
(३२१) त्यात दिलेल्या वर्तुलाच्या मध्यबिंदूच्या निरनिराळ्यी

स्थिती
क ना लघून त्या सिद्धांताच्या. सिद्धतेचे निरनिराळे भाग करावे

ले, द्याचें मुख्य कारण काय?
२. दोन काटकोनांच्या बेरजेला व थहिर्वक कोनाला देखील कोन

ऽसंज्ञा चावण्याची, असें ठरवून जर ३-२० हा सिद्धांत ह्या सर्व

कोनांस लाग पडेल अशा रीतीनें सिद्ध केला, तर ३२१ ह्याच्या
व्हतेचे अनेक भाग करावे लागणार नाहींत, असें दाखवा.
३. (३. २१) च्या ( २) व ( ३) आकृतींमध्यें मध्यबिंदु काढणें

:गरे रचना न करितां अई सांधा; अड बई ह्यांच्यी छेदनविदुस
नांव था, आणि अफब, डफई ह्या त्रिकोणांच्या कोनास उद्देशून



२१४ युक्लिडची भूमति.

१३२ भाग १ प्रप्र. १३ .२१ च्या सिद्धतेचा पहिला भाग व प्र. प्र.

३ ह्यांच्या योजने ३२१च्या सिद्धतेचे राव१ हे भाग सिंह करा
सिद्धांत २. प्रमेय.

वर्तुळांत काढिलेल्या चौकोनाचे समोरासमोरचे दोन कोन मिळून
दोन काटकोनांवरात्रर असतात.

अवकड चौकोन अवकड वर्तुलांत काढिला आहे; तर त्याचे स-
मोरासमोरचे दोन कोन मिळून, दोन काटकोनांवरावर होतील.

थक आणि वड साथ. १४१)आतां अडवू. अकब हे कोन अडकव ह्या एकाच वर्तुळखडर्ति-
ले आहेत;
म्हणून ते समान आहेत. (३२१). ड क
आणि अवड, अकड हे कोन अवकड ह्या

एकाच वर्तुळखंडांतले आहेत;
म्हणून तेही समान आहेत. (३२१) व
ह्यणून अडव,ग्रश्रवड ह्या दोन कोनांची वे-
रोज, अकव, अकड ह्या कोनांच्या घेरजेवरावर म्हणजे डकव को-
नावरावर आहे. ९२ह्या समान देरजांपैकीं प्रत्येकींत डथब कोन मिळविला;
तेव्हां अडव, अवड, डअव ह्या तीन कोनांची बेरीज, डकव
आणि डअव ह्या दोन कोनांच्या वेरजेवरावर आहे. ९.परंतु अडब, अवड, डथब ह्या तीन कोनांची बेरीज दोन काटको-
नावरावर आहे; ( १३२ भाग २)
म्हणून डकव, डधव ह्या समोरांसमोरच्या दोन कोनांची बेरीज
दोन काटकोनांषरावर आहे. ( प्र प्र १

द्याप्रमाणेंच सिद्ध करितां येईल कीं, विक धडक ह्या दोन को-
नांची बेरीजही दोन काटकोनापरायर आहे

वर्तुळात काढिलेल्यमाभइत्यादिक

रीजे ३?.९२ २९३ने



तिसरे पुस्तक.

२. 4' दोन काटकोनांच्या वेरजेला व पहिर्वक्र कोनाला देखील
३२० हा सिद्धांत लागू आहे'' असें मानिलें, तर: ३ .२२ हा सिःद्रात
वर्तुळात काढिलेल्या चौकोनाच्या समोरासमोरचा कोणविंटंस्वागसुन्
मध्यविद्रूपर्यत रेपा काहिल्याने थोडक्यांत सिद्ध होतो, असें दाखवा.

३.२०,३.२१; व, ३.२२ याइर प्रश्न.
घे. '' परस्परास वर्तुळांत छेदणाऱ्या दोन ज्याची एकेका आग-

ची टक साधणाऱ्या दोन रेषाक्राढिल्या अंसलं जे दोन त्रिकोण
होतात, ते मिथःसमकोण असतेर्लू हेयेतीवरकरा.

२. ( १) वर्तळखंडाच्या आतील-कणत्याही - बिंदूपासून त्यांच्या
ज्येच्या टोकांपर्यंत काटिलेल्या दोन त्यांनी त्या०जो कोन
होतो, तो त्या वर्तुळखंडांतल्या कोणत्याही कोनापेक्षां मोठा असतो;
आणि ( २) वर्तुळखंडाच्या ज्येच्या ज्या अंगास तें वर्तुळखंड आहे,
त्याच आगच्या आणि त्या वर्तुळखंडापवाहेरच्य-कोणत्याही भरणाहून
त्यो ज्येच्या दोन्ही टोकापर्यत कार्यटलेल्या स्वांनी दल. ब्रिटूनवळ.
जो कोन होतो, तो त्या अखेळखांचं .कीणत्याहीछानपश्ऽ. ल-
हान असतो. १ अं ए-.

३. वर्दळांत काडिलेल्या चौकोनोभूचेरेकबूजनाठीही असलं
होणारा घरी; कोन, आतील त्याशी कलेनससंरच्या क्रो-.

नावरावरअसतो.-.४. वर्तूळांत काटिलेला समातरभुजचौकोन हा काटकोनचौको-
न असत
त्य कॅ' वर्तुलांत काहिलेल्या चौकोनाच्या चारही वाजू समान अस-
या, तर तो चौरस असतो
६. वर्तूळांत काढिलेल्या चौकोनाच्या समोरासमोरच्या दोन वाढू
येत a*aाँपॅर्यत वाढविल्या तर जे दोन त्रिकोण होतात ते मिथःस-

मेकोण असतात.
७. वर्तुळांत कादिलेल्या चौकोनाची एक गाडू वाढविल्यानें हो-

या वाहहेोले कोन व आतील त्याशीं सछग्नकाणासमोरचा कोन

२६-७गुजऽ रेषा परस्परांस मिळतात; व त्या वर्तुळाच्या परि-



०६१६ युहिडची भ्रृमिति.

८. अवक ह्या समद्विभुजत्रिकोणाचा अब पाया ही एका वर्ष-

ळाची ज्या आहे; क हा शिरोविंदु वर्तुलाबाहेर आहे, आणि अक,
बक ह्या समान वाजू परिघास अनुक्रमे ड, ई विट्रृंत छेदितात, तर
कड, कई ह्या तो समान आहेत, असें सिद्ध करा.

९. ज्या चौकोनाच्या समोरासमोरच्या दोन कोनांची घेरीज दोन
काटकोनावरावर असते, त्याच्य्या भोंवतीं वर्तुळ काढिता येतें.

१०. सममुजचौकोनाभोवती वर्तुल काटितां येणार नाहीं, असें
एसह करा.

११. ज्यांचे शिरकोण सारखे आहेत, असे अनेक त्रिकोण एका.
च पायावर आणि त्याच्या एकाच अंगास असले, तर त्यांपैकीं को.
णत्याही एका त्रिकोणाभोवती काढिलेल्या वर्तुळाचा परिघ, सर्व त्रिको-
णांच्या शिरोबिंदूंतून जातो.

१२. कोणत्याही वर्तुळखंडांतील कोन व त्याच्या कंसावरील परि-
घकोण ह्यांची बेरीज किती काटकोन असते? का?

१३. जिची भुजसंख्या सम ( म्हणजे दोहोंनी विभाज्य) आहे
अशी कोणतीही सरलरेषाकृति वर्तुळांत काहिली असतां, तिच्या
एक टाकून एक अशा सर्व कोनांची वेरीज, त्या आकृतीच्या सर्व को-
नांच्या बेरजेच्या अर्थावरावर असते

१४. वर्तुळांत काढिलेल्या चौकोनाच्या वाहेर जे. त्या बहुलाचे
दर्तुळखंड राहतात, त्यांतील एकेक कोन घेतला असतां त्या चार
कोनांची वेरीज सहा काटकोन असते

( सुचना-प्रश्नातील कृतीने वर्तुलांत अष्टकोणाकृति होते; झ-
एन मागच्या प्रश्नावरून इष्टसिद्धि.)

सिद्धांत अ. प्रमेय
च्या वर्तुलांच्या त्रिज्या समान असतात ती वर्तुळे समान असतात.
अनुक वर्तुलाची प्रत्येक ५ ड

विज्या डर्डफ वर्तलल्या प्र- १
द्देयेक त्रिज्येवरायर आहे; तर क ते फ म
हीं वर्तुळे समान होतील.



तिसरे पुस्तक. २१७
खो वर्तुळींचे न, य हे मध्य कार; (३१)

व अन, डम सांध. र. कृ. से)
आतां जर अवक वर्तुळ डईफ वर्तुलावर असें उचलून ठेविले

कीं, न बिंदू य विदुशी मिळेल व नश्च, मड ह्यांची दिशा एक
होईल; तर नथ. मड ह्या रेपा समान आहेत, (प्रतिज्ञा)

म्हणून अ विदु ड ओवदृशी मिळेल.
आतां अवक वर्तुल डईफ वर्तुळाशी सर्वाशी मिळेल;

काप जर तें सर्वीशी न मिळेल, तर डईफ वर्तुळास छेदील किवा
षेपर्श करील, असें मानिलें पाहिजे.
परंतु छेदील असें मानिल्यास तीं वर्तुळें समकेंद्र असल्यामुळे ३५
जशी विरोध येतो
आणि स्पर्श करील असें मानिल्यास ३६ झाशी विरोध येतो;
म्हणून अवक वर्तुळ डर्डफ वर्तुळाशी सर्वाशीं मिळेल.
९णून ह वर्तुळे समान आहेत. ९८द्याकरितां ज्या वर्तुळांच्या इत्यादिक.

उपसि. १ -ज्या वर्तूळांच्या त्रिज्या असमान असतात, त्यांपैकीं
मोठ्या त्रिज्येचें वर्तुळ लॅहान त्रिज्येच्या वर्तुळापेक्षां मोठे असतें.

( दिलेल्या दोन वर्तळांपैकीं एकाचा मध्य हाच ज्याचा मध्य
होईल, व दुसऱ्या वळीच्या त्रिज्येएवढी ज्याची त्रिज्या होईल,
सें तिसरं एक वर्तळेंकाढावे पहिलें व तिसरे ही वर्तुलें सम-

केंद्र
असल्यामुळें त्यांपैकीं कोणतें तरी एक दुसऱ्याचे आतच पडेल,

हें ३.ऑ, पे ३६ ह्यांच्या आधाराने क्रमविरुद्ध रीतीनें सिद्ध होतें. नं-

वरील सिद्धात, प्र. प्र. ९ व प्र प्र अ किंवा त्याचा उपसि.
धांवरून इष्टसिद्धि होते १

असतातपसि. २-ज्या वर्तुळांचे व्यास समान असतात, तीं वर्तुळे समान

उपात. ३-ज्या वर्तुळांच्या त्रिज्या समान असतात, त्यांचे परिघ
समान असतात.

१०



२१ याहूडच? भूमिति.

सिद्धांत इ. प्रमेय.
समान वर्तुलांच्या त्रिज्या समान असतात.
कारण, त्या वर्तुलांच्या त्रिज्या असमान आहेत, असें जर मानि-

ले, तर ३. अ उपसि. १ ह्यावरून तीं वर्तुलें असमान ठरून प्रतिज्ञे-

शी विरोध येईल.''
खाडकरितां समान वर्तुलांच्या इत्यादिक.
उपसि. १च्या सि:द्वाताप्रमाणेव सिद्ध करिता येईल कीं, '' अ-

समान वर्तुऽळांपैकी मोठ्याची त्रिज्या पाकण्याच्या त्रिज्येपेक्षा मोठी
असते ''

उपसि. २-समान वर्तुळांचे व्यास समान असतात.
उपसि. ३-समान वर्तुळांचे परिघ समान असतात.
( ई सिद्धांत व अ सिद्धांताचा तिसरा उपसिद्धांतत्यांच्या आधा-

रानें क्रमिक रीतीनें हा शेवटचा उपसिद्धांत सिद्ध होतो)
सिदांत २३. प्रमेय.

जो दोन वर्तुलखंडे एकाच ज्येवर आणि तिच्या एकाच अंगास
ठेविली. आहेत, व सरूप आहेत, तीं निराळी पडावयाचीं नाहींत
( म्हणजे एकमेकांशी सर्वांशी मिळतील)

कारण; तीं निराळी पडणें हें शक्य असेल, तर अकव, अडव
हीं सरूप वर्तुळखडें अब ह्या एकाच ज्येवर आणि तिच्या एकचि
अंगास ठेविली२७२७.आहेत, असें समज.

८९८ म्हणूनजेन ९६
म्हणून दोहो वर्तुलखंडांपैकीं कोणतें तरी एक

:क्र:: ६१८९



तिसरे पुस्तक. २१९
बक सांध व ती रेघ दुसऱ्या वर्तुलखंडाच्या कंसास ड विद्युत मिळे
तोपर्यत वाढीव; आणि थक, अड सांध. ( गृ. कृ. १ व २)
आतां अकव, अडब ही वर्तुलखंडें सरूप आहेत; ( प्रतिज्ञा)

म्हणून अकव कोन अडब कोनावरावर झाला. (३. व्याख्या ११)
परंतु हा १ .१ ६ द्याशी विरोध आहे; म्हणून ही वर्तुलखंडें कोण-
त्याच प्रकारें निराळी पडणें संभवत नाहीं.

ह्याकरितां, जी दोन वर्तुलखंडे इत्यादि.

सिदांत २४. प्रमेय.

समान ज्यांवरील सरूप वर्तुळखंढें परसग्रसमान असतात.
अब, कड ह्या समान ज्यावर अईव, कफड ही सरूप वर्तुळखं-

ड आहेत; तर अईब वर्तुळखंड कफड वर्तुळखंडावरावर होईल.
कारण; जर अईव वर्तु- कै फे

७२एक ५७ -२ ८९;डक८.२. वो ५, त्ये कड रेघेवर पडेल, तर व विपट

ड विंदूवरच पडेल, कारण अब, कड वरावर आहे. (प्रतिज्ञा)

आतां ही वर्तुलखंडें कड ह्या एकाच ज्येवर आणि तिच्या एकाच
अंगास ठेविली आहेत, व तीं सरूप आहेत; ( प्रतिज्ञा)

म्हणून तीं सर्वाशी मिळतील. ९? २. ए ए १

म्हणून अईब वर्तुळखंड कंफड वर्तुळखंडावरावर आहे. प.एशकरिता, समान ज्यांवरील इत्यादि.

(उपासे-समान ७-यावरील सहरप वर्तुळखंडांचे कंस समान अ.
सतात.

१७२१९१ व ३.२४ह्यांवर
प्रश्न.

१. जी वर्तुलखडे समान असून समान ज्यावर असतात, तीं स-
एक्तइr असतात ( व त्यांचे कंसही समान असतात ).



२२० पाकुडची भमिति.

२. जी वर्हुळखडे सरूप असून समान असतात, त्यांच्या ज्या स-
मान असतात ( व त्यांचे केसही समान असतात ).
३.१२४ व मागच्या दोन प्रश्नातील प्रमेये ह्या तिहीचा ज्यात

समावेश होईल, असें एक वाक्य म्हणा.
४. '' एकाच व समान वर्तुलांतली सर्व अर्धवर्तुर्ले समान अस-

तात,'' हें प्रमेय ३ .२० प्रश्न ६, ३. इ. ३२४ इत्यादिकांच्या आधी
रानें (किंवा अशी दोन अर्धवर्तुलें सर्वीशी भिळतात, असें ठरवून)
सिद्ध करा.

५. ( १) '' अर्थवर्तुल हें वर्तुलाच्या अर्थावरावर असतें, '' ( ई)
वर्तुलमध्यातून न जाणाऱ्या एकाच ज्येनें वर्तुलाचे जे दोन वर्तुळखड
होतात, त्यांपैकीं ज्यात वर्तुलमध्य असतो, तोवर्तुलखंड दुसऱ्यापेक्षा
मोठा असतो; '' ( ३) '' अर्धवर्तुलाचा कंस हें परिघाचे अर्ध अस-
तें; '' (४) '' वर्तलमध्यांतून न जाणाऱ्या एकाच ध्येयेने वर्तुलाचे जे
दोन खंड होतात, त्यांपैकीं ज्यात वर्तुलमध्य असतो, त्याचा कंस दु-
सन्याच्या कंसापेक्षां मोठा असतो. '' हे सारे सिद्धांत सिद्ध करा
आणि ह्या सर्वाच्या व्यत्यासांच्या प्रतिज्ञा म्हणून, त्यांपैकीं जे खरे अ-
सतील, ते सिद्ध करा

६. ( १) एकाच सरलरेषेत नसणाऱ्या दोन त्रिज्यांनीं जे दोन
वर्तुलविभाग होतात, त्यांपैकीं ज्याचा मध्यकोण बहिर्वक: असतो,
तो दुसऱ्यापेक्षा मोठा असतो; आणि ( २) त्याचा कंसही दुख.
ऱ्याच्या कंसापेक्षां मोठा असतो

७. ( १) परस्परांवर लंब असणाऱ्या दोन त्रिज्यांनीं जो लहान
वर्तुलविभाग होतो, तो वर्तुलाच्या चतुर्थाशावरावर असतो; आणि
( २) त्याचा कंसही परिघाच्या चतुर्थाशावरावर असतो.

सिद्धांत २५. ऊस.
एक वर्तुलखंड दिलें असतां, तें ज्या वर्तुलाचे खंड आहे तें व-

तुल काढावयाचे

ए १२२८७आहेर आणि तें ज्या वर्तुलात्त्वें



(१)

तिसरें पुस्तक.

(२) (३)
२२१

धक ज्या ड ४, दुमगार ' अ, १९०)ई पिंदूंतून डव, अक वर लंब काढू ( १ ११
आणि अब साथ. (ए. कृ. १)

( १) जेव्हां अवड कोन बथड कोनावरावर आहे, तेव्हां ड हा
इच्छिल्या वर्तुलाचा मध्य होईल

कारक धड वड वरावर आहे; ( १ 'आणि डथ, डक वरावर आहे, (रचना)
म्हणून डव; डक वरावर आहे. ( प्रे. प्र १)
२णून ३४, ब, डक ह्या तीन रेघा परस्पर वरावर आहेत.
एर्न्सितव ड हा इरिकलेल्या वर्तुळाचा मध्य आहे. ( ३.९)
म्हणून रड हा मध्यविंटु व डअ, डच, डक ह्यापैकी एक त्रिज्या क.
खून तिसऱ्या गृहीत कृत्याप्रमाणें वर्तुल काटिलें असतां, ज्या बहुलाचे
अवक खंड आहे, तें निघेल
तु८२१७२ उज्खेयमD)ये ड हा वर्तुलमध्य आहे, म्हणून अवक

.५० ( २) व ( ३)ई, अवड कोन बअड कोनापेक्षा.( २) मोठा

किंवा ( ३) लहान आहे
गेव्हा अव रेपेशी अ२ बअई कोन अवड कोनाबरावर कर

(१. २३)आणि षडे, अईस ई विद्युत मिळेल असें कर. (गृ. सु. २)
करे हे हा इच्छिल्या वर्तुलाचा मध्य होईल.

ईक सांध. (ए. कृ. १)
आगतां अडई त्रिकोणाच्या अड', ड? ह्या बाजू, कडई त्रिकोणाच्या

' इच्ं२ंr ह्या वाजशी अनुक्रमे समान आहेत ( रचना
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व अडई कोन कडई कोनावरावर आहे; ( १. व्या. १०)
म्हणून ईथ पाया ईक पायावरावर आहें. ( १. ४ भाग १)
परंतु ईथ, ईव वरावर आहे, ( रचना व १. ६)
म्हणून इव. ट्रेक वरावर आहे. ( प्र. प्र. १)
ह्यास्तव ईच, ईव, ईक ह्या तीनही रेघा परस्पर दरावर आहेत
म्हणून ई, हा इच्छिलेल्या वर्तुळाचा मध्य आहे. ( फे. ५)

म्हणून ई हा मध्यबिंदु व ईअ, ईद, ईक त्यांपैकी एक त्रिज्या
कल्पून तिसऱ्या गृहीत कृत्याप्रमाणें वर्तुल काटिलें असतां, ज्या वर्चु-

ळाचें अवक खंड आहे, ते निघेल.
( हें उघड आहे कीं, अवड कोन बअड कोनाहून मोठा

असतो, तेव्हां ई मध्य अवक वर्तुळखंडावाहेर पडतो, आणि अर्था-
तच तें खड अर्धवर्तुळापेक्षा लहान असतें; परंतु जेव्हां अवड कोन
बअट कोनाहून लहान असतो, तेव्हां हे मध्य अवक वर्तुळखंडात
पडतो, आणि अर्यातच तें खंड अर्धवर्तुळाडुन् मोठे असतें.)

ह्याकरिता, दिलेल्या वर्तुळखडापासुन्, तें ज्या वर्तुळाचे खंड
आहे, तें काढिलें आहे

प्रश्न.

१. ( २५) ह्या कृत्याची सामान्यरीति सांगा.
२. ( ३.२५) ह्यांत '' दिलेल्या वर्तुलखंडाच्या केसांतील खप

ओवदुप्रास्रन ज्येच्या दोन्हीटोंकांपर्यत (किंवा केसांतील दुसऱ्या कार
णत्याही दोन विद्रुपर्यत) रेषा काढणें, .व त्या रेपांच्या२१त्यांवर लंच काढून ते मिळत तोपर्यंत वाढविणे '' ह्या कृतीने
इष्टवर्तुळाचा मध्यविदु सांपडतो, असें दाखवा.

२. दिलेला कंस ज्या वर्तुळाच्या परिघाचा भाग आहे, तें वर्तुळे

काटण्याची सामान्य रीति सांगा.
सिद्धांत २६. अमेय.

समानवर्त्रुळांतील (१) समानमध्यकोण किंवा (२) समानपरिधकोण
ज्या कंसांवर असतात, ते कंस समान असतात



तिसरे पुस्तक.

( १) अवक आणि डईफ ही वर्तुळं समान आहेत; व त्यांतील
बगक आणि ईहफ हे मध्यकोण समान आहेत; तर दसक कंस ईश्

लफ कंसावरावर होईल.

बक आणि ईफ सांध. ( मूळ १)
आतां अवक आणि डईफ वर्तुळे समान आहेत, ( प्रतिज्ञा)

ह्यास्तव त्यांच्या त्रिज्या समान आहेत. ( ३. इ.)
म्हणून वग, गक वाजू, इह. हफ बाजूली अनुक्रमें वरावर आहेत;
आणि ग मध्यकोण ह मध्यकोणावरात्रर आहे; ( प्रतिज्ञा)

म्हणून बक पाया ईफ पायावरावर आहे. ( १. ४ भाग १)
आतां अ कोन ड कोनावरावर आहे, ( ३.२० वप्र. प्र. ७)
भालवबअकआपिईढफहीबडेलर्सडे सरूपआहेत?र(३व्याख्या १)
आणि तीं बक आणि ईफ ह्या समान ज्यावर आहेत;
ह्यास्तव बअक कंस ईडफ कंसावरावर आहे. ( ३.२४ उप.)

परंतु अवक वर्तुळ डईफ वर्तुळावरोवर आहे, ( प्रतिज्ञा)

इन् श्रवण परिघ डईफ परिघाबरोवर आहे. ( ३. इ. उप. ३)
म्हेपृरन शेष दसक कंस शेप ईलफ कंसावरावर आहे. ( प्रप्र. ३)

( २) आतां अवक आणि डईफ ह्या समान वर्तुळांतले बअक,डिफ हे परिघकोण समान आहेत; तर ते ज्या कंसांवर आहेत,
ए दसक, ईलफ हे कंस समान होतील.
ग र.कर्ज?ईडफ ह्या समान कोनांच्या दुपटीवरोधर९' (३.)गे, ह हे कोन समान आहेत. ( प्र. प्र. ६)



२२४ युडिटन्सची भूमिति.

म्हणून ( १) त्या भागाप्रमाणें दसक कंस ईलफ कंसावरावर आहे.
ह्याकरितां समान वर्तुलातील इत्यादिक.
उपसि. एकाच वर्तुळांत समान क्र-यकोण अथवा समान परिघ.

कोण ज्या कंसांवर असतात, ते कंस समान असतात.

नभ.
१ (३२६) ह्याच्या ( २) ह्या भागाचीच सिद्धता प्रथमतः .करा;

आणि तीमध्यें बक ईफ ह्या ज्यांची समानता ठरल्यावर, आधी
दसक ईलफ ही वर्तुलखडें ३. २२ आणि प्र. प्र. १, प्र. प्र. ३ व
३ व्या ११ ह्यांच्या आधारानें सरूप ठरवून, मग ३२४ उपसि.
ह्याच्या योजनेनें बसक, ईलफ हे कंस समान ठरवून दाखवा.

२. समान ( अथवा एकाच) वर्तुळांतले मध्यकोण किंवा १ऽकोण जर असमान असतील तर मोठा कोन ज्या कंसावर आहे, त
कंस धाकटा कोन ज्या कंसावर आहे, त्या कसापेक्षा मोठा असतो.

३ ( ३.२६) हा सिद्धांत एक वर्तुळ दुसऱ्या वर्तुळावर उचलू?
तबेले अशी कल्पना करून सिद्ध करून दाखवा.

४. समान अथवा एकाच वर्तुळातील दोन मध्यकोणापैकी ( अ
थवा दोन परिघकोणांपैकी) एक दुसऱ्याच्या कांहीं पटीबरोचर अ
सेल, तर पहिल्या कोनाचा कंस दुसऱ्या कोनाच्या कंसाच्या त्याच

पटीवरोवर असतो
५. (३. २६ १च्या पहिल्या भागाची सिद्धता करीत असतां, वळू

ईफ ह्या ज्यांची समानता ठरल्यावर बअक, ईडफ ही वर्तुळक
समान रवा; आणि शेवटीं बसका. ईलफ हीं वर्तुळखंडें समान ठर
वून '' समान ज्यांवरील समान वर्तुळखंद्धांचे कंस समान अस
तात '' ह्या सिद्धांताच्या आघाराने इष्टसिद्धि करा.

सिद्धांत २७. ममेय.
समान वर्तुळांच्या समान कंसांवरील (१) मध्यकोण समान अस

तान; आणि ( २) परिघकोणही समान असतात.



तिसरं पुस्तक. २२५
अवक आणि डईफ ही वर्तुळे समान आहेत, आणि त्यांचे व-

गक, डिफ मध्यकोण, आणि वथक, ईडफ परिघकोण, बक
आणि ईफ ह्या समान कंसांवर आहेत; तर, (१) बगक कोन डिफ
कोनावरावर होईल, आणि ( २) बअक कोन ईडफ कोनावरावर
होईल.

( १) कारण, जर बगक कोन डिफ कोनावरावर नाहीं, तर त्या-

तून एक दुसऱ्यापेक्षा मोठा असला पाहिजे. बगक कोन ईहफ
कोनापेक्षा मोठा आहे, असें मान; आणि बग रेघेशी ग विड्रजवळ

वगस कोन ईहफ कोनायरापर कर. ( १.२११
आतां शास्त्र कोन ईइफ कोनावरावर आहे, आणि ते समान

पेर्तुळातील मध्यकोण आहेत;
म्हणून बस कंस ईफ कंसाबरावर आहे. ( ३.२६ भाग १)
रंतु ईफ कंस बक कंसाबरावर आहे. (प्रतिज्ञा)

असून बस कंस बक कंसावराबर आहे; ( प्र. प्र' १)
पण हा ९ व्या प्र. प्रमाणाशीं विरोध होय.
म्हणून वगक कोन ईहफ कोनापेक्षां मोठा नाहीं.
द्यीप्रमाणेच तो लहान नाहीं, असेही सिद्ध करितां येईल;

९न ते समान आहेत
( २)७ आतां अ परिघकोण वगक कोनाचे अर्ध आहे, आणि डचेपाणि ईहफ कोनाचे अर्ध आहे, ( ३. २')९णून थ, ड हे परिघकोण समान आहेत. (३.२७भा.१ वप्रप्र. ७)

फोकरिता, समान वर्तुळांच्या समान कंसांवरील इत्यादि.
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उपसि एकाच वर्तुळाच्या समान कंसांवरचे मयकोण समान

असतात व परिघकोणही समान असतात.

प्रश्न.
१. समान (अथवा एकाच) वर्तुळांच्या असमान कंसांवरील

मध्यकोणापैकी अथवा परिषकोणांपैकीं मोठ्या कंसावरीलकोन मोठा
असतो.

२. ( ३.२१) हा ३.२७ च्या उपसिद्धांताचा एक विशेप प्रकार

आहे, असें दाखवा.
३. समान (अथवा एकाच) वर्तुळांच्या दोन कंसांपैकीं एक दुसऱ्या.

च्या कांहीं पटीवरावर असेल, तर पहिल्या कंसावरील कदकर्र्त्यें

(अथवा परिघकोण) दुसऱ्या कंसावरील मध्यकोणाच्या अथवा प.
रिघकोणाच्या त्याच पटीवराथर असतो.

सिद्धांत २८. मय.)
समान वर्तुळांत समान ज्यांनीं कापिलेल्या कसांपैकीं( १) लहान

कस परस्पर समान असतात, व ( २) मोठे कंस परस्पर समान
असतात.

अवक, डईफ ही वर्तुलें समान आहेते, व त्यांच्या वक्र, ईफ
ह्या ज्या समान आहेत; तर त्यांनीं कापिलेल्या कसांपैकीं ( १) व
गक, ईहफ हे लहान कंस समान होतील; व ( २) बअक, ईडफॅ
हे मोठे केसही समान होतील
( १) स आणि ल हे वर्तुळांचे मध्य काट ( ३. '

गआणि बस, सक, ईल, लफ साघ. (गू. १
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आतां अवक वर्तुळ डईफ वर्तुळावरावर आहे, ( प्रतिज्ञा)

एणून दसक त्रिकोणाच्या बस, सक ह्या वाजू ईलफ त्रिकोणा-
च्या ईल, लक ह्या शाही अनुक्रमे वरावर आहेत; (३ इ)
आणि बक पाया ईफ पायावरावर आहे; ( प्रतिज्ञा)

संपून वसक कोन ईलफ कोनावरावर आहे; ( १ ट
त्यास्तव वगक कंस ईहफ कंसावरावर ओह. ( ३ ' ६( २) आतां अवगक परिघ डईहफ परिघावरावर आहे; (प्रतिज्ञा

व ३. इ. उप.)
क्वईं:(ने शेप वभक कंस, शेप ईडफ कंसावरावर आहे. ( प्र. प्र. ३)

त्याकरिता, समान वर्तुळांत इत्यादि.
९ उपसि. एकाच वर्तुळात समान ज्यांनीं कापिलेल्या कंसांपैकीं
टे कंस परस्पर समान असतात, व लहान केसही परस्पर समान

असतात.

११) '' समान वर्तुलांच्या समान ज्यांनीं कापिलेले कंस सं-
मोन 'क्र असतात, '' अशी ३.२८ ह्याची प्रतिज्ञा म्हटली असतां चा-

कावे? ( २) ३ .एड च्या आकृतींत बअक आणि ईहफ हे
कंस समान वर्तुळांच्या समान ज्यांनीं कापिलेले आहेत; पण हे समान
आहेत, असे सिद्ध करितां येईल काय?

२. ( १) वर्तुलाच्या ज्येने जे त्याचे दोन बईलखंड होतात, त्यांचे
कंस समान केव्ही असतात व असमान केव्हा असतात? (२) वर्तुल

तून न जाणाऱ्या ज्येने जे दोन वर्तुलखंड होतात, त्यांपैकीं ज्या-
कंस मोठा असतो, त्यांतच वर्तुलमध्य असतो, असें सिद्ध करा.

सिदांत २९. अमेय.
समान वर्तुळांत समान कंसांच्या ज्या समान असतात.
भवक आणि डईफ ही समान वर्तुळे आहेत, आणि त्यांचे
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बगक आणि ईहफ हे कंस समान आहेत; तर बक ज्या ईफ ज्ये-

वरावर होईल
वर्तुळांचे स आणि ल मध्य काढ, ( ३१)

आणि बस, धक, ईल, लफ सांध. २६.१)आतां बगक कंस ईहफ कसावरावर आहे, (प्रतिज्ञा)
त्यास्तव दसक: ईलफ- आहे. २

ग. हआणि अवक, ईडफ हीं वर्तुलें समान आहेत; प्रतिज्ञा)
ह्यास्तव त्यांच्या त्रिज्या समान आहेत. १२.लम्हणून दसक त्रिकोणाच्या बस. सक ह्या वाजू व त्यांच्या मध
कोन ही, ईलफ त्रिकोणाच्या ईल, लक ह्यी बाजूव त्यांच्या मधील
कोन ह्यांशी अनुक्रमे समान आहेत;
म्हणन बक पाया ईफ पायावरावर आहे. ( १ .४ भोग १)

ह्याकरितां, समान वर्तुळांत इत्यादि.

उपसि. एकाच वर्तुळातील समान कंसांच्या ज्या समान असतात.

मश्न.
१. १२२९ हा सिद्धांत ३१८ ह्याचा व्यत्यास आहे, असें दाखव
२.१३८२९ हा सिद्धांत ३९० च्या आधाराने क्र. वि. रीतीनें

सिद्ध करून दाखवा.
सिद्धांत २०. कृत्य.

दिलेला कंस दुभागावयाचें ( म्हणजे त्याचे दोन समान भाग
करावयाचें ).

अडब एक दिलेला कंस आहे; व तो दुभागावयाचा आहे.
अच साधू ( गृकृ. १)
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के बिंदूत अवचे दोन समान भाग करू (११.)
क विट्रृंतून अब रेघेवर कड लंब काट,

( १ .१ १) डआणि तो कंसास ड विदूत मिळे तोपर्यतवाढीव. टि,म्हणजे अडब कंस ड विदुत् दुभागिला जाईल.
कारण; धड आणि डब सांध. ( एकू. १)

आता थक, कब वरावर आहे, (रचना)
आणि अकड, वकड त्रिकोणांस कट साधारण आहे;

९५ अकड त्रिकोणाच्या अक, कड ह्या दोन वाजू बकड त्रि-
कोणाच्या वक्र, कड ह्या दोन वाझूंर्शी अनुक्रमे समान आहेत,
आणि अकड कोन वकड कोनावरायर आहे, .व्या. १०)
म्हणून अट पाया वड पायावरावर आहे. ( १ .४ भाग १)

आतां अडव हा कंस ज्या वर्तुलाचा आहे, त्याचा मध्यवित्रस्

कडे रेपेत आहे; ( ३१ उप.)
एन तो अड, वड ह्या वर्तुलखडाच्या बाहेर आहे;
म्हणून त्या वर्तुलखंडांचे अड, वड हे कंस, अड, वड ह्या स.
मान ज्यांनीं कापिलेल्या दोन दोन कंसांपैकीं लहान कंस आहेत.
करपून धड कंस वड कंसाथरावर आहे.

त्याकरिता दिलेला अडव कंस ड बिंदूत टुभागिला गेला आहे.
प्रश्न.

१ कंसाचे दोन समान भाग करण्याची सामान्य रीति सांगा.
' '' ( ३३०) च्या आधाराने कोणत्याही कंसाचे किती किती

न भाग करितां येतील ''? ह्या प्रश्नाचें सामान्य उत्तर सांगा.

२९३२०१४३०२२५ व ३३० द्या सिद्धांतांवर

प्रश्न.
१. '' वर्तुलांतल्या मध्यकोणाचे (अथवा परिघकोणाचे) कांहीं
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समान भाग करून त्या विभागणाऱ्या रेषी, तो मध्यकोण (अथवा
परिघकोण) ज्या कंसावर आहे, त्याला मिळत तोपर्यंत वाढविल्या
असतां त्या ( १) कंसाचेही तितकेच समान माग होतात; आणि
( २) त्या कंसावरच्या वर्तुलविमागाचेही तितकेच समान भाग हो.
तात '' असें सिद्ध करा.

२ वर्तुलाच्या परिघाचे २,४, ड, १६ इत्यादिक म्हणजे दोन
ह्या संख्येच्या कोणत्याही घाताइतके समान भाग करण्याची सामा-
न्य रीति सांगा

३. वर्तुलाच्या परिघाचे तीन समान भाग कसे करावे?
४. वर्तुलाच्या परिघाचे, दोन ह्या संख्येच्या कोणत्याही धा.

तास ३ ह्या संख्येनं गुणून् येणाऱ्या संख्येइतके समान भाग कर-
ण्याची सामान्य रीति सांगा.

५. '' वर्तुलाच्या परिघाचे दोहोंपेक्षा जास्त समान भाग करून
जवळजवळचे छेदनविटु अनुक्रमाने सांधिले असतां जी वर्तुलांत स-
रलरेषाकृति होते, ती समभूज असते '' असें सिद्ध करा.

६. वर्तुलांत काडिलेली कोणतीही समभुजाकृति समकोण असते.
७. वर्तुलांत काढिलेल्या समकोणाकृतीची श्रुजसंख्या विषम अस

त्यास ती समसुजाकृति असते.
द. '' वर्तुलांत काढिलेल्या समकोणाकृतीची मुजसंख्या सम अस.

त्यास ती समभुजाकृति असते,'' हा सिद्धांत निरपवाद आहे काय?
नसेल तर एखादा अपवाद आणून दाखवा.

५. वर्तुलखंडाच्या ज्येला दुभागून तीवर लंब असणारी रेषा त्या-
च्या कंसाला मिळे तोपर्यंत वाढविली असतां, तिने त्या वर्तुलखंडाचे

ही दोन समान भाग होतात.
१०.(१) '' दोन समांतर ज्यामध्ये सांपडलेले कंस समान अस-

तात '' व ( २) '' पग्:स्परास न मिळणाऱ्या दोन ज्यांच्या मघील
कंस समान असल्यास त्या ज्या समांतर असतात '' हे दोन सि. सि.
करा
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११. समान अथवा एकाच वर्तुलांतील दोन परिघकोन परस्परांचे

पुरक असतील, तर ते ज्या कंसांवर असतील त्यांची बेरीज त्या प्र-

त्येक वर्तुलाच्या परिघावरावर असते.
१२. समान अथवा एकाच वर्तुलांतील अनेक मध्यकोणांची पेरी-

ज जर चार काटकोन असले, तर ते ज्या कंसांवर असतील, त्यांची
बेरीज त्या प्रत्येक वर्तुलाच्या परिघाबरोबर असते.

१३. वर्तुलांत परस्परांस न मिळणाऱ्या दोन ज्या समान असल्या-
शे, त्याची एकेका अंगची टोके साघणाऱ्या रेषा समांतर असतात.

१४. ( १) जर वर्तुलांत परस्परांस छेदणाऱ्या दोन ज्या समान
असल्या, तर एकीचे दोन खंड दुसरीच्या दोन खंडांशीं अनुक्रमें स-
मान असतात; व ( २) त्या समान खंडांच्या एका जोडीच टोकें
सांधणारी रेषा दुसऱ्या जोडीची टक साधणाऱ्या रेपेशी समांतर
असते.

५. वर्तुलांत परस्परास एकाच विद्रृत छेदणाऱ्या तीन ज्या जर
समान असतील, तर तोच बिंदु त्या वर्तुलाचा मध्यविंदु असतो.

१६. ज्या दोन वर्तुलांचे समान मध्यकोण समान ज्यावर असतात,
तीं पेर्तुलें समान असतात

१७. '८ (१) वर्तलांची समानता, ( २) मध्यकोणांची समानता,
(३) ज्यांची समानती. व (४) कंसांची समानता ह्या चार गोष्टींपैकीं
कोणत्याही दोन दिल्या असतां बाकीच्या दोन सिद्ध होतात.'' ह्या

नाक्यामध्ये जे निरनिराळे सहा सिदांत आहेत, त्यांपैकीं '' ( २) व
( डे) द्या दिल्या असतां वाकीच्या सिद्ध करणें '' वे '' (३) पे (४)
द्या दिल्या असतां वाकीच्या सिद्ध करणें '' हे दोन सिद्धांत खेरीज
करून वाकीचे सिद्ध करून दाखवा.

' टू. जी रेपा दिलेल्या कंसाला व त्याच्या ज्येलाही इमागिते,
वडपेंमध्यातून जाते व त्या कंसावरच्या मध्यकोणासही दुभागिते.
१९. अवक ह्या अर्धवर्तलाचा अब हा व्यास आहे; कंसातील

२ एका बिंदूपासून कॅडई ही अशी एक छेदकरेषा काहिली
कीं, ती कंसाला पुनः ड मिद्दुंत छेडून व पलीकडे वाढविले-
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ल्या लयासाला ई बिंदूत मिळते, आणि तिचा वर्तुलाबाहेरील जुई
भाग त्रिज्येवरात्रर आहे. तर अक कंस वड कंसाच्या तिपटी.
वरावर आहे, असें सिद्ध करा.

२०. कोणत्याही कंसाचे ( अथवा कोणत्याही कोनाचे) तीन स-
मान भाग भूमितीच्या योगानें करितां येतात काय? '' अर्धवर्तुळाच्या
केसांतील कोणत्याही विंद्रृपासून, त्या कंसास छेदणारी व पुढें वाट-
विलेल्या व्यासास मिळणारी अशी रेषा काडितां येते कीं, तिचा वर्ष.

लावाहेरचा भाग त्या वर्तुलाच्या त्रिज्येवरायर होईल '' हे आणखी
एक गृहीतकृत्य मानिलें असतां कोणत्याही कंसाचे ( अथवा विंगनी.
ही कोनाचे) तीन समान माग भूमितीनें करितां येतील, अस
दाखवा.

सिद्धांत २१. ममेय.
( तै) अधवर्तुलातला कोन काटकोन असतो; ( २) अर्धवॅतु'

लापेक्षां मोक्क्या खंडातला कोन लघुकोण असतो, व ( ३) अर्धवर्षे

लापेक्षां लहान वर्तुलखंडांतला कोन विशालकोण असतो.
अवक वर्तुलाचा बक हा व्यास आहे; अक ह्या मध्यांतून ने

जाणाऱ्या ज्येनें त्या वर्तुलाचे अवक, धडक असे दोन वर्तुलखंड
केले आहेत; व अब, क, डक सांधिल्या आहेत. तर ( रं) वॅ
थक ह्या अर्धवर्तुलातला बअक कोन काटकोन होईल; (२) अबक
ह्या अर्घवर्तुलापेक्षा मोठ्या वर्तुलखर्डातला अवक हा कोन लघुकोण
होईल; व (३) धडक ह्या अर्धवर्वुलापेक्षा लहान वर्तुलखंडातला
अडक हा कोन विशालकोण होईल.

अवक वर्तुलाचा ई हा मध्यबिंदू काढून फे
अई सांधू, आणि वथ रेघ फ पर्यत वाढीव. अ

( ३१, एक. १ व २)(१) आतां ईअ, ईद वरावर आहे,
व( १ .व्याख्या १५)

त्यास्तव ईअव कोन, ईबअ कोनाषरावर
आहे; (१५)
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आणि ईभ, ईक वरावर आहे; (१. व्या १५)
आणून ईथक कोन ईकभ कोनावरावर आहे. (१५)
त्यास्तव सगळा बथक कोन, अवक्र आणि अकव ह्या दोन कोना
च्या वेरजेवरावर आहे. ( प्र. प्र. २)
परंतु अवक त्रिकोणाचा बाहेरील फश्रफ कोन, अवक आणि
अकव ह्या कोनांच्या वेरजेवरावर आहे;, ( १. ३२ भाग १)
म्हणून बअक कोन फअक कोनावरावर आहे. (प्र. प्र. १)
आणि ते सडप्रकोण आहेत,

एन त्यांपैकीं प्रत्येक काटकोन आहे. ( १. व्याख्या १०)
म्हणून वअक ह्या अर्धवर्तुळांतला कोन काटकोन आहे.

( २) आतां अवक त्रिकोणाचे अवक आणि बभक हे दोन
कोन मिळून दोन काटकोनाद्दन कमी आहेत, (१. १७)
आणि वअक काटकोन आहे, हें वर दाखविलें आहे;
म्हणून अवक कोन काटकोनापेक्षां कमी आहे. ( प्र. प्र. ५)
म्हणून् अर्धवर्तुळापेक्षां मोठ्या अवक खंडातला कोन लघुकोण आहे.

( ३) आतां अवकड चौकोन वर्तुळातला आहे, म्हणून अवक
आणि धडक हे त्याचे समोरासमोरचे दोन कोन मिळून दोन काट-
कोनोवरावर आहेत. ३.१परंतु भवक कोन काटकोनाहून कमी आहे, हें वर दाखविलें आहे;
म्हणून भडक कोन काटकोनापेक्षां मोठा आहे. ()९णून थेर्धवर्तुळापेक्षा लहान भडक खंडातला कोन विशालकोण
चौहे

हॉकीरता अर्धवर्तुलातला इत्यादि.

उपीस. वरील सिद्धांताच्या आधारानें सहज सिद्ध करितां येईल
कीं, ( १) ज्या वर्तुलखंडांतील कोन काटकोन असतो, तें अर्धवर्तु-

असते; ( २) ज्या वर्तुलखंडांतील कोन लघुकोण असतो, तें
'र्र्त्यैर्सुलापेक्षा मोठे असतें; व ( ३) ज्या वर्तुलखंडांतला कोन वि-
गाळकोण असतो, तें अर्धवर्तुलापेक्षा लहान असतें.
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प्रश्न.

१. '' दिलेल्या वर्तुलाच्या बाहेरील कोणताही बिंदु व त्याचा
मध्यावेरु त्यांस सांधणारी रेषा ज्याचा व्यास होईल, असें दुसरें व-
ईल काढून, त्यांच्या परिघांचा एक छेदनविंटु व तो बाहेरील वियट

हे सांधिले; तर सांधणारी रेषा ही पहिल्या वर्तुलाची एक स्पर्शरेपा

होते '' असें सिद्ध करा. ( ही वर्तुलास त्याच्या बाहेरील बिंदूपासून
स्पर्शरेषा काढण्याची रीति ३.१७ ह्यांतील रीतीपेक्षां सोपी आहे ).

२. एका वर्तुलाची त्रिज्या ज्याचा व्यास होईल, अस दुसरें पे-
ईल काढून त्यांच्या परिघांच्या मेलनबिंदूपासून् पहिल्या वर्तुलाची
ज्या काढिली, तर ती दुसऱ्या वर्तुलाच्या परिघाने दुभागिली जाते.

३. वर्तुलांत काडिलेल्या त्रिकोणाचा शिरकोन लघुकोण किंवा
विशालकोण असेल, तर तो, आणि पायाच्या एका टोंकांतून काफि-
लेला व्यास व पाया ह्यांच्या मधील कोन, ह्याची अनुक्रमे बेरीज
किंवा वजाबाकी एक काटकोन असते.

४.(१) व्यासाला वर्तुलांत न मिळणारी ज्या अमर्याद करून तीवर
व्यासाच्या टोकांतून लवकाढिले,तर ते तिला वर्तुलावाहेरच मिळतात.
आणि ( २) त्या ज्येचे वर्तुलाबाहेरचे भाग समान असतात.

५. दोन छेदक बहुलाच्या एका छेदनर्विडृतूरन दोहोंचे दोन व्यास
काटिले, तर त्या व्यासांची दुसरी टीके व दुसरा छेदनविदु हे तिन्ही
विंटु एकाच सरलरेषेंत असतात

६. ज्याचा शिरकोन तिर्यक्कोण आहे, अशा त्रिकोणाच्या पार्या
च्या दोन्ही टोकापासृन् समोरच्या वास्तूंवर लंब काटिले असतां, प्र'

लेक लंच व पाया ह्यांच्या मधील कोन हा दुसरा लंब व लंयांच्या ५.
सऱ्या टकांतून जाणारी रेषा ह्यांच्या मधील लघुकोणावरावर असतो.

७. ( १ (परिघाच्या चतुर्थाशावरील व ( २) तीन चतुर्णाशानें
रील परिघकोन किती काटकोनांचा असतो?

ड. (१) (३३१) ह्याच्या प्रत्येक मागांत एक वर्तलखंड व त्यांतील
कोन एवढेंच दिलें आहे, असें माना व प्रत्येकाच्या सिद्धतेकरितां
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नवीन रचना काय करावी लागते, हें स्पष्ट सांगा. (२) ३३१ भा १

जच्यासिद्धतेंत १. ३२ उप. ५ योजिल्यानें, व ३ .३ १ भा ३ ह्या

च्या सिद्धतेंत वड सांधिल्यानें त्या त्या सिद्धतेमध्यें वराच संक्षेप होतो
असें दाखवा

सिदांत ३२. ममेय.
वर्तुलाच्या स्पर्शरेपेतील स्पर्शविंदपाहून त्या वर्तुलाची ज्या का,

टिली असतां, तिनें स्पर्शरेपेशीं केलेलो प्रत्येक कोन हा, तीमुळें झा-
लेल्या वर्तुलखंडांपैकीं ज्याकडे तो कोन असेल, त्याच्या व्युत्क्रमख.

डातील कोनावरावर असतो
अवकड वर्तुळास ईफ रेघ व विब्रूशी स्पर्श करिते, आणि व-

पादन वड ज्या काढिली आहे; तर तिने ईफशीं केलेल्या कोनापेकी
(१) डकब वर्तुलखंडाकडचा डबफ कोन हा, त्या खंडाच्या व्युरक-
मखडातील म्हणजे डअव खंडांतील कोनावरावर होईल; आणि (२)
डबई कोन वकड खंडांतील कोनावरावर होईल.

व विडुपासून् फि रेघेवर वथ लंब अ
कार, ( १११)
आणि वट कंसांत क बिंदु घेऊन अड?
येक, : ७ध.
वरं: क्र. ह-कफ

णि स्पर्शविद्रूतन स्पर्शरेघेवर बअ लंब काढिला आहे; (रचना)
२७अनिर वर्तुलाचा मध्य वध रेघेत आहे १ ५इन अडेकब हें अर्धवर्तल आहे; ( १ व्या. १८ पे १९)
धास्तव अर्धवर्तळांतला अबेच कोन काटकोन आहे; ( ३३१)
इम्ंगृन्राइं पेड आता अग ह्या कोनांची बेरीज एक काटकोनावरा-

आहे (१३२उप४)२हेrद्यंrएक्एंफंइं कोनही काटकोन आहे; ( १'. व्या. १'०)
लर्श कोन, बअड णि धवड ह्या दोन७.१
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ह्या वरावरीच्या प्रत्येकांतून अवड कोन कान टाकिलार
तेव्हां शेष डबफ कोन शेप वश्रड कोनाषगवर, म्हणजे डअव
ह्या वर्तुलखंडांतील कोनावरावर आहे. ( प्र. प्र. ३)
(२) आतां अवकड चौकोन वर्तुळात काढिलेला आहे,

म्हणून वअड आणि बकड ह्या दोन समोरासमोरच्या कोनांची
बेरीज दोन काटकोनीवरावर आहे. ( ३२२)
परंतु डवफ आणि डबई ह्या दोन कोनांची बेरीज दोन काटकीना-
क्रावर आहे, ( १. १३१
म्हणून डवफ आणि डबई ह्या दोन कोनांची घेरीज, वअड आणि
बकड ह्या दोन कोनांच्या बेरजेवरावर आहे. ( प्र. प्र' ११
आणि डवफ कोन बअड कोनावरावर आहे; (३ .३२ भा. १

म्हणून शेष डबई कोन, शेष वकड कोनावरावर, म्हणजे डकव
ह्या वर्तुलखंडांतील कोनावरायर आहे. ( प्र. प्र. ३१

ह्याकरितां, वर्तुलाच्या इत्यादिक

प्रश्न.
१ (३ १९च्या आकृतीत वड ज्या ईफवर लंब आहे, असे स

मद तो सिद्ध करा

२.१२ च्या आकृतीमध्ये अक सांधा, आणि ह्याचा ९भाग पहिल्या भागाच्या मदतीबांबूरन (३.१५, ३३१, प्र. प्र. '
३२१ व प्र. प्र. २ ह्यांच्या आधारोनें) सिद्ध करून दाखवा.

३. '' एक रेक वर्तुलास मिळते व मेलनत्रिंटुरपासून् काटिलl
ज्येने तिच्याशी झालेला कोन तो ज्या वर्तलखंडाकडे आहे, त्याच्या

' वकुक्रमखडातील कोनावरावर आहे, तर ती मिळणारी रेपा त्या

र्तुलास सर्ग। करणारी असते.'' हा२ चा व्यत्यास सिद्ध करा.
सिद्धांत ५.कृत्यादिलेली रेषा ज्याची ज्या होईल व ज्यातील कोन लिकोनावरावर होईल, असें एक वर्तुळखंड काढावयाचें.

अब ही दिलेली रेघ आहे, आणि क हा दिलेला कोन आह;
आणि अब रेघ ध्येयाची ज्या होईल व ध्येयातील कोन क कोनावरी.
वर होईल, असें वर्तुलखंड काढावयाचे आहे
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( १) जेव्हां क कोन काटकोन
आहे, तेव्हां अब, फ मध्ये दुभागू क ह.

( १. १०)
आणि फ मध्य कल्पून फव त्रिज्येनें अ फ प
अटच अर्धवर्तुळ काढ. ( गृ. कृ. ३)म्हणजे अहव हे इच्छिलेले वर्तुलखंड होईल.

कारण अर्धवर्तुळांतील अहव कोन,क ह्या काटकोनावरावर आहे.
( १३१ व प्र. प्र. ११)

( २) आतां जेव्हां क कोन तिर्यक्कोण आहे, तेव्हां अब रेघेशी
अ दिरमजवळ बअड कोन क कोनावरावर कर; ( १ .२३)
थ विद्रूपासृन् अडवर अई लंच काढू ( १ '१ १)
अब ही फ मध्ये दुभागूर १०फ विद्रूपारुरन अवर फण लंच काट; ( १. १ ')आणि तो अर्ड लंपास ग बिंदूंत मिळतो, असें मान.
म्हणजे गहा इच्छित्या वर्तलखंडाचा मध्य व गअ त्याची त्रिज्या
होईल
कारे यव सांध. (गृ. कृ. १)
आतां अफग त्रिकोणाच्या अफ,

फग ह्या वाजू वफग त्रिकोणाच्या 'वच्, फणा ह्या बाजूशी अनुक्रमे वरा-
र आहेत; ( रचना) 'कअपावआण. :भफग, वफग हे कोन समान.आहेत ( १ व्या १०)२णून अग पाया बग पायावरावर आहे. : .४. भा. १)

म्हहएनर ग मध्य व अ त्रिज्या

एक वर्तुल व विंदू- ८-२४यी: अई व्यासावर अड लंब ण

'(रचना) ई
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०१ ५- उप.म्हणून अड ही अहव वर्तुळास सर्ग? करिते.
आणि अ स्पर्शविटपाकृन् अब ज्या काटिली आहे;
म्हणून डथव कोन अहब ह्या वर्तुलखंडांतील कोनावरावर आहे.

( ३४२)
परंतु डअव कोन क कोनायरावर आहे; (रचर्णे।)
म्हणून अहब वर्तुलखंडांतील कोन, क कोनावरावर आहे. ९१)

ह्याकरितां, दिलेली अब रेघ ज्याची ज्या आहे, आणि ज्या
तील कोन दिलेल्या क कोनावरावर आहे, असें अहव वर्तुलखे
काटिलें आहे

प्रश्न.

१. ( २३) ह्या कृत्याची सामान्य रीति सांगी. झ
२ '' ज्याचा शिरकोन दिलेल्या कोनावरावर होईल, असा '

कोण दिलेल्या समर्याद रेषेवर काढावयाचा '' ह्या कृत्याची६ ऽयार करा; आणि अशा प्रकारचे त्रिकोण दिलेल्या रेषेच्या ही-
अंगास अनंत निघतील, असें दाखवा.

३. दिलेल्या रेषेवर असा एक वर्तुलखंड काढा कीं, तें ई?इर्र?

करून त्या वर्तुलखंडाच्या कंसावर एखादा परिघकोन केला '
तो दिलेल्या कोनावरावर होईल.

सिद्धांत ३४. कृत्य.
दिलेल्या वर्तुलाचे असें एक वर्तुलखंड कापावयाचें कीं, त्यांतील

कोन दिलेल्या कोनावरावर होईल.
अवक दिले वर्तुळ आहे, आणि ड दिलेला कोन आहे, या''ज्यातील कोन ड कोनावरावर होईल, असें अवक वर्तुळाचं चतुलऽ

खंड कापावयाचे आहे
अवक वर्तुलास. व दिटसशी सर्ग? करणारी ईफ रेब्दइrrई का''(३१
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आणि वत रेघेशी व विदृजूवळ अ
ड कोनावरावर फवक कोन कर.

क( १ .२३) डम्हणजे बअक हें इच्छिले वर्ष-

ळखड होईल. हे व क
कारण; ईफ रेघ अटक वर्तुळास स्पर्श करिते, आणि व स्पर्श.

पंपासून बक उन्या काढली आहे, (रचना)

२ फवक कोन, बअक ह्या षर्तुलखडातील७परंतु फवक कोन ड कोनावरावर आहे, ल :
'हेणचन वभक वर्तुलखंडातीलकोनड कोनावरावरआहे. (प्र. प्र. १)

धावानी, अबक दिलेल्या वर्तुळाचे बअक खंड असें पाडलें
आहे कीं, त्यांतील कोन दिलेल्या ड कोनावरावर आहे.

प्रश्न.

'. १३४ द्या कृत्याची सामान्य रीति सांगा.

३६३९३३ व ३३४ ह्यावर
मश्न.

केवलखंदाच्या कंसाच्या मध्यांतून त्या वर्तुलास काटिलेली
त्या वर्तुलखंडाच्या ज्येशीं समांतर असते.

२. भेपुतेंखडाच्या ज्येशीं समांतर असणाऱ्या स्पर्शरेषच्यो स्पर्श-

मध्यें (पो वर्तुलखंडाच्या कंसाचे दोन समान भाग होतात.
रे. दोन वर्तळें परस्परास स्पर्श करीत असली, आणि त्यांच्या

२२; हो; छेदणारी एक रेषा काहिली, तर तिने जे त्या

तो- 'पतळखड कापिले जातात, त्यांपैकीं, तीं वर्तुलें आतून स्पर्श

थक असल्यास छेदकरेषेच्या एकाच आगचे वर्तुलरवड सरूप

व?' में बाहेरून स्पर्श करणारी असल्यास, विरुद्ध आगचे
खंड सरूप असतात
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४. दोन वर्तुले परस्परांस ( आतून किंवा बाहेरून) स्पर्श करीत
असली, आणि त्यांच्या स्पर्श चिंदूतून दोन्ही वर्तुलांस छेदणाऱ्या
दोन रेषा काडिल्यह्यू तर एकाच्या परिघाच्या दोन छेदनावपूस द्यी;

धणारी रेषा दुसऱ्याच्या परिघाच्या छेदनविदुस साधणाऱ्या रेषेश
समांतर असते

५. त्रिकोणाचा पाया, शिरकोन व उंची हीं दिली असतां ती
त्रिकोण काढण्याची रीति तयार करा. ह्या रीतीनें पायाच्या प्रत्येक

अंगास इच्छिल्या प्रकारचे त्रिकोण पराकाष्ठा किती निघतील?
६. त्रिकोणाचा पाया, शिरफोन व पायाच्या एका ट्रकापासून

समोरच्या पाजूचें अंतर ही दिली असतां, तो त्रिकोण कसा काढावी
७. एका वर्तुलाची अब ही ज्या आहे; अड ही त्याची स्पर्शरेषा

आहे; धड मधील एका ड बिंदूपासून अवशीं समांतर अशी -इरइं।

वर्तुलास छेदकरेषा काढिली, ती परिघाला प, स त्रिदंरत छेदिरॉ'
तर अपड, अवध हे त्रिकोण क्रिसमकोण होतात, असें दाखवा

८. दोन वर्तुलें परस्परांस अ, व बिंदूत छेदितातू एका वर्तुला-
च्या परिघातील प ह्या एकाच विंटृप्रासन पथ, एव ह्या रेषा काहू;
न त्या दुसऱ्याच्या परिघास अनुक्रमे क, ड बिंदूत मिळतील असॅर

केलें आहे; व प चिदंरतून पहिल्या वर्तुलास स्पर्शरेषा काढिली आहें.
तर ती स्पर्शरेषा कडशी समांतर होईल, असें सिद्ध करा,

५. दोन वर्तुलें एकमेकांस अ, ब विंदृंरत छेदितात; एकाला.
निघून काढिलेली स्पर्शरेषा दुसऱ्याचा परिघाला पुनः डपूछेदिते; अ विस्कन दोन्ही वर्तुलांस छेदणारी एक रेषा काबिलात
ती पहिल्याच्या परिघास ग विदूतू व दुसऱ्यांच्या परिघास ह चिरत
छेदिते. तर वग, डह ह्या रेषा समांतर आहेत, असें सिद्ध करा

सिद्धांत ३५. मय.
जर एकाच वर्तुलाच्या दोन ज्यांनीं- वर्तलांत एकमेकींस कामिरै''

तर एकीच्या दोन खंडांनी झालेला काटकौनचौकोन हा, दुसरीच्या
दोन खंडांनी झालेल्या काटकोनचीकोनावरावर होतो
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अवकड वर्तुळांत अक, वय ज्या एकमेकींस इ विदत् कापितातु

तर अरं, ईक ह्यांनीं झालेला काटकोनचौकोन, बई, ईड त्यांनीं

झालेल्या काटकोनचौकोनावरावर होईल.
(१) जर अक, वड ह्या दोन्ही ज्या मध्यांतून

जोतात, ह्मणजे जर त्यांचा छेदनविंटु ई हा वर्तु-

ढाचा मध्य आहे, तर ईश्च, ईव, ईक. ईड ह्या क
सर्व रेघा परस्पर वरावर आहेत;

( १. व्याख्या १५)
म्हणूऽन अई, कि काटकोनचौकोन, बरं, येत काटकोनचौकोना-
वरावरआहे.!(२) परंतु जर त्या ज्यापैकी एक वड ही वर्तुलमध्यांतून जाते,
आणि मध्यांतून ने जाणाऱ्या दुसऱ्या अकृ ज्येला छेदिते व तीवर
लंत्रही आहे, तर
फ हा वर्तुलमध्य काट; (३१) ड
आण अफ सांध. (पु. कृ. १)

आतां वड रेघेचे फ बिंदूत दोन समान फ

:२: ई बिंदूत दोन असमान भाग अ क
म्हणन ४ ईड काटकोनचौकोन आणिग्
ईफवरते, चौरस ह्यांची वेराज फबवरील चौरसा वरावर आहे.

( २५)आणि अफ, फव ह्या समान आहेत; (१. त्या. ५
२९- ती बेरीज अफवरील चौरसावरावर आहे, (१. इ व प्रम.१)
रघु अफे वरील चौरस, अर्ड आणि ईफ ह्यावरील चौरसांच्या वे-
विरावता आहे १४७
;र्र्टूंः-न देई, ईड काटकोनचौकोन आणि ईफवरील चौरस ह्यांची बे-
४, अई व ईफ ह्यांवरील चौरसांच्या वेरजेवरात्रर आहे.

( प्र, प्र. १)
११
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त्या दोन समान देरजातून ईफ वरील चौरस काढून टाकिल;

तेव्हा शेष बरं, ईड काटकोनचौकोन, शेप अईवरील चौरसानं
३१रावर आहे. (प्र. प्र.

आतां अई, ईक समान आहेत; ३.३ '
ह्मणृन् अई ईक ह्यांचा काटकोनचीकोन अईवरील चौरसाचरायरॅ
आहे.
म्हणून बई ३४ काटकोनचौकोन अई ईकगा;?.वर आहे. ( प्र. प्र. १

जर मध्यांतून जाणारी वड, मध्यांतून न जाणाऱ्या अक
ज्येला छेदिते, पण तीवर लव नाही; तर फ हा वर्तुलमध्य कार्ड,

अफ सांधू, आणि फ पासून अकवर फण लंच कार.

'(३ १, गृ. कृ. १ व ११.आतां अग, गक क्रावर आहे, २. '
म्हणून अई; ईक काटकोनचौकोन आणि ईगवरील चौरस मिळू.
न; अगवरील चौरसावरावर आहेत D?.
ह्या वरावरीच्या प्रत्येकामध्ये गफ वरील
चौरस मिळविले
तेव्हां अर्ट, ईक काटकोनचौकोन आणि
ईग, गक ह्यावरील चौरस मिळून अग अ वे
गक ह्यावरील चौरसांच्या बेरजेवरावर
आहेत. ( प्र प्र. फै १

परंतु ईग, गास ह्यावरील चौरसांची बेरीज ईफवरील चौरसावर
वर आहे: आणि अग, गाझे ह्यावरील चौरसांची बेरीज अफ वर्धे'
ले चोरसावरावर आहे; ( ४म्हणून अई, ईक काटकोनचौकोन आणि ईफवरीच चौरस त्या ११

बेरीज अफवरील चौरसावरावर आहे (ते प्र २ में १

णि थक, फव क्रावर आहे. ( १ व्याख्या १५
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म्हेणून ती बेरीज फबवरील चारसावरावर आहे; (१ ई व ९ १)
० परंतु फबवरील चौरस हा, बाई. हे. काटकोनचोकोन आणि
इफवरील चौरस ह्यांच्या वेरजेवरावर आहे; ( ई ५
म्हणून अई, ईक काटकोनचौकोन आणि ईफवरील चौरस मिळू-

'' वाई, ६० काटकोनचौकोन आणि ईफवरील चौरस ह्यांच्य्या

येरजेववर आहेत (प्र प्र १)
देर्षात साधारण ईफवरील चौरस काढून टाकिला.

पेश शेप अई, ईक काटकोनचौकोने शेप बई, ईट काटकोन-
फोनावरावर आहे ( प्र. प्र, ३)
( ८) जर अक, वड ह्यांपैकी एकही मध्यांहून जात नाहीं;

रे फ वर्तुलमध्यकाठरदे.१९ण धक, वड ह्यांच्या ई छेदनबिंदूर-
२५णे गईफह व्यास काढ. १८१ व २) जें

आतां वर सिद्ध केल्याप्रमाणें गई, ० है
गैरौनवकतन हा अई ईक ह्यांच्या अ क

को;टकोनचौकोनावरावर आहे आणि ?rई

रं. ईड ह्यांच्याही काटकोनचौकोनावरावर आहे, म्हणून अर्ड)

क काटकोनचीकोन बरं, ईड काटकोनचौकोनावरावर आहे.
( प्र. प्र. १)

खाकरिता जर एकाच बहुलाच्या इत्यादि.

प्रश्न.

० १.२५) च्या सिद्धतेच्या तिसऱ्या भागाच्या आकृतीमध्ये
-० या; अकफ ह्या समद्विभुजत्रिकोणास २. प्रश्न २२ लावून

२ कि काटकोनचौकोन व फईवरील चौरस ह्यांची बेरीज

व१ चोरसावरावर आहे, असें दाखवा, आणि त्या योगाने
तसऱ्या भागामध्ये संक्षेप करून दाखवा.
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२. ( २५) च्या सिद्धतेच्या चवतुक भागाच्या आकृतीमध्यें
हग व्यास काडिला आहे, तो न काहितां, मध्याचंदूपासून दोन्ही
ज्यांची टोके व त्यांचा छेदनविरु ह्यापर्यत रेषा कारा, ह्या रचनेने
दोन्ही ज्यावर जे दोन समद्विभुजत्रिकोण होतात, त्यांस २. प्रश्न २२
लावून, प्रत्येक ज्येच्या खंडांचा काटकोनचीकोन व मध्यविद्रुपाहुन
छेदनर्विद्रुपर्यत कादिलेल्या रेपेवरील चौरस, ह्यांच्या बेरजा समान
आहेत, असें दाखवा; आणि त्या योगाने हा भाग मागील कोणत्याही
भागाच्या मदतीवाचूनूरगेडक्यातसिद्ध होतो, असें प्रत्ययास आणून द्या.

३ '' चौकोनाच्या कर्णानीं एकमेकांस छेदिल्यामुळें प्रत्येकाचे जे
दोन दोन खंड होतात, त्यांपैकीं एकाच्या खंडाचा काटकोनचौकोन
जर दुसऱ्याच्या खंडांच्या काटकोनचौकोनावरावर असेल, तर त्या

चौकोनाभोवती वर्तुल काढितां येतें '' हा ३ .३५ चा व्यत्यास सिद्ध

करून दाखवा.

४.२२५ च्यासिद्धतेच्या दुसऱ्या भागाच्या आकृतीमध्यें अफ
त्रिज्या न काटिता, अब, जड साधनु बअड हा ३३ऽ१ वरून का.
टकोनत्रिकोण ठरविला, आणि त्याला २. प्रश्न २० लाविला, तर
त्याची सिद्धता फार थोडक्यांत होते, असें दाखवा

५. ( ३३५) च्या ग्रंथांतल्या सिद्धतेला लागणारे आधार अनु-
क्रमाने सांगा.

सिद्धांत ४६. प्रमेय.
जर वर्तुळावाहेरील एका विंदूपासून त्या वर्तुळास छेदणारी एक

व स्पर्श करणारी एक अशा दोन रेघा काढल्या तर सारी छेदक
रेषा आणि तिचा वर्तुळावाहेरील भाग ह्यांनी झालेलो काटकोनची-
कोन हा, स्पशरघेवरील चौरावरार होतो

अवक वर्तुळावाहेर एक ड विदु आहे, आणि त्यापासून डकअ
डब ओघा काढत्या आहेत; त्यांत डकत्र रेघ वर्तुळास छेविते

२८८रू२२ तर अड, डक काटकोनचौकोन डव घरी-
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( १) जेव्हां डकभ रेघ ई मध्यांतून ड

जाते, तेव्हां देव सांध. (गृ. कृ. १)
'आतां अकचे ई बिंदूत दोन समान वि- क

भाग झाले आहेत, आणि ती डपर्यत वाट- व
विली आहे; म्हणून अड, डक काटकोन-
चौकोन आणि ईकवरील चौरस मिळून. ई.ईडवरील चौरसावरावर आहेत. (२६)
परतु ईक, ईव वरावर आहे; (१ .व्याख्या१५)
म्हणुन् त्यावरील चौग्से समान आहेत. ( १. ई.)
ह्यास्तव अट, डक काटकोनचौकोन आणि ईबवरील चौरस मि-

न. ईडवरील चौरसावरावर आहेत. ( प्र. प्र. २ व १)
परंतु ईबड कोन काटकोन आहे. ( ३.१ ')म्हणून ईडवरील चौरस, ईद आणि वड त्यावरील चौरसांच्या वे.
रजेवरावरआहे,?'ं'??आणून अड, डक काटकोनचौकोन आणि ईववरील चौरस ह्यांची
पेरीज, ईब आणि वड ह्यांवरील चौरसांच्या वेरजेवरावर आहे.

( प्र. प्र. १)
त्या प्रत्येक वेरजेंतून ईबवरील चौरस कान टाकिला;

तेव्हा शेर्पे धड, डक काटकोनचोकोन, शेप डबवरील चौरसा-
करावर आहे. (प्र. प्र. ३)

( २) जेव्हां डकथ रेघ मध्यांतून जात नाहीं, तेव्हां अवक
वर्तुलाचा? मध्य काडू .१
आणि ई पासंन अकवर ईफ लव काढ; ( ' .' ई)आणि ईब, कि. ६४ या. (गृ. कृ. १)

आतां मध्यांतून जाणारी ईफ रेघ मध्यांतून न जाणाऱ्या अक
येवरा लंब आहे, त्यास्तव ती अकस दनागतेर ( ३.३)

एहणून अफ, फक वरावर आहे

र५२,फ विद्युत दोन समान भाग करून, ती ड बिंदूपर्यंत



२४६ युक्रिडची भूमिति.

ह्यास्तव अड, डक काटकोनचौकोन आणि फकवरील चौरस
मिळून, फडवरील चौरसावरावर आहेत. ( २६)
ह्या प्रत्येकांत फईवरील चौरस मिळविला;
तेव्हां अड, डक काटकोनचौकोन आणि ड
कफ व फई ह्यांवंरील चौरस ह्यांची वेरीज
ही, डफ व फई ह्यांवरील चौरसांच्या पेर-
जेवरावर आहे. (प्र. प्र. २) व.परंतु कफई कोन काटकोन आहे, (रचना) फ-म्हणून कफ आणि फई ह्यांवरील चौरसा- 'ची बेरीज, कईवरील चौरसावरावर आहे;

-ए-इंआणि असेंच डफ आणि फई ह्यावरील चौरसांची बेरीज -६ मे-
रील चौरसावरावर आहे. ( १ ४')म्हणून अड, डक काटकोनचौकोन आणि. कईवरील चौरस ह्यांची
बेरीज डईवरील चौरसावरावर आहे. ( प्र प्र २ व प्र प्र. १)
परंतु कडू, दोन वरावर आहे, ( १. व्याख्या १५)
म्हणून यांवरील चौरसें समान आहेत; ( १. ऐ)
म्हणून अड, डक काटकोनचौकोन आणि बईवरील चौरस मि-
हून, डईवरील चौरसावरावर आहेत. ( प्र. प्र. २ व प्र. प्र. १)
परंतु ईबड कोन काटकोन आहे, ( ३. १ ' १

म्हणून डईवरील चौरस, डव आणि बई ह्यांवरील चौरसांच्या मे-
रजेवरावर आहे, ( १४' १

म्हणून अट, डक काटकोनचौकोन आणि बईवरील चौरस मि-
खून, दव आणि बई त्यावरील चौरसांच्या वेरजेवरावर आहेत.

( प्र. प्र. १)
ह्या दोहोंसून साधारण बईवरील चीरस वाटून टाकिला;
तेव्हां शेष अड, डक काटकोनचीकोन शेष डबवरील चौरती-

आहे. (प्र प्र ३)त्याकरिता जर वर्तुळावाहेरील इत्यादि
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उपसि. जर वर्तुळावाहेरील एका (अ) अ

रिपाहून त्यास छेदणाऱ्या दोन (अब आणि
थक) रेघा काढला, तर पहिली सर्व रेघ डप'अदा आणि तिचा वर्तुळावाहेरील (अई)
भाग त्यांनीं झालेला काटकोनचौकोन हा,
दुसरी सर्व रेघ (अक) आणि तिचा वर्तव्य- के
बाहेरील भाग (अफ) ह्यांनी झालेल्या काट.
कोनचाकोनावरावर असतो. कारण प्रत्येक काटकोनचीकोन ( अड)
स्पर्शरेघेवरील चौरसात्ररावर आहे

मल.
'. ३१६ च्या औसेद्धतेच्या दुसऱ्या भागाच्या आकृतीमध्ये ई

मध्यापेंडुपासुरन अडवर लंच काढिला आहे. तो न काडितां, अई
सांधा; अईक समद्विभुजत्रिकोणाला २. प्रश्न २३ लावून, धड
केक. काटकोनचौकोन व कईवरील चौरस ह्यांची बेरीज डईवरी.
शे चोरसावरावर आहे, हें थोडक्यांत सिद्ध करून दाखवा; आणि
ज योगानं ह्या भागाच्या सिद्धतेमध्यें वराच संक्षेप होतो, असें प्र.
लयास आणून द्या.

'' जर चौकोनाच्या समोरासमोरच्या दोन बाजू वाढविल्या
असता मिळतील, आणि वाढविलेल्या भागासहित प्रत्येक वाजू व
तेचा वाढविलेला भाग ह्यांचे काटकोनचौकोन समान असतील;

७ त्या चौकोनाभोंवती वर्तुल काटितां येतें.'' हा ३३६ च्या उप-
विनिताचा व्यत्यास सिद्ध करून दाखवा.

३.२६ च्या ग्रंथांतल्या सिद्धतेला लागणारे आधार अनु-
प्रेःमाने सांगा

सिद्धांत ३७. प्रमेय.
जरे वर्तळावाहेरील एका बिंदूपासून त्या वर्तुळास छेदणारी एक
मिळणार एक अशा काढिलेल्या दोन रेघांपैका सर्व छेदणारी रेघ
णि तिचा वर्तुळाबाहेरील भाग त्यांनीं झालेला काटकोनचौकोन
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हा, मिळणाऱ्या रेघेवरील चौरसादगबर असला, तर ती मिळणारी
रेघ त्या वर्तुळास स्पर्शरेपा होते.

थक्क वर्तुळाचाहेरील एका ड विंदूपासून डकअ आणि बंब
ह्या दोन रेघा काढिल्या आहेत त्यांतील डकथ ही वर्तुळास छेदिते,
आणि डब मिळते; आणि अड, डक काटकोनचौकोन उब वरी.
ल चौरसावरावर आहे, तर उब ही वर्तुळास स्पर्शरेपा होईल.

अवक वर्तुळास ड विदप्रासून डई ड
स्पर्शरेपा कार; (३ .१ ७)
वर्तुलाचा फ मध्य काढू (३१)
आणि फव, फड, फई सांध. ए. १) पै
आतां अवक वर्तुळास डर्क स्पर्श करिते
आणि डकथ छेदिते; त्यास्तव अड डक फ
काटकोनचौकोन, डईवरील चौरसावरावर उउ

आह. ( ३३६)परंतु धड, डक काटकोनचोकोन, डबरेघेवरील चौरसावरप्रग
आहे; प्रतिज्ञा!
म्हणून तीन वरील चौरस डव वरील चौरसावरावर आहे; (प्र' प्र. )?

म्हणून ८? रेघ डब रेषेवरावर आहे. (१. इ उप' २
आतां इफ., बफ वरावर आहे, (१ व्याख्या १५.)
म्हणून डईफ त्रिकोणाच्या डई ईफ ह्या दोन बाज डवफ त्रिकी-
णाच्या उब. वळ ह्या दोन वास्तूंशी अनुकमें वावरे आहेत आणि
डफ पाया ह्या दोन त्रिकोणांस साधारण आहे.
म्हणून डर्डफ कोन डवाढ कोतूावरावर आहे ८परंतु बेसेचा हा काटकोन आहे; (३ ' ८
म्हणून डवफ ही काटकोन आहे (प्र प्र ११ उप.
लाहै५२२ तो व्यास होतो; व त्याच्या व टीका-

९सै:२८६६२४ (०९१६ उप.
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प्रश्न.

१. ११७ च्या आकृतींत '' उब रेघा स्पर्श करणारी नसेल,
तर ती वाढविली असतां छेदील असें मानून, ती वाढविणे '' इला-
दिक प्रकारे तो सिद्धांत क्रमविरुद्ध रीतीनें सिद्ध करून दाखवा.

३५३६, व ३३७ ह्यांवर

बस.
१. परस्परांस छेदणाऱ्या दोन वर्तुलांच्या छेदनविंदूस साधणाऱ्या

तील कोणत्याही बिंदूतून दोन वर्तुलांच्या दोन ज्या काढिल्या,
आणि प्रत्येकीचे त्या विंदत दोन दोन४० झाले; तर (१) एकीच्या
दोन खंडांचा काटकोनचीकोन पसरीच्या दोन खंडांच्या काटकोन-
ओकोनावरावर असतो; आणि' (२) त्या दोन्ही ज्यांच्या टोंकांतन

ऱ्याचा परिघ जाईल, असें वर्तुल काढितायेतैक्र. परस्परांस छेदणाऱ्या दोन वर्तुलांच्या -छेदनर्विटुस सांधणारी
!गटवनइउ तिच्या वाढविलेल्या भागांतील एका बिंदूपासून दोन

लास दोन भेदक रेषा काढिल्या, तर एक छेदकरेपा व तिचातुला
हेरील' भाग ह्यांचा काटकोनचौकोन हा. दुसरी छेदकरेषा व तिचा
तुला शाहेरील भाग ह्यांच्या काटकोनचौकोनावरत्यर होईल.

ते १. पररांस छेदणाऱ्या दोन वर्तुलांस साधारण अशी एक स्प.
रारपा काडिली आहे, तर त्यांचे छेदनविदु सांधणारी रेपा ह्या स्पर्श-

जेस ऽतगौक्युईंrऊईंतत वाढविली असतां, ती त्या रेषेच्या स्पर्शबिंदूंमधील

४. ' धवड त्रिकोणाच्या अब, बक ह्या बाजूवर अनुक्रमे कई,

२ पै लंब काटिले आहेत; तर बक, वड काटकोनचौकोन वभ,
हे काटकोनचौकोनावरावर आहे '' ही गोष्ट, अकड त्रिकोणाभो-

वसा वर्तुल काडन ३. ३६ उप ह्याच्या साह्याने थोडक्यांत सिद्ध

करून दाखवी

एका वर्तुलाच्या परस्परांस वर्तुलांत छेदणाऱ्या दोन ज्यांपैकीं
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एकीचे दोन खंड १० व ५ फट लांबीच्ये आहेत व दुसरीचा एक खर्डे

७।। फूट लांबोचा आहे, तर दुसरीची लांबी किती १

एका वर्तुलाची १२ फ्रुट लंबीची ज्या, तिने कापिलेल्या एकी
कंसाच्या मध्यापासून ४ फ्रूट अंतरावर आहे; तर त्या वर्तुलाची त्रि-

ज्या किती लावीची असेल.
७. दहा एट त्रिज्येच्या एका वर्तुलाच्या बाहेरील एक चिंटू द्ये

मध्यविंदु ह्यांचें अंतर २२ फूट आहे; तर त्या बिंदूपासून त्या वर्तुलास
स्पर्शरपो काढिली असतां तिची लावी किती भरेल १

'' वर्तुलाच्या बाहेरील कोणताही विदु व मध्यत्रिंटु वीर
साधणाऱ्या रेषेचा वर्तुलावाहेरचा भाग, हें, तो बाहेरील बिंदु व त
वर्तुल ह्यांच्या मधील अंतर म्हणावे '' अशी वर्तुलावाहेरील चिदु व
तूं वर्तुल ह्यांच्या मधील अंतराची व्याख्या समजा; आणि ८०० 'मेल व्यासाच्या एका वर्तुलापासून अ फुटू अंतरावर असणाऱ्या ६.पासून रेया वर्तुलांत काढिलेल्या स्पर्शरेषेची लावी मैलांच्या खरचीन

( अदमासे) काढण्याची एखादी सोपी रीति तयार करा.
९. एका वर्तुलापासून १५ फूट अंतरावरच्या विदूपासृन् त्या वर्ष

लास स्पर्शरेपा काहिली, ती २० फूट भरली; तर तो बिंदु आणि
वर्तुळमध्य ह्यांच्यामधील अंतर किती?

१०. एका बिंदूपासून ९ फुटू अंतरावरील वर्तुळास त्याच ९६पासून स्पर्शरेषा काहिली, ती २४ फूट मरलो तर ती स्पर्शरधा
वर्तुलमऱ्यापासून किती अंतरावर असेल?

११. एका वर्तुलाच्या बाहेरील एका विंट्यषासून त्याला एक छेद
क रोग काहिली; ती ५२ फुट लांबीची आहे; तिचे मध्यांतर १५
फुटू आहे, व तिचा वर्तुलापोहेरॉल भाग १२ फूट आहे. तर ९वर्तुलाची त्रिज्या आणि वर्तुलापासून बाहेरील दिद्रृचे अंतर, ही
काढा.

०९. वर्तुलांत परस्परास छेदणाऱ्या दोन ज्यापैकी एकीचा ०९
व,२गखडावरात्रर असल्यास त्या ज्याही समान अ
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एक अमर्याद रेपा व तिच्या एकाच अंगास दोन विंड ही

दिली आहेत, तर त्या दोन विंदूतून जाणारे व त्या रेषेला स्पर्श जेस.
णार असें वर्तुल काटा

४. परस्परास छेदणाऱ्या दोन वर्तुलांचे मध्यांतून जाणाऱ्या
रेपेचा जो भोग त्या दोन वर्तुलांच्या परिघांमध्ये सांपडतो, तो जर
त्यांचे छेदनविंद साधणाऱ्या रेपेने दुभागिला जाईल; तर ती वर्तुळे

समान असतात.
१ '९. औ वर्तलें दिलेल्या दोन विदतन जातात, व दिलेल्या एका

पंगस आईतले, त्यांपैकीं प्रत्येकाचे तेन दोन छेदनपिटु साधणाऱ्या
वाढविल्या असतां जर मिळाल्या, तर सर्व एकाच विदुत मिळ-

ाrतें; नाही तर सर्वच परस्पराशी समांतर होतात.

??चवथ पुस्तक.
व्याख्या

१. थोर दोन सरलरेषाकृतींपैकीं प्रत्येकीचे सर्व कोन दुसरीच्या
नांशींाr अर्गेक्रमे समान असले तर त्यापैकी कोणत्याही एकीला

कितीशा सॅमकोणतबेत म्हणावे. किंवा त्या दोहींना मिथ-
कमकोणाv-ति म्हणावे

२. ज्या (एकाच) सरलरेषाकृतीच्या सर्व वाजू परस्परांशीं सान
असतीत व सर्व कोनही परस्परांशी समान असतात तिला नियमित
सररंधालान म्हणावे

रू३. च्या सरलरेपाकृतींचे सर्व कोणीवदु दिलेल्या वर्तुलाच्या परिघांत

: दितुला : वर्तुलात२७८९ म्हणावे.

८
अद्यगगस्तस्तम्ह

८ ला' ''५
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५. ज्या वर्तुळास दिलेल्या सरलरेपाकृतीची.
प्रत्येक वाजू स्पर्श करिते, तें दिलेल्या सरलरेषा- 4
ःकृतीमध्ये काटिलेले वर्तुल म्हणावे.

६. ज्या वर्तुळाचा परिघ दिलेल्या सरळरेपा-
कृतीच्या प्रत्येक कोणातून जातो, तें दिलेल्या सरकनेवाकृती-
भोंवतीं काढिलेलें वर्तन म्हणा.

सिद्धांत १. क्रम
दिलेल्या वर्तुळांत, त्याच्या व्यासापेक्षा मोठी नसणाऱ्या दिलेल्या

घऐवढी ज्या काढावयाचें.
अवक हें दिले वर्तुळ आहे, आणि त्याच्या व्यासापेक्षा मोठी

' त डप्रणारी ड ही एक दिलेली रेघ आहे, आणि अबक वर्तुळा

एवढी ज्या काढावयाची आहे.
अबक वर्तुलाचा मध्यबिंदू काढून ज

तो व परिघातील क हा एक बिबु
इसाधु आणि ती रेघ वाढवून कब व्या- व

स तयार कर. (३१ व ए. कृ. १ व २)
आतां जर बक रेघ ड ९एस्वकअसळतघरावर आहे, तर जें करावयाचें तें झालें; कारण, अमुक व-

ड एवढी ज्या काहिली आहे.
(२) परंतु जर बक रेघ ड वरावर नाहीं, तर ती डपेक्षे। ५७असली पाहिजे. ( प्रतिज्ञी

कई रेघ ड वरावर कर; क मध्य धरून की ' त्रिज्येने अईफ तु-
काढू, व थक सांधू. (१ .३ व गृ. कृ. ३ में १

म्हणजे कअ ही इच्छिलेली ज्या होईल.
कारण; अईफ वर्तुळाचा क मध्य आहे,

म्हणून कअ, कई घरावर आहे; ( १. व्याख्या १५
परंतु वाई, ड थरावर आहे रचना
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स्पून कथ, ड वरावर आहे. (प्र. प्र. १)

थाकरिता, अबऊ वर्तुलांत त्याच्या व्यासापेक्षा मोठी नसणाऱ्या
ड रेघऐवढी कथ ज्या काटिली आहे.

प्रश्न.

१. (४१) ह्या कृत्याची सामान्य रीति सांगा.

२.(४१) ह्यामध्ये जर दिलेली रेषा दिलेल्या वर्तुलाच्या व्या-

शऽ लहान आहे, असें सांगितलें असेल, तर त्याच्या रचनेमध्ये

त्यास काढणें व त्याचा दिलेल्या रेपेएवटा तुकडा पाडणे'' ह्या गोष्टी
न केल्या तरी चालेल, असें दाखवा आणि ह्या गोष्टी न करितां जी
रचना करावयाची, तिचे सामान्यस्वरूप सांगा.

३. ' दिलेल्या वर्तुलांत, त्याच्या व्यासापेक्षां मोठी नसणाऱ्या
दिलेल्या रेपेएवटी ज्यात्यॉच्या परिघातील दिलेल्या बिंदूपासून काटा-
वयाची'' हें कृत्य व ४१ ह्यांतील भेद सांगून, हे करण्याची रीति
सांगा. अशा ज्या पराकाष्ठा किती निघतील?

४, ' दिलेल्या वर्तूळाच्या दिलेल्या कंसाएवडा त्याच वर्तुलाच्या
रिघाचा तुकडा, परिघातील दिलेल्या बिंदूपासून पाडावयाचा ''

द्या कृत्याची तात ४.१ च्या आधाराने तयार करा.

एकाचे वर्तुळाच्या अनेक कंसांच्या बेरजेवरावर असणारा अ.
' ल असमान कंसांच्या वजावाकीवरावर असणारा त्याच वर्तुदे 'लोचा कंस कापण्याची रीति सांगा.

सिद्धांत २. कूस.
दिलेल्या त्रिकोणाशी समकोण असा एक त्रिकोण दिलेल्या वर्तु-

कांत फोडावयाचे

क त्येके दिले वर्तुळ आहे, आणि डईफ दिलेला त्रिकोण आहे;
.णि उईफ त्रिकोणाशी समकोण असा एक त्रिकोण अबक वर्तु-

काष्टावयाचा आ
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अवक वर्तुळास अ विटूशी ग अ
स्पर्श करणारी गअह रेघ काट. द

ड( ३ .१ ७.)अट रेघेशी अ त्रिदुजूवळ ८२, थकहअक कोन डईफ कोनावरा-
वर कर अग रेघेशी अ विद्रूजवळ गभव कोन डफडे कोनावरात्रर
कर. ( १. २३
आणि वक्र सांध. ८५१)
म्हणजे अवक हा इच्छितेला त्रिकोण होईल.

कारण; गअह रेघ अवक वर्तुळास स्पर्श करिते, आणि अ
रुपर्शबदुपासून अक ज्या काढली आहे, (रचना)
म्हणून हअक कोन व्यत्क्रमखडातील अवक कोनावरात्रर आहे.

( ३ ३२)
परंतु हग्रक कोन :टर्डफ कोनावरावर आहे, ( रचना)
म्हणून अवक कोन डईफ कोनावरावर आहे. (प्र. प्र. ' १

ह्याच कारणास्तव अकव कोन डफई कोनावरावर आहे.
म्हणून तिसरा बअक कोन तिसऱ्या ईडफ कोनावरावर आहे.

( १३२ उप. ३)
ह्याकरितां, अवक त्रिकोण डईफ त्रिकोणाशीं समकोण २.,आणि तो अवक वर्तुळांत काढिला आहे. (४. व्या. २

प्रश्न.

१. ( ४२) ह्या कृत्याची सामान्य रीति सांगा.
२.(४२) ह्याच्या आकृतीमध्यें अग रेघेशी अ विद्रृजवळ इफई कोनाएवटा कोन करणारी अब रेषा अकशीं मिळणार नाहा

व कथह कोनांत ही पडणार नाहीं, असें सिद्ध करून दाखवी.
३. '' दिलेल्या वर्तुळांत असा एक त्रिकोण काढावयाचा कीं, तो

दिलेल्या त्रिकोणाशीं समकोण होईल व त्याच्या अमुक कोना एवढ्या
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कोनाचा कोणबिंदु त्या वर्तुलाच्या परिघातील दिलेल्या बिंदुशी मि.
केला हें कृत्य करण्यास ४२ ह्याच्या रीतीमध्ये कोणती विशेष
गोष्ट सांगितली पाहिजे?

४. '' दिलेल्या वर्तुलांत समभुजत्रिकोण काढावयाचा '' हें कृत्य
थोडक्यांत करून दाखवा

५. वर्तुलांत काढिलेल्या सममुजत्रिकोणाचा प्रत्येक कोन त्याच्या
कीणविदूपासुन् काटिलेल्या त्रिज्येनें दुभागिला जातो.

६. वर्तुलांत काटिलेल्या त्रिकोणाचा एखादा कोन जर त्याच्या
त्रिज्येने दुभागिला जाईल, तर तो कोन करणाऱ्या त्या त्रिकोणाच्या

वाढू समान असतात
सिद्धांत २. कृत्य.

दिलेल्या त्रिकोणाशीं समकोण असा एक त्रिकोण दिलेल्या वर्ष-

p:।भौवती काढावयाचे
अवक हें दिले वर्तुळ आहे, आणि डईफ हा दिलेला त्रिकोण

आहेर आणि डईफ त्रिकोणाशीं समकोण असा एक त्रिकोण अवक
वर्तुलाभोवती काढावयाचा आहे.

ईफ वाजू दोहो अंगांत ल ड
गे आणि ह बिंदूपर्यंत वा-
जैव (गृ कृ २)

व.,२. स मध्य अ क ग ह फ ह

८२ परिघा-
त सय रेघ काट.

(३. १ व एकू. १) म व न
खेद रेषेशी स विंदुजवळ बसअ कोन डईग कोनावरावर कर, व
वैसक कोन उकड. कोनावरावर वॉर; ' '
आणि अवक वर्तळास अ, व, क ह्या बिंदूंशी स्पर्श करणाऱ्या
अथ, यवन, नेक रेघा काट. ' ३. ' ते

पणजे लेमन हा इच्छिलेला त्रिकोण होईल.
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कारण; लय, मन ह्या रेघा अवक वर्तुळास अ, व विदूशी
स्पर्श करितात (रचना)
आणि स मध्यापासून स्पर्शविदूपर्यत सच, सब ह्या रेघा काडिल्या
आहेत
म्हणून सभाग्, सवय हे कोन प्रत्येकी काटकोन आहेत. (३. १८)
आतां अमवस चौकोनाचे चार कोन मिळून, चार काटकानावरात्रर
आहेत; ( १. ३२, उप. १)
आणि त्यांतून सश्रम आणि सबम ह्या कोनांची बेरीज दोन काट-
कोन आहे,
म्हणुन्.दुसरे असब आणि असच हे दोन कोन मिळून, दोन ७१कोनांवरावर आहेत. (प्र. प्र. ३
परंतु डईग आणि डईफ हे दोन कोन मिळून, दोन गातं,वर आहेत; ( १. १३
म्हणून असद आणि अमव ह्या दोन कोनांची वेरीज, डईग७डईफ ह्या दोन कोनांच्या देरजेवराषर आहे. ( प्र. प्र'

आणि ह्यांतील असव कोन डईग कोनावरावर आहे; ५म्हणून शेष अमव कोन, शेप डर्डफ कोनावरावर आहे. ८.३ह्याप्रमाणेंच असें दाखविता येईल कीं, लनम कोन डफई कोना
वरावर आहे;
म्हणून तिसरा मलन कोन तिसऱ्या ईडफ कोनावरावर आहे.)(१ .३२, उप.

ह्याकरिता, लमन त्रिकोण डईफ त्रिकोणाशी समकोण ७आणि तो अवक वर्तुळाभोवती काढिला आहे. (४. व्यर्षा. 'प्रश्न.

१. (४३) ह्या कृत्याची सामान्यरीति सांगा.
२.(४३) ह्याच्या आकृतीमध्यें (१) सब त्रिज्येशीं स बिटूनव

डईग, डफह ह्या कोनांएवढाले कोन करणाऱ्या सभ, सक ह्या
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रोग एकाच सरलरेषेत येणार नाहींत; (२) त्यांच्या मधील अंतर्वक्र-

कोण बसकडील अंगास होणार नाहीं; (३) डईफ त्रिकोणाची ५
विंदूरत मिळणारी एखादी वाजू वाढविली असतां जो बाहेरचा कोन
होईल, त्या बरोबर असक कोन होईल; (४) अ, क विशी काढि-
लेल्या स्पर्शरके असक त्या अंतर्वक्रकोणाच्या अंगासच वाढविल्या
असतां मिळतील. इतक्या गोष्टी सिद्ध करा.

३ '' समद्विभुजत्रिकोणाच्या समान वास्तूंपैकी प्रत्येकीवर तिच्या
पायांतील टोंकापासून लंब कादिला, तर ते दोन लंब, पायाच्या ज्या
अंगास तो त्रिकोण आहे, त्याच्या विरुद्ध अंगास वाढविले असतां
मिळतात. '' हा मागच्या प्रश्नातील ( ४) ह्या भागाचा उपसिद्धांत
आहे, असें दाखवा

४ वर्तुलांत काढिलेल्या समभुजत्रिकोणाच्या सर्व कोणावदूतून
खो पेर्तुळास स्पर्शरेपा काढून, त्या मिळत तोपर्यंत वाढविल्या असतां,
त्या वर्तुलाभोवती काढिलेला समभुजत्रिकोण तयार होतो, असें
ह्यीखवा

५. वर्तुलाभोंवतीं काढिलेला समभुजत्रिकोण, त्याच वर्तुलांत का-
zp'णि! समभुजत्रिकोणाच्या चौपटीवरावर असतो.
६. ( ४३) च्यी आकृतीमध्यें अस, बस, कस. त्यांपैकीं कोण.

तोही एक त्रिज्या पुनः परिघास मिळे तोपर्यत वाढवून त्यांच्या मे-
लनबिंदुरप्रासून वर्तुलास स्पर्शरेषा काहिली, आणि ती नमल त्रिको-
पाच्या दोन शाबूत मिळे तोपर्यंत वाढविली; तर जो नवीन त्रिकोण
होतो, तोही दिलेल्या त्रिकोणाशीं समकोण होतो, असें दाखवा.

७. वर्तुलांत काढिलेल्या समभजत्रिकोणाची प्रत्येक वाजू वर्तुला-
भोवती कॉढिलेल्या समभजत्रिकीणाच्या प्रत्येक बाजच्या अर्धावरा-
पेर असते

सिद्धांत र;. कृत्य.
दिलेल्या त्रिकोणांत वर्तुळ काढावयाचें.
अवक हा एक दिलेला त्रिकोण ओह; आणि त्यांत वर्तुल काढाव-

यावें आहे
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व, क हे कोन दुभाग; (१ .९)

(टुभागणाऱ्या रेषा एकमेकींस मिळतील)
(१ .१ ७ व प्र. प्र. १२) फ

त्या दुभागणाऱ्या रेपा ड बिंदूत मिळाल्या मे
असें मान, व ड पासून डफ हा वक्र
वर लंब काढ. (१ '१ २) बक के

म्हणजे ड हा मध्यपिटु व डफ त्रिज्या कल्पून वर्तुल काहिलें
असतां, तें इच्छिले वर्तुल होईल.

कारण; ड पाडून अब, अक द्यांवर अनुक्रमे डई, डग हे ल,
ऽ१९काढ.

आतां ईबड कोन फवड कोनावरावर आहे, (रचना)
आणि बईड काटकोन बफड काटकोनायरावर आहे; (प्र. प्र. ११)
म्हणजे ईवड आणि फबड ह्या दोन त्रिकोणांपैकीं एकाचे दोन काम
दुसऱ्याच्या दोन कोनांशी अनुक्रमे घरावर आहेत; आणि समान
कोनांच्या एका जोडासमोरील वड बाजूऊ दोहो त्रिकोणास ७२७आहे, म्हणून डई वाजूडफ बाजूवरावर आहे. (१ .२६

ह्याच कारणास्तव डग. डफ वरावर आहे, प्र. प्र १)म्हणून डई, डग क्रावर आहे. (.म्हणून डई, डफ, डग ह्या तिन्ही रेषा परस्पर वरावर आहेत.
म्हणून ड मध्यविंटु व डफ त्रिज्या कल्पून काढिलेलें वर्तुल ह्या ति

पही रेषांच्या टोंकांतून जाईल.
आतां डई, डफ, डग ह्या त्रिज्यांवर त्यांच्या टोंकांतूनु५क्रमे अब, वक्र, अक हे लय निघाले आहेत;. ( रचना

म्हणून अब, वक्र, अक ह्या वाजू त्या वर्तुलास स्पर्श करणाच्या :तील; (३ .१ ६ 'उप.
म्हणून तें वर्तुल अवक त्रिकोणांत कादिलेलें होईल. च्या-.

द्याकरितां दिलेल्या अवक त्रिकोणांत वर्तुल काढिलें आहे.
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प्रश्न.

२ '

१.४ ह्या कृत्याची सामान्य रीति सांगा.

२.(४४) च्या आकृतीमध्यें अड सांधा; आणि ती रेषा अ
कोनास दुभागिते, असें सिद्ध करा

३. '' त्रिकोणाच्या तीनही कोनांस दुभागणाऱ्या रेषा एकाच
विदत्यत मिळतात '' हें प्रमेय वरील प्रश्राच्या आधाराने सिद्ध करून
दाखवा

४.(१) त्रिकोणाच्या कोणत्याही दोन वाजू तिसरीच्या पलीकडे
वाढविल्या असतां जे दोन बाहेरील कोन होतात, त्यांस सुभा.
ऱ्या रोग मिळतात; (दे) त्यांच्या मेलनविंदूपासून तिन्ही वास्तूंवर

टाकिलेले लव सारखे असतात; (३) तो मेलनत्रिंटु हा मध्य व त्या

त्त्वेंथॉंपैकी एक त्रिज्या कल्पून वर्तुल काटिलें .असतां, तें तिसऱ्या वा-
क्रुप व वाढविलेल्या बाजूच्या वाढविलेल्या भागांनाही स्पर्श करितें.
(८) तो मेलनबिंदु व तिसऱ्या वाजूसुमोरच्या कोनाचा कोणबिंदु
त्यांस साधणारी रेपा तिसऱ्या कोनास दुभागिते.

'' दिलेल्या तीन अमर्यादरेषांपैकीं कोणत्याही दोन समांतर
हीत, व त्या सर्व एकाच भिंद्रुत मिळत नाहीत; तर त्या तिन्ही रे-
ना स्पर्श करणारी अशीं चार वर्तुलें काटितां येतील.'' असें ४४
मागील प्रश्नाचा (३) हा भाग, ह्यावरून सिद्ध करून दाखवा.

pp ६.(१) (४४) च्या आकृतीवरून असें सिद्ध करून दाखवा कीं,
र१२२ त्रिकोणाची परिमिति व त्यामध्ये काढिलेल्या वर्तुलाची

८. त्यांच्या काटकोनचौकोनाच्या अर्धावरोबर तो त्रिकोण अ-
गे, (२) एका त्रिकोणाच्या तीन वाजू अनुक्रमें ३,४,५ हात

गैर१२; तर त्यांत काटिलेल्या वर्तुलाची त्रिज्या किती

७ पांचव्या प्रश्नांत सांगितलेल्या चार वर्तुलांपैकीं मधले वर्तुल
व इतरार्पकीं एक ह्यांचे मध्य सांधणारी रेषा वाढविली असतां, ती
दिलेल्या दोन वर्तुलांचे मध्य साधणाऱ्या रेषेवर लव होते.
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सिदांत ५. प्रमेय

दिलेल्या त्रिकोणाभोंवतीं वर्तुळ काढावयाचें.
अदक एक दिलेला त्रिकोण आहे; आणि त्याभोंवतीं वर्तुळ का'

ढावयाचें आहे

अ क. च्य

व

अब आणि थक ह्या वाजू अनुक्रमें ड आणि ई विदतु दुक्येझॉग

आप त्या चिदंरतून अब आणि अक ह्यांवर अनुक्रमे डफ७इफ लंब काढ. (१ .१ ० व १ .१ १

हे लंब परस्परांस मिळणाऱ्या रेषांवर काटिले आहेत,
म्हणून ते परस्परांस मिळतील. ( १ .२९ उभे. ३
डफ आणि ईफ, ह्या फ विंद्रमध्ये मिळतात असें माथे;
आणि फश्र साधू (गृ. कृ. १.

म्हणजे फ मध्यबिंदु व फथ त्रिज्या कलून वर्तुल काटिले असता;
तें इच्छिले वर्तुल होईल.
कारण, (फ विदु बक वाजंतु नसल्यास) वफ, फक ळीध'५.:आतां अफड त्रिकोणाच्या अड. डफ ह्या वाजू बफड त्रिक
च्या वड, डफ ह्या बाजूशी अनुक्रमे समान आहेत, ए.आणि अडफ, बडफ हे कोन ही समान आहेत; ( १. व्या. 'आणून अफ पाया बक पायावरावर आहे. ( १ .४ भा. ११

ह्याच रीतीनें असें दाखविता येईल कीं फक, फअ बराबर१;म्हणून फव, फक वरावर आहे; ( प्र. प्र.

म्हणून कक्ष, कब. फक ह्या तीन रेघा परस्पर बराबर आहेत.
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म्हणून फ मध्य धरून फथ त्रिज्येनें वर्तुळ काटले असतां, त्याचा
परिघ अवक त्रिकोणाच्या तिन्ही कोणवहूतून जाईल.

९,

म्हणून् तें धक्क त्रिकोणाभोंवतीं काटिलेलें वर्तुल होईल. (डळगrZ)
ह्याकरिता, दिलेल्या त्रिकोणाभोंवतीं अवक वर्तुळ काढलें आहे.
उपसि. हें उघड आहे कीं, (१) वर्तुळाचा मध्य जेव्हां त्रिको-

णांत पडतो., तेव्हां त्याचा प्रत्येक कोन लघुकोण असतो; ( कारण, तो
अर्धवर्तुऽळाडुन् मोठ्य्या वर्तुळखंडांतला असत; (२)जेव्हां मध्य त्रिको-
णाच्या एका वाजून पडतो, तेव्हां त्या वाजूसुमोरील कोन ( अर्धवर्त-

;सुतिला असल्यामुळें) काटकोन असतो; आणि (३) जेव्हां मध्य त्रि-
कोणावाहेर पर, तेव्हां तो ज्या बाजूच्या पलीकडे असतो त्या वाजू
समोरील कोन ( अर्धवर्तळापेक्षां कमी वर्तुळखडातला असल्यामुळें)
विशालकोणअसतो.???ं?'?म्हणून, ह्यांचे व्यत्यास, (१) जर दिलेला त्रिकोण लघुकोणत्रि-
कोण आहे, तर वर्तळाचा मध्य त्रिकोणांत पडतो; (२) जर तो काट-
कौनविकोण आहेसि वर्तूळाचा मध्य काटकोनासमोरील वाजून प-
तो ' ३१ अणि जर शे विशालकोणत्रिकोण आहे, तर वर्तुळाचा

७ तिर्कौणाबाहेर विशालकोणासमोरील बाजूच्या पलीकडे पडतो.

प्रश्न.
१ '५ द्या कृत्याची सामान्य रीति सांगा.

णे, तर ते.१७जरी :)फू बिंदू-ऽपासून बक्रवर लंच --कारि-
मध्य ' ७, -स सिद्ध करा, आणि (२) बकचा
हूक व कवितु ह्यास सांधणारी रेषा बकवर लंब होईल, असेही

'न करा

मा त्रिकोणाच्या तीनही बाजूंच्या मध्यांपासून त्या त्या वाजूवर
अथक्क एच एकाच बिंदूरत मिळतात.'' हें प्रमेय वरील प्रश्नाच्या

सिद्ध करून दाखवा

२,भू?हेगंैर:२कक्काा-रएइचेंएइr?०एंअ५ व त्याच्या भोंवतीं कानिफ-
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५. '' दिलेल्या तीन विद्रूतून ज्याचा परिघ जाईल असें वर्तुल
काडावयाचे.'' ( १) हें कृत्य दिलेल्या बिंदूच्या कोणत्या स्थितीमध्यें
असंभव्य होईल, हें सांग; (२) दिलेल्या विंदूंच्या इतर स्थितींमध्यें
हें कृत्य करण्याची सामान्य रीति सांगा; व (३) अशीं वर्तुले किती
संभवतात, हेंही सांगा

६. दिलेल्या चार विद्रृतनु ज्याचा परिघ जाईल, असें वर्तुल का-
टिता येण्यास त्या विंदच्री स्थिति कशी असली पाहिजे?

७. चौकोनाचे दोन्ही कर्ण काढिल्याने त्यांत जे चार त्रिकोण हो-
तात, त्यांच्या भोंवतीं काढिलेल्या वर्तुलांचे मध्य अनुक्रमानं सार्र्थि-
त्यानें होणारा चौकोन समांतरभुज असतो.

सिद्धांत ६. कृत्य
दिलेल्या वर्तुळांत चौरस काढावयाचें.

अवकड एक दिले वर्तुळ आहे; आणि त्यांत एक चौरस कार्टी-
याचा आहे.

ह्या वर्तुलांचेथक, बड हेएकमेकांवर लव द्यी

असे दोन व्यास कार, व अब, वक, कड
डअ सांध. (३१ ,गृ.कृ.१ वर, १. ११ वगृ.र्द्ये.२) वाआ-नवम्हणजे अवकड आकृति इच्छिलेले चौरस
होईल.

ककारण; बई, डई वरावर आहे, ( १ व्याख्या १५)
आणि अबई व अईड ह्या दोन त्रिकोणांस वैध साधारण ओह,
व अर्डव, अईड हे .कोन समान आहेत; ( १ व्या. १ ' ??

म्हणून वभ पाया डभ पायावरावर आहे ( १४ भा. ?ए

त्याप्रमाणेंच त्या चौकोनाच्या प्रत्येक दोन दोन वाजू समान अ.
हेत, असें सिद्ध करितांयेईल.'म्हणून अवकड चौकोनाच्या चारही वाजू सारख्या आहेत.
आतां अवकड वर्तुळाचा बट व्यास आहे. ( रचना)
म्हणून वथड हें अर्धवर्तुळ आहे; ( से व्या १? १
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द्यास्तवं वत्रड कोन काटकोन आहे. ( ३ ३१
णि ह्याच कारणास्तव अवक, वकड, कड-, ह्यांपैकी प्रत्येक

कोन काटकोन आहे

एन अवकड चौकोनाचे सर्व कोन काटकोन आहेत.
आणि त्याच्या सर्व वाजू सारख्या आहेत, असें वर सिद्ध केलें आहे;
म्हणृन् तो चौरस आहे. ( १ व्या ३०)

ह्याकरिता, दिलेल्या वर्तुळात अवकड चीरस काढिला आहे.

प्रश्न.
१. वर्तुलांत चौरस काटण्याची सामान्य रौत सांगा.
२. वर्तुलात काटिलेलें चौरस हें, त्या वर्तुलाच्या त्रिज्येवरील चौ.

रसाच्या दुपटीवरावर असते

सिद्धांत ७. कृत्य
दिलेल्या वर्तुळाभोवती चौरस काढावयाचें.

अवकड एक दिले वर्तुल आहे; आणि त्याभोवती एक चौरस
कारावयाचा आहे.

९?.२८
थुऊrईइरउए हे एकमेकांवर ग णे फ

१.२. कृ. १ व २,१ .१ १ व ए. कृ. २) व
आणि अ. व, क, ड, ह्या विदृंरतूररन फ.ट. दस, साले ह्या त्या वर्तुळास स्पर्शरपा स
फॉर. १३१०
म्हणजे गहसफ आकृति इच्छिलेले चौरस होईल.

कारण; अर्थ- रेषा स्पर्शविडु व मध्यबिंदु ह्यास सांधणारी आहे;

चनएणून ईग्रग कोन काटकोन आहे पे' १

णि अर्वच कोनही काटकोन आहे; ( १. व्या. ते ०)
.न गफ रोग वडशी समांतर आहे. ( १. २८ भा. २)भाषमाणेच सिद्ध करितां येईल कीं, हसरेपा बडशीं समांतर आहे;
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आणून गक रेषा हसशीं समांतर आहे. ( १.३')ह्याप्रमाणेंच सिद्ध करितां येईल कीं, गहरेपा अकशीं व फसशीं
समांतर आहे
म्हणून गस हा समातरभुजचौकोन आहे; व गड, गक हा प्रत्ये.

कही समातरमुजचौकोन आहे ( १. व्या. २०.)
म्हणून गक. गह ह्या रेषा अनुक्रमे वड, अक ह्यांशीं समान आ-
हेत. ( १ .३४)
आणि बट, थक ह्या समान आहेत. (१. व्या. १५ व प्र. प्र. २
म्हणून गफ, गह ह्या रेषा समान आहेत. (प्र. प्र. १ उप. १)
आणि ईअगकोन काट कोन आहे असें वर ठरविलें;
म्हणून अगव कोन काटकोन आहे. ( १. २५ भा. ०५ व प्र. प्र. ऐ
आतां गस हा समांतरभुजचीकोन आहे, त्याच्या गफ, गह ह्या

जवळजवळच्या वाजू समान आहेत, आणि त्याचा ग कोन काट-
कोन आहे, असें सिद्ध झालें;
म्हणून गस हा चौरस आहे. (१४६ उप. २

ह्याकरिता दिलेल्या वर्तुलाभोवती चौरस काढिला आहे.
प्रश्न.

१ (१) वर्तुलाभोवती चौरस कारण्याची सामान्य रइंााइइत सांग '
व (२) त्याच्या सिद्धतेला लागणारे आधार अनुक्रमाने सांगा.

२ वर्तुलाभोवती काढिलेलें चौरस त्याच वर्तुलांत काटिलेल्या

चौरसाच्या दुपटीवरावरअसतें....उ एकाच वर्तुलाच्या कोणत्याही दोन व्यासांच्या संभागा६;
त्या वर्तुलास काटिलेल्या स्पर्शरेषांनी जो चौकोन होतो, तो समांतर

भुज असतो व समभजही असतो.
सिद्धांत ८. कृत्य.

दिलेच्या चौरसांत वर्तुळ काढावयाचें.
अवकड एक दिलेला चौरस आहे; आणि त्यामध्ये वर्तुळ कार्ड

व्याच आहे.
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अश्, अट ह्यांतील प्रत्येक वाजूफ, ई
त्या ।वॅटूरत टुभाग, (११ ' १

आणि ई चिंटूतून अवशीं किंवा डकर्शी १

आणि फ विंदूतून अडशीं किंवा बकशीं,
समांतर रेषा काढ. (१ .३१) व

२६५

ज रेपा परस्परांस चौरसांतच मिळतील. (१ .३० उप.)
त्या ग विंटूंत मिळतात. असें मान.
म्हणजे ग मध्य कल्पून गई त्रिज्येनें वर्तुल काढिलें असतां, तें इ.
च्छिलेले वर्तुल होईल

कारण, ईग, फग समोरच्या बाजूस अनुक्रमे ह, स विद्रुत मि-
अत तोपर्यंत वाढीव. ( गृ. कृ. २)
आता धड, अब ह्या रेषा समान आहेत; (१. च्या- ३०)
आणि थर्ड, अफ ही त्यांची अर्धे आहेत; (रचना)
म्हणून अई, अफ ह्याही समान आहेत. (प्र. प्र. ७)
आणि ह्या समान रेषांशी अनुक्रमे फग, गई ह्या समान आहेत;

(१ .३४)
कूफने फण, गई ह्या परस्परांशीं समान झाल्या. (प्र. प्र. १ उप. १)
हुतेके त्याप्रमाणेंच दाखविता येईल की, या. ही गसशीं आणि
पस ही गहशी समान आहे;
दईण-न गफ, गई, गस, गह ह्या सर्वे समान आहेत.

( प्र. प्र. १ उप. २)म्हणून् ग मध्य कल्पून गई त्रिज्येनें काढिलेलें वर्तुल ह्या चारही
रेपींच्या टोकातम जाईल
आणि ई, फे ह, स ह्या प्रत्येक बिंदूशी झालेले कोन काटकोन
हेत, (१ व्या ३ व १२९)म्हणून थक चौरसाच्या चारही वाजू त्या वर्तुलास स्पर्श कासले.

( ३१६ उप.)९णून तें त्या चौरसांत काढिलेलें वर्तुल होईल. (४. व्या. ५)
द्याकरिता दिलेल्या चौरसांत वर्तुल काढिले आहे.

१२



२६६ युक्लिडची भूमिति.

१. चौरसांत वर्तुल सा-??दोन तात सांगा.

२. चौरसाचे जवळजवळचे दोन कोन दुभागणाऱ्या रेषांचा मेल-
नपिटु ( अथवा कर्णाचा छेदनविदु) हा मध्य व त्यापासून एका वा-
जूवर काढिलेला लंच ही त्रिज्या कल्पून वर्तुल काडिलें असतां, तेही
त्या चौरसांत काढिलेले वर्तुल होतें, असें सिद्ध करा.

सिदांत ९. कुल.
दिलेल्या चौरसाभोवती वर्तुळ काढावयाचें.

अवकड एक दिलेला चौरस आहे, आणि त्याभोवती वर्तुळ का.
ढावयाचें आहे

अक आणि वड साव, व त्या ई विदूरत एकमेकींस छेदितात, असें
मान. ( खकृ१)
म्हणजे हे विदु मध्य कल्पून अर्ड त्रिज्येने वर्तुल अलकाढिलें असतां, तें इच्छिलेले वर्तुल होईल.

कारण; बअक त्रिकोणाची अब वाजू
डअक त्रिकोणाच्या अड७९ आहेर बकअक बाजू दोन्ही कार्य साधारण५८
आणि बक पाया डक पायावरावर आहे; ( १. व्याख्या ३०)
म्हणून बभक कोन डअक कोनावराबर आहे; (.'ह्यास्तव बअड कोन अक रेघेने दुभागिला आहे.

ह्याप्रमाणेंच दाखवित येईल की, अक चौरसाचे इतर कोनही
कर्णानी दुभागिले आहेत

कऽ९५२(१ .व्याटू०व प्र' प्र. १

व:स्तन ष्ट्य कँ,ळ्यैबुध २ २-:असून ईभव कोन दैव-२७- ( प्र.४१शास्तव ईअ वाज देव वाजावरआहे ४rई'ं ( १ '
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त्याप्रमाणेंच असें दाखविता येईल की, ईश् ही ईकशी आणि ईक ही
दिशी वरावर आहे,
द्याकरितां ईथ. ईब, ईक, ईट ह्या चार रेघा परस्पर वरावर आ-
हेत. (प्र. प्र. १ उप. २)
आणून ई मध्य धरून ईअ त्रिज्येनें वर्तुळ काढलें असतां, तें अवकड
चौरसाच्या सर्व कोणविदृऽतून जाईल.
म्हणन तें त्या चौरसाभोंवतीं काढिलेलें वर्तुल होईल. (४. व्या. ६)

ह्याकरितां दिलेल्या चौरसाभोंवतीं वर्तुल काढिलें आहे.

प्रश्न.

चौरसाभोवती वर्तुल काडण्याची सामान्य रीति सांगा.
रे. चौरसांत काढिलेलें वर्तल व त्याच्या भोंवतीं कादिलेलें वर्तुल

ही समकेंद्र असतात असें सिद्धॅ करा.
३. चौरसाभोवती काढिलेल्या वर्तुलाच्या त्रिज्येवरील चौरस हे,

चौरसांत काडिलेल्या वर्तुळाच्या त्रिज्येवरील चौरसाच्या किती पटी.
क्रावर असतें?

४. काटकोनचौकोनाभोवतो वर्तुल कसें काढावे?

सिदांत १०. कृत्य.
ज्याचा पायकिष्ण्ल प्रत्येक कोन शिरकोनाच्या दुपटीवरावर

होईल, असा एक समद्विभुज त्रिकोण काढावयाचें.
(१) अ, व हे दोन बिंदु घेऊन ते साधू ( गृ. कृ. १)
(२) अब रेघेचे क विद्युत असे दोन भाग कर कीं, अब, बक

काटकोनचौकोन अकवरील चौरसाबरावर होईल ( २.११)
(ऐ) अ मध्य कल्पून अब त्रिज्येने वडई वर्तुल काढ;

( गृ. कृ. ३)(४-) ४२शिंलेंन -र्स्थ्यें-एवटी वड ज्या काढ; ( ४१)(५) आणि अडसाधू' १५ ( ए. कृ. १)
.झेद्यमे कृतीनें तयार झालेला अंबड हा त्रिकोण इच्छित्या प्रका-

-९ होईल; म्हणजे स्पीडल्या अवड अडव ह्या कोनांपैकीं प्रत्येक
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कोन तिसऱ्या अ कोनाच्या दुपटीवरावर होईल.
कारण, डक साधु आणि अकड ह
त्रिकोणाभोंवतीं अकड वर्तुळ काढ.
( गृ, कृ. १ व ४५) अआतां अब, वक्र काटकोनर्चा-
कोनअक वरीलचौरसावरावर आहे,

( रचना) क
आणि अक, वड वरावर आहे, वड( रचना)म्हणून अब, बक काटकोनचौकोन, बडवरील चौरसावरावर आहे.

( १ .इ व प्र. प्र. पै)
अकड वर्तुळाबाहेरील व बिंदूपासून वकअ व वड ह्या दोन

रेघा परिघापर्यंत काढिल्या आहेत, त्यांपैकीं एक वर्तुळास ५?दुसरी त्यास मिळते, व सर्व छेदक रेषा आणि तिचा २?विभाग ह्यांनी झालेला अब, बक काटकोनचौकोन, वर्तुळास मळ-
णाऱ्या वड रेघेवरील चारसावरावर आहे,म्हणून वड रेघ अकड वर्तुळास स्पर्श करिते. ( २. ई '

वड रेघ अकड वर्तुळास स्पर्श करिते, आणि ड स्पर्शविदृपासुन्

डक ज्या काहिली आहे;म्हणून बटक कोन व्यत्क्रमखडातील डअक कोनावरावर आहे.
( ३ .३२)

ह्यांतील प्रत्येकांत कडव कोनमिळविलार?तेव्हां सगळा वडअ कोन हा, कडअआणि डअक ह्या दोन र.च्या घेरजेवरावर आहे. ( प्र. प्र. २
परंतु अकड त्रिकोणाचा वकड हा बाहेरील कोन, कडअ आणि
डअक ह्या दोन कोनांच्या वेरजेवरावर आहे, (. ३२ )?

ह्मणन वडअ कोन वकड कोनावरावर आहे. ( में. प्र'

परंतु अडा, अब ह्या बाजू समान आहेत; ( ते च्या.
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लपून वटग्र कोन डवग्रकोनावरावरआहे' ( १ .५)
ए- डवग्र ( म्हणजे डवट) कोन वकड कोनामरावर आहे;

( प्र. प्र. १)त्यास्तव उब वाजू डक वाजूवरावर आहे. ( १६)परंतु डव, कळ वरावर आहे, ( रचना)
म्हणून कच. कड वरावर आहे, ( प्रे. प्र. १)
आणि त्यास्तव कभड कोन कडभ कोनावरावर आहे. ( १५)
कुणूनकभडआणिकडथधा दोन कोनांचीबेरीज कबड कोनाच्या
दुपटीवरावर आहे
परंतु वकड कोन कथड आणि कडअ ह्या दोन कोनांच्या बेरजे-
वरावर आहे; ( मे १

आणून बफड कोन, कअड कोनाच्या दुपटीवरावर आहे. (प्र. प्र. १)
आणि बकड कोन, बडअ आणि डबअ ह्या कोनांपैकीं प्रत्येका-

वरावर आहे, असें वर दाखविले आहे;
त्रेपून वडज आणि डवभ हे प्रत्येकी बथड कोनाच्या दुपटीवरा-
वर आहेत. ( प्र. प्र. १)

झाकरिता, ज्या समद्विभुज त्रिकोणाचा पायाकडील प्रत्येक कोन
शिरकोनाच्यादुपटीवरावरआहे, असाअबड त्रिकोण काडिला आहे.

प्रश्न.

ते. (४१०) ह्या कृत्याची सामान्य रीति लिहा.
२.(४१०) ह्याच्या सिद्धतेचे जे खालीं भाग लिहिले आहेत,

त्या प्रत्येकास लागणारे आधार अनुक्रमानें सांगा, नंतर साऱ्या सि-
घेतेZ लागणारे आधार अनुक्रमाने सांगा (४१ ०ची आकृति पहा)

ऽ १ क. ड हे विदु शोधून अ, क, ड विद्तुन् जाणारे वर्तुल

(२) वड रेषा अकड वर्तुलास स्पर्श करिते, असें ठरवावे
(३) अडव, बऊड हे कोन समान ठरवावे.
(४) वट, कड ह्या वाज समान ठरवाव्या.
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(५) अडव, अवड हा प्रत्येक कोन वभड कोनाच्या दुपटीवरा.
वर ठरवावा.

३.(१) ४१० ह्यामध्ये काढिलेल्या त्रिकोणाचा शिरकोन हा,
काटकोनाच्या दोन पंचमाशांवरावर असतो, व (२) पायाकडील प्रत्येक

कोन काटकोनाच्या चार पंचमांशांषरायर असतो, असें दाखवा.
४. काटकोनाचे पांच समान भाग करण्याची रीति ४१० च्या

आघाराने तयार करून दाखवा.
५. '' काटकोनाच्या ढतीयांशाएवढ्या कोनांतून पंचमांशढा कोन काढून टाकिला असतां जो कोन राहतो, त्याचें अर्ध हें

काटकोनाच्या पंधराव्या हिश्शावरोवर होते;'' असें दाखवा
६. एथपर्यत झालेल्या सिद्धांतांच्या योगानें, काटकोनाचे २.तीन, पांच, दोन ह्या संख्येच्या कोणत्याही (पुर्णुसंख्याक) घाताइतक,

त्या घाताच्या तिपटी इतके, त्या घाताच्या पांचपटी इतके, व त्यी

घाताच्या तिपटीच्या पांचपटी इतके, समान भाग करितां येतात,
असें दाखवा.

' (४१०) च्या आकृतींत बडक हाही इच्छिल्या प्रकारचाच
त्रिकोण आहे, असें दाखवा.

' (१) ४१० च्या आकृतींत दुसऱ्या वर्तुलानें पहिल्यास आर-
लेंड्ये पाहिजे, (२) त्यांचा ड खेरीज दुसरा छेदनविंदु ई आहे, अस
माजून अई, डई सांधिल्या असतां, अडई हा त्रिकोणही ४१० ह्यात
इच्छिल्या प्रकारचाच होतो; आणि (३) तो अबड विकोणाशी एक-
रूप होतो, असें सिद करा
९.(४१०) च्या आकृतींत अकड त्रिकोणाचा अकड कोन इ-

तर कोनांपैकी प्रत्येकाच्या' तिपटीवरावर आहे असें सिद्ध करा.

सिद्धांत २. कूस.
दिलेल्या वर्तुळांत नियमित पंचकोण काढावयाचे.
अवकडई दिलेले वर्तुळ आहे; आणि त्यांत नियमित पंचकोण की-

ढावयाचा ओ
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फगह हा असा एक समद्विभुज अ
त्रिकोणकाढकी, त्याचे पायाकडील फ
ग७२ कोन प्रत्येकीं १ को'- पे २

क२.संत अकड?

त्रिकोण फगह त्रिकोणाशीं सम- ग ह क
कोण काड, असा की, त्याचा कथड कोन फ कोनावरावर होईल,
आणि धडक, अकड ह्यापैकी प्रत्येक कोन ग अथवा हु कोना.
वरावरहोईल;?'ं'?थक्क आणि अडक हे कोन अनुक्रमे कई आणि डब रेघांनी दु-
भाग; ( १ .५)
आणि अब, बक, अई, ईड सांध. ( ए. कृ. १)
म्हणजे अवकडई हा इच्छिलेला नियमित पंचकोण होईल.

कारण; (१) अकड आणि अडक हे कोन प्रत्येकी कथड को.
नान्या रुपटीश्रावर आहेत; ( रचना)
आणि कई, डब ह्या रेघानी ते दुमागिले आहेत; (रचना)
२णून अडवू, बडक, कअड, डकई, ईकअ हे पांच कोन परस्पर
क्रावर आहेत.
म्हणून अब, बक, कड, डई, ईअ हे पांच कंस परस्पर वरावर
आहेत; ( ३२६ उप.)
झणृन् अब, बक, कड, डई, ईज ह्या पांच रेघा परस्पर वरावर
आहेत. ( ३२९ उप.)
आणि द्यास्तव अवकडई पंचकोण समभूज आहे.

(३) आतां अब कंस जुलै कसावरावर आहे.
द्या प्रत्येकांत बकड कंस मिळविला;
तेव्हां सगळा अवकड कंस, सगळ्या बकडई कसायराषर झाला.

( प्र. प्र. २)अईड कोन अवकड कंसावर आहे,
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आणि बबई कोन वकडई कंसावर आहे.
म्हणून अईड कोन दमई फोनावरावर आहे. ( ३२७ उप.
ह्याप्रमाणेंच ह्या आकृतीचे कोणतेही जवळजवळचे दोन कोन समान
आहेत, असें सिद्ध करितां येईल;
म्हणून अवझडई पंचकोण समकोण आहे. (प्र. प्र. १ उप. २
आणि तो समभुज आहे, असें वर दाखविले आहे;
म्हणून तो पंचकोण नियमित आहे. (४. व्या. २
आणि तो अकठडई वर्तुलांत काटिला आहे. ( ४. व्या. ३)

ह्याकरितां दिलेल्या वर्तुलांत नियमित पचकोण कादिला आहे.
उपसि. १. वर्तुलांत काटिलेली कोणतीही सरलरेषाकृति जर

समधुन असली, तर ती समकोणही असते; आणि अर्यात निव-
मित असते.

प्रश्न.
१.(१) वर्तुलांत नियमित पंचकोण काढण्याची सामान्य रीति

सांगा, व (२) त्याच्या सिद्धतेला लागणारे आधार अनुक्रमाने सांगा.
२. '' वर्तुलांत काढिलेली कोणतीही समभुत्राकृति समकोणही

असते,'' हें ठरविण्याची सामान्य रीति सांगा.
३. नियमित पंचकोणाच्या प्रत्येक कोणविद्रुपासून् इतर ( हे 'दोहो आगचे दोन टाकून वाकीच्या) दोन कोणावश्यर्यंत रेषा का

ढिल्या असतां, त्यांचा जो नवीन एक पंचकोण होतो, तोही नियानत
पंचकोणच असतो

कें. (४११) च्या आकृतींत धक, बई ह्यांचा छेदनविंदु फ मा
निला असतां, अब, वक्र ह्यांचीपेरीज अकवराभर होते, असें सिद्ध

करा.
सिद्धांत १२. कृत्य.

दिलेल्या वर्तुळाभोंवतीं नियमित पंचकोण काढावयाचे.
अवकडई दिलेले वर्तुळ आहे; आणि त्यांत नियमित पथक

काढावयाचा आहे
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मागील सिद्धांताप्रमाणेंवर्तळांत काटि ग

लेल्या नियमित पंचकोणाचे कशाने; अ ज दै
व, क. ड, ई आहेत, ( म्हणजे अब, ह

राकफ्लड७.रं. ३ कस परस्पर ड
तण थू व, क, ७?ज बिंदूंतून सकलवर्तुळास स्पर्श करणाऱ्या, गह, हस, सल, लय, मग रेघा काट.

( ३१७)झणजे गहसलम हा इच्छिलेला नियमित पंचकोण होईल.
: (श१)५. फ मध्य कळ, आणि ए, फस, फक,

ओती

२ वर्तुळास सल रेघ क बिंदूशी ;ऽ .ऽऽआध्यापासून फक रेघ काढिली आहे;
झेणृन् फक रेघ सल रेघेवर लंब आहे, ३. ' १

अरितव क पिढशी झालेला प्रत्येक कोन काटकोन आहे. (१ .व्याग् ०)
त्येच कारणास्तव व आणि ड बिंदूशी झालेले कोन काटकोन आहेत.

आता कस कोन काटकोन आहे, त्यास्तव फसवरील चौ-
रस, क आणि कस ह्यांवरील चौरसांच्या वेरजेवरावर आहे.

( १ .४७)
ह्याच कारणास्तव फसवरील चौरस, फव आणि बस ह्यांवरील
चौरसांच्या वेरजेवराषर आहे
९णून फक आणि कस ह्यांवरील चौरसांची पेरीज, फद आणि
पमें त्यावरील चौरसांच्या घेरजेबरावर आहे. ( प्र. प्र. १)
क्तींपैकी फकवरील चौरस फबवरील चौरसावरावर आहे;

(१. व्या. १५ व १. इ.)म्हणून शेष कसवरील चौरस, शेष बसवरील करसापरावर आहे;
( प्र. प्र. ३)अस्तिच कस रेघ बस रेषेवरावर आहे. (१. रे. उप २)
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आतां बफस त्रिकोणाच्या दारु, फस ह्या वाजू, कफस ह्या

त्रिकोणाच्या कफ फस ह्या वाजंररशी अनुक्रमे वरावर आहेत;
आणि बस पाया कस पायावरावर आहे, असें वर दाखीवले आहे;
म्हणून बफस कोन कफस कोनावराबर आहे, आणि बसफ कोणे
कसफ कोनाबरावर आहे. (' .' १
म्हणून कफस कोन हें बफक कोनाचें अर्ध आहे,
आणि कसफ कोन हें दसक कोनाचे अर्ध आहे.

ह्याप्रमाणेंच सिद्ध करितां येईल कीं, कफड कोनाचे करून
कोन हेंअर्ध आहे आणि कलडकोनाचें कलफ कोन हे अर्थ आहे.

आतां वक्र कंस कड कसायराथर आहे, (रचना ))

ह्यास्तव बफक कोन कफड कोनावरावर आहे. (३. ०४७ उप
आणि बफक कोनाचे कफस कोन हें अर्ध आहे, व कड को
नाचे कफल कोन हें अर्धआहे;)म्हणून कफस कोन कफल कोनाचरावर आहे. (प्र. प्र'!
आण फकस कोन फकल कोनावरावर आहे. (१. च्या. नrंम्हणून फकस आणि फकल ह्या दोन त्रिकोणांपैकीं एकाचे द
कोन दुसऱ्याच्या दोन कोनांशी अनुक्रमे वरावर आहेत,
आणि वरावरीच्या कोनांच्या मधील फक वाजू दोन्ही त्रिकोणांस

साधारण आहे
म्हणून कस रेघ कल रेघेवरावर आहे, आणि फसक कोन ८५कोनावरावर आहे. (१. २६ भा:' २
आणि कस,कलवरावरआहेऽ ह्यास्तवलसही कसची दुप्पट आहे.
ह्याप्रमाणेच हसही बसची दुप्पट आहे, असें दाखविता येईल
आणि बस, कस वरावर आहे, असें वर दाखविले आहे;)म्हणून हसा लस वरावर आहे. (प्र. प्र'

ह्या रीतीनेंच असें दाखविता येईल कीं ह्या पंचकोणाच्यी कों'
त्याही जवळजवळच्या दोन वाजू परस्पर आहेत.
म्हणून गहसलम पंचकोण सममुज आहे. (प्र. प्र. १ उप' २
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( ०) आणि तो समकोणही आहे

कारण, फसक कोन फलक कोनावरावर आहे;
पे हसल कोन फसक कोनाची दुप्पट आहे, आणि सलम कोन
फलक कोनाची दुप्पट आहे, असें वर दाखविले आहे;,
म्हणून हसल कोम सलम कानावरावर आहे. (प्र. प्र ६)

ह्याच रीतोनें असें दाखविता येईल की, त्याचे कोणतेही जवळजव-
ळचे दोन कोन परस्पर समान आहेत;
म्हणृन् गहसलय पचकोण समकोण आहे. (प्र. प्र. १ उप२)
आणि तो सममुज आहे, असें वर दाखविले आहे,
म्हणून तो पंचकोण नियमित आहे. ( ४ व्या २)
आणि तो अवकडई वर्तुलांत काढिला आहे. ( ४. व्या. ४)

ग्राकारता,दिलेल्या वतळाभोंवती नियमितपंचकोणकाढिला आहे.

अ.१. ( १) वर्तुलाभोवती नियमित पंचकोण काढण्याची सामान्य
रार्ति सांगा, ( २) त्याच्या सिद्धतेला लागणारे आधार अनुक्रमा.
५४ सांगा; व ( ३) फबस, फकस ह्या त्रिकोणांचे अवयव समान
ठरविण्यास १. अ ह्याची योजना केली, तर सिद्धतेंत बराच संक्षेप

होतो, असें दाखवा
' ४. ' २) च्या सिद्धतेमध्यें इष्ट पंचकोणाच्या जवळजवळच्या
वाजू समान आहेंत, व जवळजवळचे दोन कोन समान आहेत,

असें सिद्ध करण्याकरिता रचना कोणती करावी लागते?
३. ( ४१२) च्या आकृतीमध्यें गह, गय ह्या समान आहेत,
ग कोन ह कोनाशी समान आहे, असें प्रत्यक्ष सिद्ध करून दाखवा.
४. ( १) जितक्या मुजाची नियमित सरलरेषाकृति वर्तुळांत

काहिटतें। येते, तितक्याच भुजांची नियमित सरलरेषाकृति वर्तुलाभो-
तो काढण्याची सामान्य रीति ४१२ ह्यावरून कोणती दिसते?
२) ती सममुज आहे असें ठरविण्यास आणि समकोण आहे असें

ठरविण्यास जी रचना करावी लागते ती, व पुढें जे आधार योजावे
लागतात ते, अनुक्रमानें सांगा
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सिद्धांत १३. कृत्य.
दिलेल्या नियमित पंचकोणांत वर्तुळ काढावयाचें.
अबकडई दिलेला नियमित पंचकोण आहे; आणि त्यांत वर्तुळ

काढावयाचे आहे.
बकड आणि कडई हे दोन कोन कफ आणि डफ रेघानी

(१०टभाग;(rए त्या टुभागणाऱ्या रेषा परस्परांस मिळतात व त्या आकृतीच्या ऑ-
तच मिळतात, असें सिद्ध करितां येतें.)
ह्या दुभागणाऱ्या रेषा फ बिंदूतू एकमेकींस मिळतात, असे मान:)
आणि फ बिंदूपासून कडवर फस लंच काढ. ( १. ''म्हणजे फ मध्यविदु कल्पून फस त्रिज्येनें वर्तुल काटिलें असऽ
ता, तें इच्छिले वर्तुल होईल.

कारण; फड, फश्र, फई रेषा साघ. (गृ. फॅ. स्त

आतां वकफ त्रिकोणाच्या बक, कफ. ह्या वाजूडक ऽ
कोणाच्या डक, कफ ह्या बाजूशी अनुक्रमें समान आहेत. प्रतिशा

आणि वकफ, डकफ हे कोन समान आहेत; (रचना ))

म्हणून कबफ कोन कडफ कोनावरावर आहे. ( १. ४ भा. १
म्हणून कवफ कोनाची दुप्पट कडक कोनाच्या टुपुटीवरावर अहि;

( प्र. प्र. ६)
कडक कोनाची दुप्पट कडई कोना. अ
वरावर आहे; (रचना) गमकढई कोन, कवभ कोनाबराबर आहे; व - ६

प्रतिज्ञा व ४. व्या. २)
म्हणून कवात कोनाची दुप्पट कवथ ४
कोनावरावर आहे. (प्र.प्र.१उप.२) कल ड
म्हणून कवच कोन बक रेघेने दुभागिला गेला आहे.

द्याप्रमाणेंच अ, ई हे कोनही अनुक्रमे अफ, ईफ रेघांनी ई
भागिले गेले आहेत, असें सिद्ध करिता येईल
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कं विंटच्यागमृन् अश्, बक, डई, ईथ ह्या रेषांवर अनुक्रमे फग,
फह,फल, फम हे लंवकाढ. ( १ .१ जे')
आता फकह कोन फकस कोनावरावर आहे, ( रचना)
आणि फहक कोन फसक कोनावराषर आहे; (प्र. प्र. ११)
म्हणून फहक आणि फसक ह्या दोन त्रिकोणांपैकीं एकाचे दोन
कोन दुसऱ्याच्या दोन कोनांशी अनुक्रमे वरावर आहेत;
आणि क बहि दोन त्रिकोणांस साधारण आहे;,
म्हणून फड लंब फस लंबाबरावर आहे. ( १ .९६ चौ. २ह्याच रीतीनें सिद्ध करितां येईल कीं, ह्या पांच त्यांपैकीं कोण.
तेही जवळजवळचे दोन लंब समान आहेत.
म्हणून हे पाचहो लंब परस्परांशीं समान आहेत. (प्र.प्र.१उप.२)
म्हणून फ मध्यादेदु कलून फस त्रिज्येनें काढिलेल्या वर्तुलाचा प.
रिघ इतर सर्व लंबांच्याही टोंकांतून जाईल.
आतां ग, ह, स, ल, म बिंदूंशी झालेले कोन काटकोन आहेत;

( रचना)
म्हणन अब, बंक, कड, डई? देव ह्या पांच रेघांतून प्रत्येक त्या व.
तुळेची स्पर्शरेषा होईल; ( ३१ ६उप.)
म्हणून् तें अबकडई पंचकोणाकृतींत काडिलेले वर्तुल होईल.

(४. व्या. ५)
ख्यींकाइता, दिलेल्या नियमित पंचकोणांत वर्तुळ काहिलें आहे.
उपसिद्धांत-(१) कोणत्याही नियमित सरलरेषाकृतीचे जवळजव-

चे दोन कोन दुभागणाऱ्या रेषांच्या मेलनविरूपासून त्या आकृती.
च्या ईतर कोणत्येंखुपूर्दत रेषा काटिल्या असतां, ते इतर कोनही दु-
भागिले जातात: आणि (२) त्या आकृतीच्या सर्व बाजूला मेलन-
दिंदूणरू सारख्या अंतरावर असतात

मअ.
घे. नियमित पचकीणामध्यें वईल काढण्याची सामान्य रीति सांगा
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चे२.(१) '' कोणत्याही नियमित सरलरेषाकृतीचे जवळजवळ
दोन कोन दुभागणल्या रेघा मिळतातु'' व (२) ' त्या रेषा त्या नि-
यमित आकृतीच्या आतच मिळतात; '' असें सिद्ध करा.
३.(४१३) ह्या कृत्याची सामान्य रोति कोणत्याही नियमित

सरलरेषाकृतीमध्यें वर्तुल काढण्यास उपयोगी पडेल, असे दाखवा
सिद्धांत १४ कृत्य.

दिलेल्या नियमित पंचकोणाभोंवतीं वर्तुळ काटावयाचें.
अवकडई हा दिलेला नियमितपंचकोण आहे, आणि त्याभोंवर्ती

वर्तुळ काढावयाचें आहे.
वकड आणि कडई कोन कफ आणि अ

डफ रेघांनी दुभाग; आणि त्या दुभाग- - ५४णाऱ्या रेघा फ चिंद्रुत मिळत तोपर्यंत वा- वन्सढीव (१९)
ह्मणजे फ मध्य कल्पृन् फक त्रिज्येनें ड

वर्तुल काढिलें असतां. तें इच्छिलेले वर्तुळ होईल.
कारण; फव, फश्र, फई सांध. १४६. रू
आतां फकड आणि फडक हे दोन कोनअनक्रमें बकड आणि

कडई ह्या कोनांची अर्धे आहेत; ( रचना)
व वकड, कडर्ड हे कोन समान आहेत; ( प्रतिज्ञा ))

म्हणून फकड, फरक हे कोन समान आहेत; ( प्र. प्र. ७
म्हणून फक, फड ह्या रेषा समान आहेत; ( १३१

असेच (४१३ उप. ह्याच्या आधाराने) सिद्ध करितां येईल '
फक, फव इत्यादिक पांच रेषांपैकीं कोणत्याही जवळजवळच्या दोन
रेषा समान आहेत
असून त्या सर्व रपा समान आहेत. ( प्र. प्र. १ उप. १

म्हणून फ मध्य लएक्यू फक त्रिज्येनें काढिलेलें वर्तुल दिलेल्या पं.
चकोणाच्या प्रत्येक कोणीवदूतून् जाईल;
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म्हणून तें त्या आकृतीभोवती काढिलेले वर्तुल होईल. .व्या. ६)

द्याकरितां दिलेल्या नियमित पंचकोणाभोंवतीं वर्तुल काढिले
आहे

उपसि. -कोणत्याही नियमित सरलरेषाकृतीचे सर्व कोणबिंदु हे,
त्या आकृतीचे जवळजवळचे दोन कोन दुभागणाऱ्या रेषांच्या मेलन-
बिंदूपासून सारख्या अंतरांवर असतात.

नश्च.
१. (१) नियमित पंचकोणाभोंवतीं वर्तुल काढण्याची सामान्य

रीति सांगा; आणि ( २) तीच रीति कोणत्याही नियमित सरलरे-
षाकृतीभोवती वर्तुल काढण्यास उपयोगी पडते, असें दाखवा.

२. नियमित सरलरेषाकृतीमध्यें काढिलेलें वर्तुल व तिच्या भ-
वतीं कादिलेलें वर्तुल हीं समकेंद्र असतात, असें सिद्ध करा.

सिदांत १५. कृत्य.
दिलेल्या वर्तुळांत नियमित षटक्रोण काढावयाचें.
अवकडईफ दिले वर्तुळ आहे; आणि त्यांत एक नियमित पट-

कोण काढावयाचा आहे
अवकडर्डफ' वर्तुळाचा ग मध्य व अगड व्यास काट;

( ३. १आणि गृ. कृ. १ व २)
के मध्य धरून डग अंतराने ईगकह वर्तुळ काढ; ( गृ. कृ. ३)५, कग सांध, आणि त्यांस व आणि फ विदूपर्यत वाटीच;

(ए. कृ.१ वरआणि अब, बक, कड, अरे. फ. फश्च सांध. (ए. कृ. १)
म्हणजे अवकडईफ हा इच्छिलेला षट्कोण होईल.

कारण; अवकडर्ण वर्तुळाचा ग मध्य आहे; म्हणून गर्त्र? गड
क्रावर आहे; (१. व्या. १५)
आणि ईगकह वर्तुळाचा ड मध्य आहे, म्हणून डई, डग क्रावर
आहे;, ' (१ .व्या १५)
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ह्यास्तव गई, असे, वरावर आहे, (प्र. प्रश्)
म्हणून ईगड त्रिकोण समभुज आहे, ( १. व्या. २४)
म्हणून त्याचे तीन कोन परस्पर घरावर आहेत. ( १५ उप.)
म्हणून त्याचा ईगड कोन हा, त्याच्या तीन कोनांच्या बेरजेचा तिन

सरा हिस्सा आहे
त्यास्तव ईगड कोन दोन काटकोनांच्या तिसऱ्या हिरशायरावर आहे-

( १ .३२ व ).

ह्याच रीतीनें असें खवितां ४ .अ
डगक कोनही दोन काटकोनांच्या तिसऱ्या फ व
हिश्शावरावर आहे. ण

आणि गक रेघ तेच, रेघेशीं जे दोन. क

गक आणि कणव कोन करिते, ते मिळून
दोन काटकोनांवरावर आहेत, (१ .१ ३)
म्हणून शेष कगब कोनही दोन काटको-
नांच्या तिसऱ्या हिश्यावराबर आहे, म्हणून ह
ईगड, डगक, कराव हे तीन कोनपरस्पर)वरावर आहेत. (
म्हणून ह्यांसमोरील वगश्र, अगफ, फगई कोनही त्याबरकि -९,न, परस्पर वरावर आहेत. (१. १५ व प्र. प्र. १ उष. १

म्हणजे ईगड, डगक, कगव, वगअ, अगफ, काई हे सहा
कोन परस्पर वरावर आहेते'
म्हणून अब, बक, कड, डई, ईफ, फअ हे सहा कंस)वरावर आहेत. (३. २६ उभे,
म्हणून अस. बक इत्यादिक सहा रेघा परस्पर क्रावर आहेत, २?
त्यांनीं झालेला षट्कोण सममुज आहे. ( २८२. व ')म्हणून तो नियमितही आहे. (४. ११. उप.

ह्यास्तव दिलेल्या वर्तुलांत नियमित पटक्रोण काढिला आहे.
उपसि. वर्तुलांत काढिलेल्या नियमित षट्कोणीची प्रत्येक वाजू

त्या वर्तुलाच्या त्रिज्येघराचर असते.
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(वर्तुलाभोवती नियमित षट्कोण काढणं, आणि नियमित षदको-

शांत व त्याच्या भोंवतीं वर्तुल काढणें, ही कृत्ये नियमित पंचकोणा-
च्या त्या त्या कृत्यांप्रमाणेंच करावयाची.

प्रश्न.
से. वर्तुलांत नियमित षट्कोण काडण्याची सामान्य रीति सांगा.
२. ( १) वर्तुलांत काढिलेल्या नियमित षट्कोणाची परिमिति

त्याच्या व्यासाच्या किती पटीवरावर असते? ( २) वर्तुलाभोवती
काहिलेल्या नियमित षट्कोणाची परिमिति व्यासाच्या किती पटी-
करावर असते?

३. वर्तुलांत काडिलेला नियमित षट्कोण हा, त्याच वर्तुलांत का-
दिलेल्या समसुजत्रिकोणाच्या दुपटीवरावर असतो.

सिद्धांत १६. कृत्य.
दिलेल्या वर्तुळांत नियमित पंचदशकोण काढावयाचें.

अवकड दिले वर्तुळ आहे; आणि त्यांत नियमित पंचदशकोण
घालावयाचा आहे
सें समज कीं, ४२ प्रमाणें ह्या वर्तुळांत अ

२ समज त्रिकोणाची एक बाजू 'कर ४१ प्रमाणें त्याच वर्तुळार्ते काहि.र९९पा
२ हनियमित पंचकोणाचो एक बाजू २ए-४

आतां अवकडफ ह्या सर्व परिघाचे पंधरा समान भाग करा.
पेयाचे आहेत, आणि अवक कंस सर्व परिघाचा तिसरा हिस्सा
आहे, टूणून् त्यांत पंधरा समान भागांपैकीं पांच आहेत. तसाचअव
कंस सर्व परिघाचा पांचवा हिस्सा आहे, आणून त्यांत पंधरा स-
भोन भागांपैकी तीन आहेत; म्हणून थक, अब ह्या दोन कंसांची
नापाकी जो बककंस, त्यांत पंधरा समानभागांपैकीं दोनच आहेत.
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आतां जर बक कंस ३३० प्रमाणें ई बिंदूत दुभागिला,
तर बरं, ईक ह्या कंसांपैकीं प्रत्येक कंस अवकडफ ह्या सर्व

परिघाचा पंधरावा हिस्सा होईल.
ह्याकरितां बई कि साधून, जर ४१ प्रमाणें त्यांच्याशी समान

अशा ज्या सर्व वर्तुळांत एकीपुढे एक काडिल्या, तर पंचदशकोण
तयार होईल; तो ४.१ उप. प्रमाणें नियमित ठरेल; आणि च्या.
३ प्रमाणें तो दिलेल्या वर्तुलांत काढिलेला आहे, असेही ठरेल.

( पंचकोणाप्रमाणेच वर्तुळांत पंचदशकोण काटिल्यानें परिघांत
जे त्याचे कोणीवदु येतात, त्यापासून वर्तळास स्पर्श करणाऱ्या रघा
काढिल्या, तर त्याभोवती नियमित पंचदशकोण निघेल; आणि प-
चकोणाप्रमाणेंच, दिलेल्या नियमित पंचदशकोणांत आणि पंचदश-
कोणाभोवती वर्तुळ काढता येईल.)

प्रश्न.
१. वर्तुलांत नियमित पंचदशकोण काढण्याची सामान्यरीतिसांगा.
२. वर्तुलांत काढिलेल्या नियमित पंचदशकोणाकृतीचा कोण-

ताही एक कोर्णीवदु, त्याच्या पासून (तो सोडून चवथा कोणबिंदू व
त्याच्या पासून ( तो सोडून) सातवा कोणबिंदु, हे अनुक्रमानें सा-
धिले असतां जो त्रिकोण तयार होतो, त्याचा प्रत्येक कोन काट-
कोनाच्या कितव्या कितव्या हिश्शावरावर असेल?

चवथ्या पुस्तकावर प्रश्न.

१. चवथ्या पुस्तकाचा विषय सांगा.
२. ( १) सरलरेषाकृतीच्या तीन मुख्य भेदांपैकीं कोणत्या भे.

दांतील सर्व सरलरेषाकृतीशीं समकोण अशा सरलरेषाकृति वर्ष-

ळांत काटितां येतात? ( २) कोणत्याही चौकोनाशी अथवा को-
णत्याही बहुकोणाशी समकोण असा चौकोन किंवा बहुकोण ५ळांत काढितां येतो काय? ( ३) कोणत्या प्रकारच्या चौकोनांशी
व कोणत्या प्रकारच्या यहुकोणार्शी समकोण अशा आकृति वर्तुळांत
निश्चयानें कादितां येतात?
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३. ( १) सरलरेषाकृतीच्या तीन मुख्य मेदांपैकीं कोणत्या भे-
दांतील सर्व सरलरेषाकृतींमध्यें वर्तुल काडिता' येतें? ( २, कोण.
त्याही चौकोनांत व कोणत्याही वहुकोणांत वर्तल काटिता येतें काय?
( ३) कोणत्या प्रकारच्या चौकोनांत व कोणत्या प्रकारच्या बहुको-
णांत निश्चयानें वर्तुळ काटितां येतें?

४. वर्तुलाभोवती सरलरेषाकृति काढणें व सरलरेघाकृतीभो-
वती वर्तुल काटणे, ह्या कृत्यांच्या संबंधानें वरील दोन प्रश्नांची
उत्तरं सांगा.

५. चौरस, नियमित पंचकोण, नियमित षट्कोण व नियमित
पंचदशकोण ह्या आकृति वर्तुलांत काढण्याकरितां निरनिराळ्या चार
रीति ग्रंथांत सांगितल्या आहेत; त्या सर्वाच्या ठिकाणी खालीं लि-
दिलेली सामान्य रीति योजिल्यानेंही इष्टप्रासि होते, असें दाखवा.

' ज्या जातीची नियमित आकृति वर्तुलांत काढावयाची असेल,
तिच्या भुजसंख्येइतके काटकोनाचे समान भाग ( करितां येतील तर)
करावे; त्या प्रत्येक भागाच्या चौपटी एवढाले ( ह्मणजे अर्थात् चार
काटकोनांच्या भुजसंख्येइतक्या समान भागांपैकी प्रत्येका एवढाले)
कौन दिलेल्या वर्तुलाच्या त्रिज्याशीं मध्यविबूजवळ, एकापुढे एक
असे, मध्यबिंदूंच्या सर्वागास करावे; आणि ह्या कोन करणाऱ्या रेपा
परिघास मिळत तोपर्यंत वाढवून त्यांचे सर्व जवळजवळचे मेलन-
त्रिपु सांघावे. '' साधणाऱ्या रेषानी जी सरलरेषाकृति होते, ती
इष्टाकृति होय.

६. वर्तुलांत नियमित आकृति काढण्याची जी रीति मागच्या
प्रश्नांत सांगितली, ती व ४१० प्रश्न ६ त्यांवरून किती किती भु
जांच्या नियमित आकृति वर्तुळांत काटितां येतील, असें दिसते?

७. जर एका नियमित आकृतीच्या ओळीने घेतलेल्या तीन को-
बिंदूंतन एखाद्या वर्तुळाचा परिघ जात असेल, तर त्या आकृती-

च्या सर्व कोणविट्तृन् त्याचा परिघ जातो.

' गेर एका नियमित आकृतीच्या ओळीने घेतलेल्या तीन
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बाजू एखाद्या वर्तुलास स्पर्श करीत असतील, तर त्या आकृतीच्या
सर्व वाजू त्या वर्तुलास स्पर्श करितात?

५. अवक त्रिकोणांत काटिलेलें वर्तुल अब, थक ह्यास अनुक्रमे

ड, ई थिडतु स्पर्श करिते; वर्तुळाचाफ हा मध्य विकद आहे; अफ
रेषा परिघास ग विदुऽत ओ?दिते; आणि गड, गई, डई ह्या रेषा
काडिल्या आहेत. तर ( १) गडई, गईड हे कोन समान औ-
हेत, ( २) गई रेषा अईड कोनास बुभागितेर आणि ( ३) ग
बिंदु अडई त्रिकोणाभो 'ती काढिलेल्या वर्तुलाचा मध्य आहे, असें

सिद्ध करा.
१०. मागच्या प्रश्नांतला अषक त्रिकोण समभुज असल्यास हेही त्याच वर्तुलांत काढिलेल्या समभुज त्रिकोणाची एक बाबु आहे,

व अग ही त्रिज्येवरावर आहे, असें सिद्ध करा.
११. दिलेल्या समभुज चौकोनांत वर्तुळ काढून दाखवा.
१२. वर्तुलाभोवती काढिलेल्या नियमित षट्कोणाचे क्षेत्रफळ

त्याच वर्तुलांत कादिलेल्या नियमित षदकोणत्यया क्षेत्रफळाच्या ४.
मारें) किती पटीवराषर असतें?

१३. वर्तुलांत कादिलेल्या नियमित षट्कोणाच्या कोणविडूंत
मिळणाऱ्या त्रिज्या वाढवून त्यांचे त्यांच्या एवडालेच तुकडे णाथेंर्रं'
आणि ते तुकडे जेथे पडतील, ते विपु ज्यांचे मध्य व ते तुकडे ज्यी-
च्या त्रिज्या अशीं सहा वतलेंकाढिली. तर(१) तीं सारी दिलेल्या व-
तुलास स्पर्श करितात; ( ३ त्यांपैकीं जवळजवळची दोन दोन वर्तुले

परस्परास स्पर्श करितात. व ( ३) तीं सातही वर्तुळे समान

असतात.
१४. दोन छेदक वर्तुलांच्या एका छेदनबिंदूंतून दोन्ही कंटपुं

स्पर्शरेषा काडिल्या, त्या परस्परांवर लंब आहेत; व त्यांच्या मध्यायइरच
अंतर त्यांपैकी एकाच्या त्रिज्येच्या दुपटीयरावर आहे. तर त्यांच्या
छेदनीषदृस् सांधणारी रेषा दुसऱ्या वर्तुलांत काढिलेल्या नियमित
पस्कोणाकृतीची पाजू आहे, असें दाखवा.
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१५ अवक त्रिकोणाच्या अक वाजंतुलि ड विकूरतूनु बकशीं
दृढ समांतर काहिली, ती अबला ई बिंदूत मिळते; अबक, अडई
त्या दोन्ही त्रिकोणांच्या भोंवतीं वर्तुलें काढून त्यांपैकीं एकाला अ
बिंदुरतून स्पर्शरपो काटिली आहे. तर ती दुसऱ्यालाही स्पर्श करिते,
असे सिद्ध करा

१ ई. एका त्रिकोणांत व त्याच्या भोंवतीं काहिलेलीं दोन वर्तुलें
समकेंद्र आहेत; तर तो त्रिकोण समभूज आहे, असें सिद्ध करा.

१७. एका त्रिकोणांत व त्याच्या भोंवतीं काटिलेल्या वर्तुलांचे

० सांधणारी रेषा वाढविली असतां, त्याच्या एका कोणीवटतन
बाते, तर त्याच्या त्या कोणविदूंत मिळणाऱ्या वाजू समान आहे.,
असे. सिद्ध करा.

१८. अवकड हा एक वर्तुलांत काढिलेला चौकोन आहे; त्याच्या

धड, बक वाजू ड,क विद्पl:किडे वाढविल्या असतां ई १२ मि-
तातू तर ईकड त्रिकोणाभोवती काटिलेल्या वर्तुलास इ विदूतन

महिलेली स्पर्शरषो अश्शी समांतर आहे असें सिद्ध करा.
१९. अब, कड ह्या समर्याद असून समांतर रेषा आहेत, आणि

आचीं ( एकाच आगची किंवा व्युत्क्रम) टोके साधणाऱ्या रेषा हे
-गेरूतु परस्परांस छेदितात; तर अर्क, कडई ह्या त्रिकोणांभोंवतीं
काहिलेला वर्तुलें परस्परांस स्पर्श करितात, असें सिद्ध करा.

२०. त्रिकोणांत काढिलेल्या वर्तुलाचा मध्यबिंदू व त्याचा एक
कोगवेटू त्यांस सांधणारी रेषा. त्याच त्रिकोणाभवतीं काढिलेल्या
तुलाच्यो परिघास पुनः मिळे तोपर्यंत वाढविली, तर ती जेथे मिळे-

ले, १ फखॅनावबु हा, त्रिकोणाचइतर दोन कोणाते - ' व ां वर्ष
लोचा मध्य ह्या तीन विद्रूपासून सारख्या अर्थींचेअसतो.

२१. दिलेल्या वर्तुलामध्ये असा एक त्रिकोण काढा कीं, त्याचे
शेन न तिसऱ्याच्या अनुक्रमे अडीचकै ' ते होतील.

२. वर्तुलांत काढिलेल्या नियमित आकृतीच्या सर्व बाजूच्या
चपासून त्या त्या बाजूवर लंब काढून ते परिघास मिळत तोपर्यंत
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वाढविले, आणि मेलनचिटु व त्या आकृतीचे कोणविंटु हे अनुक्रमान
साधिलेर तर जी दुप्पट भुजसंख्येची नवीन आकृति होते, ती ही
त्याच वर्तुलांत काढिलेली नियमित आकृति होते.

२२. ( ४१०) च्या आकृतींतल्या दोन वर्तुलांचा दुसरा छेदन.
विदु ई आहे; अई. कई सांधिल्या आहेत; आणि अई, वड रेघा ग
विटत मिळत तोपर्यत वाडविल्याआहेत. तर कडगर्ड हा समातरश्री
चौकोन आहे, असें दाखवा.

२४. अवक ह्या समद्विभ्रुजत्रिकोणाच्या अ ह्या शिसविंगपून
पायांतील ड ह्या एका बिंदूपर्यत रेषा काढून ती, त्या त्रिकोणाभा-
वती काढिलेल्या वर्तुलाच्या परिघास ई बिंदूत मिळे तोपर्यंत सार
विली आहे. तर व, ड, ई ह्या विदूतुन् जाणाऱ्या वर्तुलास अन्न पा
स्पर्श करिते, असें सिद्ध करा.

२५. अवक त्रिकोणाभोवती काटिलेल्या वर्तुलास क हिंदुपार
काटिलेली स्पर्शरेषा वाढविलेल्या अबला ड हिंदूंत मिळते; आणि हे
मध्यबिंदु करपून डक त्रिज्येने काढिलेल्या वर्तुलाचा परिघ अबला
बिंदूत छेदितो. तर कई रेषा अकब कोनास दुभागिते, असें दाखवी

२६. ( ४१०) च्या आकृतीत कड रेषा ही अकड ५?पूर्णीला नियमित पंचकोणाची एक वाजूआहे; आणि वड
ही इवड वर्तुळांत काटिलेल्या नियमित दशकोणाची एक वाजू आहे,
असें दाखवा.

विंदुनिधान
( हें प्रकरण, एकाच सरळ पातळींत असणारे बिंदू, रेषा, कोन

व आकृति लास लसून लिहिले आहे, असें समजावे.)
१. अ हा एक दिलेला बिंदु आहे; बक ही एक २५४ऽ:

मर्याद सरलरेषा आहे, आणि अ -विदुपासून बक एवढ्या
वाचा एक विदु आपणास शोधून काढावयाचा आहे; असें समज

आतां अ हा मध्यबिंदू कल्पून बक एवढ्या अड त्रिफयेने एके



विदुनिधान
वर्तुल काटिलेर तर ( १) '' जो जो बिबु ड
ह्या वर्तुळाच्या परिघांतला आहे, तो तो अ
विदनपाहनु बक एवढ्या अंतरावरचा आहे, '' क्र

आणि (२) '' जो जो विदु त्या परिघांतला कें
नाही, तो तो अ पासून बक एवढ्या अंत-
रावरचा नाहीं,'' हे दोन्ही सिद्धांत खरे आहेत ह्याकरितां डईफ
तुलाच्या परिघांतले जे अनंत बिबु, ते सारे इच्छिल्या प्रकारचेच

आहेत, असें ठरलें; व त्या परिघाबाहेरचा कोणताही बिबु इच्छिल्या
प्रकारचा नाही, असेही ठरलें. (सारांश तो परिघ हा, इच्छित्या
कारच्या विटंचा ठेवाच आहे, असें म्हटले तरी चालेल). दये ''अ हा
मध्यबिंटु कलून बक एवढ्या त्रिज्येनें काढिलेल्या वर्तुलाचा परिघ
६, अ बिंदूपासून वक्र रेषेएवढ्या अंतरांवर असणाऱ्या बिंदूचे नि.
धान म्हणावे '

२. अ. व हे दिलेले दोन बिबु आहेत; आणि ह्यापासून सारख्या
अंतरांवरचा एक विद्रु आपणास शोधावयाचा आहे, असें समजा.

आता जर अ, ब बिंदु साधुन् साधणाऱ्या रेषेच्या क मध्यापाहनु
निज डवर ८६ हा दोन्ही अंगास अमर्याद
असा लंब काढिला, तर (१) '' जो जो
बिबु त्या लंबांतला आहे,० तो अ, व अके 'बत्या बिंदूंपासून सारख्या अंतरांवरचा
हे,. व ६, '' जो जो बिंदु ह्या लंबांतला नाहीं, तो तो त्या विरु-र

न सारख्या अंतरांवरचा नाही,'' हे दोन्ही सिद्धांत सिद्ध क-
रिता येतात. म्हणून डई केले जे अनंत बिंदू, ते सारे इच्छिल्या

थंफॉरचेच आहेत, व तिच्या बाहेरचा एकही बिबु इच्छित्या प्रका-

रस्वी नाहीं, असें ठरलें. एथे '' अ, ब विद्रृस साधणाऱ्या रेषेच्या
ध्योंतुरन जाणारी व तिजवर लंब असणारी अमर्याद रेषा हें, अ, व
तें दोन बिबुपाहून सारख्या अंतरांवरच्या बिंदूंचेंनिधान म्हणावे.'

३. ह्या दोन उदाहरणांवरून '' विक्षित प्रकारच्या बिंदूचे नि-
धान '' ह्या पदाची व्याख्या अशी ठरते:-'' जी (सरल किंवा वक्र)



वीकुडची भीमीत.

रेपा अशी असते कीं, तीतील प्रत्येक बिबु विवक्षित प्रकारचा अ-
सतो व तिच्या बाहेरील कोणताही बिंदु विक्षित प्रकारचा नसतो,
त्या रेषेला विवक्षित प्रकारच्या बिंदूचे निधान म्हणावे.''

ह्या व्याख्येवरून व मागच्या दोन कलमातील उदाहरणांवरून
स्पष्ट आहे की, अमुक रेषा विवक्षित प्रकारच्या बिंदूचे निधान आहे,
असें ठरवावयाचें असलें, तर (१) '' जो जो बिबु त्या रेषेतला आहे.
तो तो विवक्षित प्रकारचा आहे,'' व (२) '' जो जो बिंदु त्या रेषे-
तला नाहीं, तो तो विवक्षित प्रकारचा नाही,', असे दोन्ही सिद्धांत
सिद्ध केले पाहिजेत. असे, .' दिलेल्या कोनास दुभागणारी रेषा हें,
त्या कोनाच्या दोन्ही बाजूपासून सारख्या अंतरांवरच्या विदूंचें निऊ-
धान आहे,'' हें ठरवावयाचें आहे, असें समजा. तर (१) 1. जो जा
बिटू दिलेल्या कोनास दुभागणाऱ्या रेषेतला आहे, तो तो राज्य
दोन्ही बाजूपासून सारख्या अंतरांवरचा आहे; आणि ( २) जो जा
त्या दुभागणाऱ्या रेषेतला नाहीं, तो तो त्याच्या.दोन्ही बाजूपासून
सारख्या अंतरांवरचा नाही '' हे दोन्ही सिद्धांत सिद्ध केले पाहिजेत

अशा दोन सामान्य सिद्धांतांपैकीं पहिल्यास ''अन्वय'' आणि
दुसऱ्यास '' व्यतिरेक '' अशा सप्रा आहेत .' अन्वयव्यतिरेकपिका
एक आणि त्याचा व्यत्यास हे जर खरे ठरले, तर दुसरा खरा ठई-
लाच असें समजावे '' असा न्यायशास्त्राचा नियम आहे. म्हणून अ-
न्वयव्यतिरेकांची जोडी, किंवा त्यांपैकीं एक आणि त्याचा व्यत्यास

(यांची जोडी, ह्या दोन जोड्यांपैकीं ज्या जोडींतले सिद्धांत सिद्धऽ १रणें सोईचे वाटेल, त्या जोडीतलेच सिद्ध करावे. म्हणजे इष्टसि

होते
जसे, वरील कोनाच्या उदाहरणामध्यें जे अन्वयव्यतिरेक सांगि-

तले, त्यांपैकीं '' जो फौ विदु दिलेल्या कोनास दुभागणाऱ्या -केला
आहे, तो तो त्या कोनाच्या दोन्ही बाजुंपासून सारख्या अंतरांवरचा
आहे '' हा अन्वय, आण '' जो जो वि-दु 'दिलेल्या कोनाच्या दोन्ही
बाजूपासून सारख्या अंतरांवरचा आहे, तोत? दिलेल्या कोनास दुभा-
गणाऱ्या रेषेंतला आहे ( म्हणजे तो विद व दिलेल्या कोनाचा कीण'



विदुनिधान.
ाश्ई?टु त्यांस सांधणारी रेषा त्या कोनाला टुभागिते )'' हा त्या अन्न.
याचा व्यत्यास, ही सिद्धांतांची जोडी जरी सिद्ध केली, तरीही चा-
तेल. कारण, ही जोडी खरी ठरली, तर '' जो जो बिंदु दिलेल्या
कोनास दुभागणाऱ्या रेषेतला नाहीं, तो तो त्याच्या बाजूपासून
सारख्या अंतरांवरचा नाहीं;'' हा व्यतिरेकही खरा ठरलाच, असें
समजले पाहिजे

४. एक चौरस दिलें- आहे, आणि त्याच्या चारही कोणविदूपासृन्
सारख्या अंतरांवरचा बिंदु शोधाश्याचा आहे, असें समजा.

आतां त्या चौरसाचे कर्ण काढिले असतां, त्यांचा छेदनीवदु हा,
त्या चौरसाच्या चारही कोणबइंपासून सारख्या अंतरांवर आहे, असें
सिद्ध होतें; म्हणून तो एक इच्छिल्या प्रकारचा विदु आहे, परंतु त्या
विदखेरीज ( तें चौरस ज्या अमर्याद सरळपातळींत आहे, तींतील)
दुसरा कोणताही बिंदु इच्छिल्या प्रकारचा नाहीं, असेंही ( ३.१०
च्या आधारे क्रमविरुद्धरीतीने) सिद्ध होतें. म्हणून एथें इच्छिल्याप्रका-
रचा विअठ चौरसाच्या सरळपातळींत एकच आहे; जींतील प्रत्येक

विर इच्छित्या प्रकारचा आहे व जिच्या बाहेरील कोणताही विंदू इ.
च्छिल्या प्रकारचा नाहीं अशी रेषा त्या चौरसाच्या सरळपातळींत
सापडणे संभवत नाहीं असें ठरलें. ह्याकरितां ह्या उदाहरणांत इ-
च्छिल्या प्रकारच्या विद्रुरेन निधान दिलेल्या चौरसाच्या पातळींत
नाही, हें उघड आहे सारांश '' ज्या विंदुनिधानविषयक प्रश्नांतील
इच्छि-ल्या प्रकारचे बिबु अनंत संभवतात, त्यांतच त्यांचें निधान
सापडणें संभवते ''( चरसाच्या पातळीवर त्याच्या कर्णाच्या छेदनबिंदूपासून अव-
कोशामध्यें जर एक लंब उभा केला, तर तो लंब हें, त्या चरसाच्या
चारही कोणीवद्प्रासुन् सारख्या अंतरांवरच्या विध्रृंचे निधान आहे,
असें सिद्ध होतें.)

५. भुमितीसंबंधी कित्येक प्रश्न पृथक्करणद्वारा सोडविण्यास विरु-
निधानांची चांगली मदत होते जसे,

( १) अवक त्रिकोणाच्या तिन्ही बाजूपासून सारख्या अंतरा.
वरचा विंदू शोधन काढावयाचा आहे, असें समजा.

३
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आतां '' तीन रेषांपासून सारख्या अत- अ
डरांवरचा बिबु'' ह्या पदाच्या व्याख्येवरून उ- १.-. .८-

घड आहे की, जो बिंदू ह्या त्रिकोणाच्या ति-
न्ही बाजूपासून सारख्या अंतरांवर असणार, व क
तो द्य, बक, आणि बक, कअ ह्या दोन ?ज्यसइंा
दोन वाजूपासूनही सारख्या अंतरांवर असला पाहिजे; खें ७.ह्या दोन दोन बाजूपासून त्या बिंदूच्या अंतरांमध्ये वक्र पासून७साधारण आहे त्यापक्षीं जो बिबु ह्या दोन दोन वाजृंपासृन् सारअंतरांवर असेल, तो ह्या तिन्ही बाजूपासून सारख्या अंतरळॅंनिएअ
सला पाहिजे, असंही पहिल्या प्रत्यक्षप्रमाणावरून ठरते. रती
ह्या दोन दोन बाजूपासून सारख्या अंतरांवरचा विटु शोधिला,
म्हणजे झालें.

आतां तिसऱ्या कलमांतल्या उदाहरणावरून उघड आह का, व
कोनास दुभागणारी वड रेषा हें, वध, बक ह्या दोन बाजूपासून सा-
रख्या अंतरांवरच्या विदुचेऽ निधान आहे, व क कोनास दुभा
गणारी कई रेषा हें कब, कथ ह्या बाजूपासून सारख्या अंतरांवरच्या
बिंदुचेऽ निधान आहे. म्हणून तिन्ही बाजूपासून सारख्या करीत
असणाराबिंदु वड कई ह्या दोन्ही रेषांमध्यें असला पाहिजे, १ ह्या-
च्या बाहेर नसला पाहिजे असें ठरलें. ह्याकरिता वड, कड ह्या

रेषांना साधारण असणारा बिबु शोधून काढिला, म्हणजे झालें.
आतां ज्यापक्षी ह्या रेषा एकमेकींस मिळतात, असें १ .१ ७ व

प्र प्र. १२ त्यांवरून ठरतें आणि ज्यापक्षीं दोन सरलरेषांचा छेद
मथिंदु एकच असतो. त्यापक्षीं वड, कई ह्या मिळत तोपर्यंत वाट-
पिल्या असतां त्यांचा मेलनबिंदु न हाच इष्टविटु होईल.

ह्या पृथक्करणावरून दिलेल्या त्रिकोणाच्या तिन्ही बाजूपासून सा-
रख्या अंतरांवरचा विदु काढण्याची रीति अशी ठरते की, '' त्या

' (मळत्रिकोणाचे कोणते तरी दोन कोन दुभाणून दुभागणाऱ्या रया?ते तोपर्यंत वाढवाव्या, '' म्हणजे त्यांचा मेलनविंटु हा इटविटु होता.
( २) '' दिलेल्या त्रिकोणाच्या तिन्ही कोणत्रिंद्रृपासृन सारख्या
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अंतरांवरचा विटु काढावयाचा. '' ह्या कृत्याचे पृथक्करण दुसऱ्या
कलमांतल्या उदाहरणाच्या आधाराने बहुतेक वरील उदाहरणाप्रमा-
णेंच केलें असतां, ह्या कृत्याची रीति अशी ठरेल कीं, '' दिलेल्या
त्रिकोणाच्या कोणत्या तरी दोन बाजूवर त्यांच्या त्यांच्या मध्यांपासून
लंच काढावे, आणि ते मिळत तोपर्यंत वाढवावे,'' ह्मणजे त्यांचा
मेलनविंदू हा इष्टविटु होगे.

६. मागील उदाहरणांतलीं विदुनिघाने एकवार एके ठिकार्णी
जुळवितो

( १) '' दिलेला बिंदु ज्याचा मध्य आहे व दिलेल्या रेषेएवढी
ज्याची त्रिज्या आहे, अशा वर्तुळाचा परिघ हें, दिलेल्या बिंदूपासून
दिलेल्या रेषेएवढ्या अंतरांवरच्या विद्रृचे निधान होय. ''

( २) '' दिलेल्या दोन विदृंस् साधणाऱ्या रेघेच्या मध्यांतून जा-
णारी व तिजवर लंब असणारी अमर्याद रेषा हें, दिलेल्या दोन विहं
पाहून सारख्या अंतरांवरच्या विदुचे निधान होय. ''

( ३) '' दिलेल्या कोनास दुभागणारी अमर्याद रेषा हें, त्या

कोनाच्या दोन्ही धातूंपासून सारख्या अंतरांवरच्या विदृंचे नि.
धान होय. ''

विंदुनिधानांविषयीं
मश्न.

१. दिलेल्या अमर्याद सरलरेषेपासन, दिलेल्या समर्याद सरलं-
रेषेएवढ्या अंतरांवरच्या बिंदूचे निधान कोणतें? अशीं निधानें
किती असतील?

ई. परस्परांशीं समांतर असणाऱ्या दोन रेपांपासून सारख्या अं-
तरांवरच्या६ निधान कोणतें?

३. दिलेली रेघा ज्यांचा पाया होईल व. पायाच्या एका टोंकांत
णाऱ्या ज्यांच्या वार दिलेल्या दुसऱ्या रेषेवरावर असतील,

अशा त्रिकोणांच्या शिरोबिंदूंचें निधान कोणतें?
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४ परस्परांस छेदणाऱ्या दोन अमर्याद सरलरेषांपासून सारख्या
अंतरांवरच्या विदूची निधानें किती असतात?

५ जे त्रिकोण दिलेल्या पायावर आहेत, त्याच्या एकेच अ
गास आहेत आणि दिलेल्या रेषेएवढ्या उंचीचे आहेत, त्यांच्या शि-
रोदिपचेऽ निधान कोणतें?

६ दिलेल्या अमर्याद रेषेच्या बाहेरील दिलेल्या बिंदूपासून त्यी

रेषेपर्यंत ज्या अनंत रेषा काटिता येतात, त्यांच्या मक्यांचे निधान
कोणते १

जे त्रिकोण दिलेल्या एकाच पायावर आहेत, व ज्यांचे त्या

पायाच्या एकाच टोंकाजवळचे कोन दिलेल्या एका ९५आहेत अशा त्रिकोणांच्या शिगेविटृंचैर निधान कोणतें? अशीं न.

घाने किती असतील?डे दिलेल्या दोन विदूतूरऽन ज्यांचे परिघ जातात, अशी व

तुलांच्या मध्यत्रिदूंचें निधान कोणतें?
५ दिलेल्या वर्तुळाच्या परिघापासन दिलेल्या रेषेएवह्या १-४.

तगवग् असणाऱ्या विदूचे निधान कोणतें?
१० '' दिलेल्या तीन चिंटूतून ज्यांचे परिघ जातात, अशा व.

तेलांच्या मध्यत्रिंबचे निधान कोणतें? ह्या प्रश्नाचें उत्तर काय द्याल?

कारण काय १
दिलेल्या वर्तुळाच्या दिलेल्या ज्येशीं समांतर असणार

ज्यांच्या मध्यांचें निधान कोणतें? णाऱ्या
१२. दिलेल्या वर्तुळातल्या दिलेल्या ज्येशीं समान असणा-

सर्व ज्यांच्या मध्याचे निधान कोणतें १

--------- तराची- दिलेला पिंटू वे दिलेल्या वर्तुलाचा परिघ ह्यांच्या मधील.ऱ्योरव्या-दिलेला ओंवदु व दिलेल्या वर्तुलाचा मध्यविदु ह्यास साध
दिलेलाणारी रेपा दोन्ही अंगास अमर्याद केली असतां, तिचा जो भाग

विद व दिलेल्या वर्तुलाचा परिघ ह्यांच्या मध्ये सांपडतो, व ज्यात वर्तुल

मध्य नसतो, त्या भागाला दिलेला विदु व दिलेल्या वर्तुलाचा परिघ ह्या

डेयामधील अंतर ह्मणतात.'' किंवा ३-८ प्रश्न ४ ह्यांतील व्याख्या घ्यावी.
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परस्परांस छेदणाऱ्या दोन रेषांस स्पर्श करणाऱ्या वर्तु.

ब्रांच्या मध्यविद्रूचें निधान कोणतें १ अशीं निधानें किती संभवतात?
१४. जे त्रिकोण दिलेल्या एकाच पायावर आहेत व ज्यांचे

शिरकोन दिलेल्या एका कोनावरावर आहेत, त्यांच्या त्रिपरीविंदुचे
निधान कोणतें?

१५. दिलेल्या रेघेला दिलेल्या चिंटूऽत स्पर्श करणाऱ्या वर्तुलांच्या
मध्यविंदूचेंनिधान सांगा.

१६. जी वर्तुळे दिलेल्या वर्तुळास स्पर्श करितात व ज्यांच्या
त्रिज्या दिलेल्या रेषेवरावर आहेत, अशा वर्तुळांच्या मध्यबिंद्दुचे नि.
धान सांगा.

१७. ज्या बिंदूंपासून दिलेल्या दोन अमर्याद रेषांवर काढिलेल्या
चैन दोन लंचांची वजाबाकी दिलेल्या तिसऱ्या एका रेषेवरावर होईल,
अशा सर्व रिच निधान सांगा. अशीं निधानें किती संभवतात? '

१ ड. जे त्रिकोण दिलेल्या एकाच पायावर आहेत व ज्यांच्या
इतर दोन वाजुवुरील चौरसांच्या बेरजा पायावरील चौरसादरावा
आहेत, अशा त्रिकोणांच्या शिरोबिंदूं निधान सांगा.

ते ९. एक विदु व एक वर्तुळ ही दिली आहेत; आणि तो चिंटू
व त्या वर्तुळाचा मध्य ह्यास सांधणारी रेषा ज्याचा व्यास होईल
असें एक वर्तुल काढिले आहे. तर ह्या नवीन वर्तुळाचा परिघ हें,
दिलेल्या वर्तुळाच्या दिलेल्या विद्रुतअन जाणाऱ्या सर्व ज्यांच्या मध्यांचें
निधान आहे, असें सिद्ध करा.

२०. परस्परांवर लंब अशा दोन रेषा दिल्या आहेत. तर त्या

दोन रेषांमध्ये ज्यांच्या काटकोन करणाऱ्या वाजू आहेत व ज्यांचे
कर्णी दिलेल्या तिसऱ्या रेषेवरोवर आहेत, .अशा काटकोनत्रिकोणां.
व्व्या कर्णाच्या मध्यांचे निधान सांगा.

२४. ज्यांचे परिघ दिलेल्या पिकून जातात व जो दिलेल्या
रेषेला दिलेल्या विदूत स्पर्श करितात, अशा वर्तुळांच्या मध्यविंटूंचे
निधान संभवते काय? कां?
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२२. '' एक वर्तुल, एक अमर्याद रेषा व त्या वर्तुळाच्या
त्रिज्येपेक्षा कमी असणारी दुसरी एक रेषा, ही दिली आहेत, तर
त्या वर्तुळाच्या ज्या ज्या त्या अमर्याद रेषेशी समांतर आहेत, व
ज्यांचे मध्यांतर दुसऱ्या दिलेल्या रेषवेरावर आहे, त्या ज्यांच्या म.
त्यांचें निधान काय? '' ह्या प्रश्नाचें उत्तर असंभाव्य आहे, असें

दाखवा.
२३. जे त्रिकोण दिलेल्या एकाच पायावर आहेत, व ज्यांच्या

इतर दोन दोन बाजूवरील चौरसांच्या बेरजा, पायावरील चौरसाच्या
अर्धापेसा जास्त असणाऱ्या अशा एका चौरसावरावर आहेत, अशा
त्रिकोणांच्या शिगोवंदचे निधान सांगा.

०.२४. '' दिलेल्या एकाच पायावर असणाऱ्या समभुज त्रिको-
णांच्या शिरोबिंदूंचें निधान काय? '' ह्या प्रश्नाचें उत्तर असंभाव्य
आहे, असेंदाखवा

२५. दिलेल्या त्रिकोणाच्या पायाचा मध्य व शिरोबिंदू ह्यास
सांधणारी रेषा हे, पायाशीं समांतर असणाऱ्या रेषांचे जे भाग त्या

त्रिकोणाच्या वाजूमध्यें सांपडतात, त्यांच्या मध्यांचे निधान आहे.
असें सिद्ध करा

( खालीं लिहिलेल्या प्रश्नांची उत्तरे विंटनिधानअं-या मदतीने
काढून दाखवा.)

२६. दिलेल्या अमर्याद रेषेमध्यें असा एक बिंदु शोधून काटा
कीं, तो तिच्या बाहेरील दिलेल्या विद्पासून दसऱ्या एका समर्याद
रेषेएवढ्या अंतरावर असेल. ह्यांत त्या समज रेषेच्या संबंधानं
कोणती अट दिली पाहिजे? ह्यांतील इष्टबिंदु किती सापडतील?

२७. दिलेल्या दोनविद्वेपासून सारख्या अंतरांवरचा असा दि.
लेल्या अमर्याद रेषेंतला बिंदु काढा. हें कृत्य दिलेल्या विद्य्या को-
पत्या स्थितींत असंभाव्य होईल?

२८. दिलेल्या अमर्याद रेषेंतला असा एक बिंदु काढा कीं,
तो दिलेल्या दुसऱ्या दोन अमर्याद रेपांपासून सारख्या अंतरांवर
असेल. ( ह्यांत दिलेल्या रेषांच्या सर्व स्थितींना लसन उत्तरें द्या)
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अवक त्रिकोणाचा अ हा कोन काटकोन आहे. तर

थक कजृमुध्ये ड हा असा एक बिंदु काढा कीं, बक पासून डचें
अंतर अड वरावरहोईल.'३०. अब, वक्र, कड ह्या तीन अमर्याद रेषांपासून सारख्या
अंतरांवरचा एक बिंदु शोधून काढा. असे बिंदु किती निघतील?

भूमितीच्या परिभाषेवर टिप्पण
भूमितीमध्यें मुख्यत्वेकरून रेषा, पातळी, अवकाश वकोनह्या चार

परिमेदीच्या घर्माविषयीं व त्यासवधी कृत्याविषयी विचार केला आहे.
१. अवकाशाविकाची भूमितीतली लक्षणें:- अवकाश,

पातळी, रेषा व दिंदु ह्यांची लक्षणे बहुतेक भूमितिविषयक ग्रंथां-
मध्यें अशा अर्थाची केलेली आढळतात कीं, '' ज्याला लावी,
रुंदी व जाडी ही तीन परिमेये मात्र असतात, त्याला अव-
काश म्हणावे ९, '' ज्याला लांबी व रुंदी ही दोन परिमेयें मात्र अ-
संतात, त्याला पातळी म्हणा; '' ज्याला लांबी हें एकच परिमेय
असतें, त्याला रेषा ह्मणावेर'' आणि '' ज्याला नुसती स्थिति असते
(लांबी इत्यादिक कोणत्याच प्रकारचे महत्त्व नसतें; अथवा ज्याचे
विभाग करितां येत नाहीत; किंवा ज्याला परिमेयता नाही १, त्याला
बिंदू म्हणावे ''

२, अवकाशादिकाच्या लक्षणांतील विरोधाभास-आतां
ही लक्षणें द्रव्यघटित पदार्थांची आहेत असें समजा, तर, ज्याला
लांबी इत्यादिक कोणत्याही प्रकारचे महत्त्व नाहीं, अथवा आ.
तिसध्यश्म शस्त्राने देखील ज्याचे विभाग करितां येणार नाहींत, असा
एक देखील द्रव्यघटित पदार्थ सुष्टीमध्ये सांपडावयाचा नाहीं. परमा-
एका देखील अतिसूक्ष्म तरी लाथी इत्यादिक प्रत्येक प्रकारचे महत्त्व
असावयाचेच. मग उक्तलक्षणाचा बिंदु सृष्टीमध्ये कोळून सापडणार १

त्याप्रमाणेंच उक्तलक्षणाची रेषा, पातळी व अवकाश हीं सुष्टींत अ-
सणें संभवत नाही. तस्मात् बिंदू. रेषा, पातळी व अवकाश हे द्र-,
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घटित पदार्थ नाहींत, असे सिद्ध झालें. बरें, बिंदुरेषादिक हे द्रध्यंघ.
टित पदार्थाचे धर्म म्हणावे,तर कागद, पाटी, इत्यादिकांवर कादिले
कशाचे तरी ठिपके अशा कांहीं सूक्ष्म पण द्रव्यघटित पदार्थांना दे.
खील भ्रमितींत ओचंदु म्हणतात, कागद इत्यादिकांवर काढिलेल्या
कशाच्या तरी ओळी, इत्यादिक ज्या पदार्थीची रुंदी व जाडी
त्यांच्या लांबीच्या मानानें अगदी कमी असते, पण जे द्रव्यघटित
असतात, त्यांना देखील भूमितीत रेषा म्हणतात.

सारांश अवकाशादिकांचीं भफमितीत जी लक्षणें करितात त्यांवर

रून ते द्रव्यघटित पदार्थ नाहींत, असें दिसते, पण अवकाशादिक
शब्दांची भ्रमितींत योजना तर द्रव्यघटित पदार्थीनाच असून करिऊ

तात; असा कांहीं त्या शब्दांच्या अर्थाविषयी सकृद्दर्शनी मोठा विरा
ध भासतो परंतु वस्तुतः ह्यांत काही विरोध नाहीं, हें पुढील संक्षिप्त

वर्णनावरून ध्यानांत येईल.
३ अवकाश अथवा घन-ह्याशव्दाचा अर्थ भूमितीमध्ये सम-

र्याद पोकळी एवढाच समजावयाचा; मग ती पोकळी द्रव्यघटित प-
दार्याने व्यापिलेली ( म्हणजे परमाणूंनीं भरलेली) असो किंवा५असें, ह्या पुस्तकाने व्यापिलेली पोकळी जरी कागदाच्या परमाण-
भरलेली आहे तरी तिला भूमितीमध्यें पुस्तकाचा '' अवकाश
असेंच म्हणावयाचें. कां की पदार्थाच्या द्रव्याचा विचार भूमितीत म्यु-

ओठे कोठेळींच करावयाचा नाहीं. अवकाशालाच गणितशास्त्रांत के १
'' घन? '' अशी संज्ञा देतात व कोणी ग्रंथकार '' भरींव '' अशी ह
संज्ञा देतात.

२- '' कोणत्याही आकाराचा अवकाश ' ( २) '' घ्याची लांबी. रुंदी
व हा ह्या सारख्या आहेत असा अवकाश '' व (३) '' तीन
सारख्या संख्यांचा गुणाकार, असे ''घन', शब्दाचे तीन अर्थ आपली
पयक ग्रंथांत आदळतात जाकरिता अमयकस्डयली त्याचा कोणता अर्थ

घ्यावयाचा, हें षडग संदर्भावरूनच ठरवावे लागतें.
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पानळी-पदार्थाच्या अवकाशांची मर्यादा दाखविणारी जी

त्या पदार्थांची एक अथवा अनेकपृष्ठें, त्यांपैकीं प्रत्येक पृष्ठ ही भूमितीं-
तली ''पातळी'' होय. जसे ह्या पुस्तकाच्या अवकाशाची मर्यादा दा-
खविणारीं जीं ही सहा पृष्ठे आहेत, त्यांपैकीं प्रत्येक पृष्ठ ही पातळी
होय. पातळीलाच गणितामध्ये कोठे कोठे '' क्षेत्र '' अशीही संज्ञा

देतात
५. रेषा-पातळीची मर्यादा दाखविणारी प्रत्येक कड, तसेंच

कोणत्याही दोन पदार्थीमधले (अथवा पदार्थाच्या कोणत्याही दोन
भागांमधलें) अंतर ह्या भूमिततिल्या रेषा होत.

६. रेषापरिमेय-पदार्थाची लांबी, रुंदी, जाडी, उंची, खोली
हें प्रत्येक परिमेय हें, पदार्थाची एखादी कड अथवा त्याच्या कोण-
त्यातरी दोन भागांमधील अंतर ह्यांपैकींच कशाने तरी दाखविलें
जातें; आणून ही सारी परिमेये वस्तुतः रेषात्मकच आहेत. ह्याकरितां
लावी, रुंदी इत्वादिक प्रत्येक परिमेयाला आपण '' रेषापरिमेय ''
अशी जातिवाचक संज्ञा देऊं.

७. लांबी, रुंदी, जाडी, उंची व खोली ह्या शब्दांच्या योजने.
विषयी व्यवहारांत चांगलासा निर्णय झालेला दिसत नाही. तथापि
त्यांची योजना बहुधा कशी करितात, हें सांगून ''अवकाशाला
लावी, रुंदी, व जाडी ही तीनच रेषापरिमेयें असतात '' इत्यादिक
वाक्यांचा अर्थ थोडक्यांत दर्शवितो.

(१) पदार्थाच्या अवकाशाच्या संबंधानें लांबी इत्यादिक संज्ञा

योजावयाच्या असल्या, तर त्या पदार्थाच्या आकारावरून सोईच्या
वाटतील अशा, व परस्परांवर लंब असतील अशा, तीन सरळ रेषा
( म्हणजे कडा अथवा अंतरें) निवडून काढितातू आणि त्यांना

लांबी इत्यादिक पांच संज्ञांपैकीं कोणत्यातरी तीन संज्ञा देतात. पण
उंची व खोली ह्या संज्ञा, त्या तीन रेषांपैकीं एखादी क्षितिजावर लंच
असली, तरतिला मात्र(प्रसगवशात्)देतात. भेज, पुस्तक,खाव,विहीर,
खळगा व ओटा ह्याची तीन तीन रेषापरिमेये मनांत आणिल्यानें
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वरचे म्हणणें ध्यानांत येईल. कोणत्याही पदार्थाच्या अवकाशामध्ये
अशा तीन सरळरेषा कल्पिता येतात; म्हणून '' प्रत्येक पदार्थाला
तीन रेषापरिमेये असतात.'' त्यांना भूमितीमध्यें लावी, रुंदी व जाडी
ह्याच संज्ञा देतात. ''परस्परांवर लंच'' अशा तिहींपेक्षां जास्त रेषा
असणें संभवत नाहीं. म्हणून '' कोणत्याही पदार्थाला तहीपेक्ष
जास्त रेषापरिमेर्ये असणें संभवत नाही.''

( २) पदार्थाच्या एखाद्या पातळीच्या ( म्हणजे पृष्ठाच्या अथवा
क्षेत्राच्या) संबधाने लावी इत्यादिक संज्ञा योजावयाच्या असल्या,
तर त्या पातळीच्या आकारावरून सोईवार दिसतील अशा, व पर-
स्परावर लव असतील अशा, दोन सरळ रेषा निवडून काटितात;
आणि त्यांपैकीं एखादी मोठी असल्यास तिला लांबी व धाकटीला
रुंदी ह्मणतात. दोन्ही सारख्या असल्यास कोणत्या तरी एकीला
लांबी व दुसरीला रुंदी म्हणतात. प्रत्येक सरळ पातळीमध्यें परस्थ
रांवर लंब अशा दोन रेषा कल्पिता येतात; म्हणून ''प्रत्येक पातळीला
लांबी व रुंदी होदोनरेषापरिमेर्यअसतात.ऽ ''एकाचपातळीमध्ये पर.
स्परावर लंब अशा दोहोपेक्षा जास्त रेषा काटितांयेणें संभवत नाहीं;'
ह्मणून पातळीला दोहोंपेक्षा जास्त रेषापरिमेये असणें संभवत नाहीं.

( ३) कोणत्याही एकाच रेषेविषयीं ( म्हणजे पातळीच्या एकाच
कडेविषयीं अथवा एकाच अंतराविषयीं) स्वतंत्रपणें विचार करयाचा असला, तर त्या रेषेला पातळी अथवा अवकाश ह्यांच्या सय-
धाने जरी लावीखेरीज एखादी संज्ञा प्रास होण्याचा संभव असला,
तरी तिला लांबी हीच संज्ञा देतात.

८. मड- १) पदार्थाने व्यापिलेला अवकाश, ( २) त्याच
एक किंवा अनेक क्षेत्रे ( ह्मणजे पातळ्या अथवा पृष्ठे) २व
( ३) त्याची लांबी, रुंदी व जाडी ( ह्मणजे रेघा) ह्या प्ररक
परिमेयाला पदार्थाचे ''महच्व'' अशी जातिवाचक संज्ञा देतात. (अrंrंं?
व. केरोपत नाना ह्यांच्या अंकगणितांतील विविधपरिमाणांचे
पहा.) हाच अर्थ विरच्या व्याख्येतील .. महत्त्व'' ह्या शब्दाचा
समजावा.
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९. स्थिति-विवक्षित पदार्थ विवक्षित पातळीवर अथवा अब-
काशांत) अमुक ठिकाणी आहे, असें नेम सांगणं, ह्याला त्या पदा.
र्थची '' स्थिति '' सांगणे असें भूमितीत हाणतात. जसे '' त्या मे-
जाच्या पातळीवरचा हा ठिपका त्या पातळीच्या ( परस्परांवर लव
असणाऱ्या) ह्या दोन कडांपैकीं प्रत्येकीच्या अमुक अमुक अंगास व
प्रत्येकीपासून अमुक अमुक अंतरावर आहे '' असें सांगितलें, तर
त्या ठिपक्याचे मेजाच्या पातळीवरील ठिकाण नेमके सांगितलें जा-
ईल; झणृन् ही त्या ठिपक्याची .'स्थिति'' होय. ''हें पुस्तक, ह्या दोन
भितीच्या पातळ्या व जमीन ह्या तीन (परस्परांवर लंब असणाऱ्या)
पातळ्यांपैकीं प्रत्येकीच्या अमुक अमुक अंगास व प्रत्येकीपासून अ-
मुक अमुक अंतरावर आहे '' असे सांगितलें, तर ह्याचे अवकाशा-
तले ठिकाण नेमके सांगितले जाईल; हाणून ही ह्या पुस्तकाची (ह्या

वेळची) स्थिति होय. शहरे, गावे इत्यादिकांची भूपृष्ठावरची स्थिति
सांगण्याकरितां भूगोलामध्येंत्यांचे अक्षांश व रेखांश सांगतात. सारांश
'' विवक्षित पातळीवर अथवा अवकाशांत अमुक (विशेष) ठिकाणी
असणें '' हा जो पदार्थाचा धर्म, त्याला भूमितीत '' स्थिति '' ह्मण-

पोत. हा स्थिति शब्दाचा अर्थ त्याच्या व्यावहारिक अर्थापासून फा-
रसा मित्र नाही, हें उघड आहे.

१० विटु -कोणत्याही द्रव्यघटित पदार्थाला प्रत्येक प्रकारचं
थोडेतरी महत्त्व आणि स्थिति ही असावयाचींच. परंतु ज्याचे प्रत्येक
प्रफारचें महत्त्व फार सृब्रम दिसते, त्याच्या केवळ स्थितीचाच जर
विचार करावयाचा असला तर त्याला महत्त्व मुळींच नाहीं ( अर्थात्
त्याचे भाग करितां येत नाहींत व त्यांमध्यें परिमेयता मुळींच नाहीं)
असें मानून त्याला भूमितीमध्ये '' विदु '' ही संज्ञा देतात. सारांश
व्यवहारांत ज्याला चिटु अथवा परमाणु हाणतात, तसल्या '' अति-
स्रृ३म दिसणाऱ्या पदार्थाची नुसती स्थिति'' हा विठू शब्दाचाभ्रृमिता.
तला अर्थ होय.

नुसती स्थिति असणे व महत्वाचा अभाव हे धर्म रेवेच्या शैवटा-
मध्येंही आहेत, झणृन रेषेची शेवटें ही विंदुरूपच असतात.
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११. अवकाशादिकांच्या लक्षणांतील विरोधांचा परि-
हार-ह्या एकंदर वर्णनावरूनध्यानांत येईल कीं, अवकाश, पातळी,
रेषा व बिबु हे द्रव्यघटित पदार्थ नाहींत. पदार्थाच्या गुणासारख्या
केवळ मनानेच ग्राह्य अशा ह्या गोष्टी आहेत; तथापि त्यांच्याविषयी
जेव्हां (युक्लिडच्या सिद्धांतांतल्या सारखा) गहन विचार करावयाचा
असतो, तेव्हां ज्यांच्यावर ह्या विटुरेषादिकांचा आरोप करितां ये.
ईल, असे कोणते तरी पदार्थ सतत डोळ्यांपुढें ठेविल्याखेरीज तो ग-
हून विचार करणें बहुधा साधत नाहीं. ह्याकरितां ज्यांचे धर्म विदु-
रेषादिकांच्या लक्षणांतील धर्मापासून फारसे भिन्न नसतील, असे
(कागदावरचे ठिपके इत्यादिक) पदार्थ निवडून काढून ते बिंदुरेषा.
दिकांचे प्रतिनिधि मानितात; आणि त्यांच्या उद्यालक्षणाह्रृन फिएअइं

असे जे धर्म त्या प्रतिनिधींमध्यें दिसून येतील, ते त्यांच्या ठायीं वा-
हीतच अशी कल्पना करितात. जसे ह्या ठिपक्याला भूमितीला
बिंदु म्हटलें, ह्मणजे त्याचे ठायीं स्थिति हा एकच धर्म आहे, मह-
रवादिक दुसरा कोणताही धर्म नाहीं, असें मानावयाचें. हे असले
संकेत स्पष्टपणे सांगण्याकरितांच भमतिविषयक प्रयांमध्ये ह' ज्यास
(झणजे ज्या पदार्थास) स्थिति मात्र आहे, महत्त्व मुळींच नाही
(असे मानिलें असतें) त्याला बिंदु ह्मणावे.'' अशा अर्थाची भिदु-
रेषादिकांची लक्षणें करून ठेविलेली असतात. तस्मात्त्या लक्षणांमध्ये

विरोध मुळींच नाही, हें स्पष्ट झालें.
१२. सरलरेषादिकांच्या लक्षणांविषयीं शंका व तिचा

परिहार-सरळरेषा, वक्ररेषा, सरळ पातळी, वक्र पातळी, वर्तुळ,

गोल इत्यादिकांच्या भ्रृमितीतल्या लक्षणांमध्यें जो वस्तुस्थितीशी
विरोध भासतो त्याचा परिहार देखील असाच करावयाचा कीं, व.
तुळाच्या भूमितींतल्या लक्षणाशी नेमके जुळणारे वर्तळ आयते सपि.
डणें अथवा तयार करितां येणे, हें जरी असंभाव्य आहे, तरी भूमि.
तीत ज्याला वर्तुळ झटले, त्यामध्यें भूमितींतल्या वर्तुळाच्या लक्ष्मणा

शं जी न्यूनता दिसून येईल, ती न्यूनता त्यामध्नें नाहीं, असें मानून
त्याविषयी विचार करावयाचा, असा ग्रंथकारांचा संकेत असतो. तो
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स्पष्ट करण्याकरितां वर्तुळाचे तसें लक्षण केले असत; म्हणून त्यांत

कांहीं विरोध नाहीं. ह्याप्रमाणेच सरळरेषादिकांच्या लक्षणांविषयीं
समजावे. तसेंच वर्तुळादिकांच्या व्याख्यांच्या भाषेवरून, अशा प्र-

कारच्या आकृति सृष्टीत असतातच असा ग्रंथकर्त्याचा उद्देश भा-
सतो; परंतु तसा नाहीं. '' जर अमुक प्रकारची आकृति आहे असें
मानिलें, तर तिलाअमुक नांव द्यावयाचे,'' हा संकेत त्यानें व्याख्येत
सांगितलेला असतो, असें सर्वत्र समजावे

१३. बिंदुरेषादिकांचे त्रमितीतले अर्थ पृथगादानानें
समजतात.-- आतां हे ग्रंथकारांचे संकेत स्पष्टपणें सांगि-
तले असतां विद्यार्थ्यांच्या ध्यानांत येण्यास फारशी अडचण पडेल
असें वाटत नाही. काकी, व्यक्तीच्या एखाद्या विशेष धर्माविपथी
विचार करीत असतां तिच्या तदितर धर्माकडे दुर्लक्ष करण्याचे (किं-
वहुना ते इतर धर्म तीमध्यें नाहींतच असें मानण्याचे) प्रसंग मनुष्याला
पदापदीं येतात. त्यामुळें मनाला ती सवय साहजिकच झालेलो अ-
सते. जसे-' मुंबईवेट पुण्याचे वायव्येस सुमारें. ०० मैलांवर आहे''
ह्या वाक्यांत मुंबई व पुणे त्यांच्या स्थितीखेरीज त्यांच्या महत्वादिक
इतर धर्माकडे लक्ष द्यावयाचे नाहीं ( किंबहुना ते त्यामध्ये नाहींतच
असें मानावयाचे) हे कधीं कोणाला स्पष्ट सांगावे लागत नाहीं.
'' हा लाकडी फूट खरा आहे किंवा खोटा आहे ?'' '' ह्या मेजावर
घालावयास तो रुमाल पुरेल किंवा ती सकलाद पुरेल ?'' ''ह्या दोन
पेट्यांपैकी मोठी कोणती''? ह्या प्रश्नांचीं उत्तरे देतेवेळी, फ्रूट, मेज,
रुमाल, सकलाद, पेटी ह्यांच्या कोणत्याकोणत्या धर्माचें ग्रहण करा-
पेयाचे व कोणत्या गोष्टींकडे सर्वांशी दुर्लक्ष करावयाचें, हें अप्रौढ म.
नुष्यास देखील सहज समजते मग कागदावरच्या ठिपक्याला तु-
सती स्थिति आहे, असें मानणे, ह्या रेघेला नुसती लांबी आहे,
असें मानणे, ह्या फळ्याला नुसते पृष्ठ आहे, असें मानणे; जात अव-
घड तें काय? व्यक्तीवरून जातीची कल्पना जी मनुष्याच्या म-
नात अगदी अप्रौढ दर्शत देखील येते, ती अशा पृथगादानेंच
येते. सारांश मनुष्याच्या मनाला आपोआप प्राप्त होणारी जी ही
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पुयगादानशक्ति तिची योजना ग्रंथकर्त्यांच्या सकेतास अनुसरून
केल्याने विदुरेषादिकांचे भुमितीतले अर्थ हळू ढळू ध्यानांत येतोल.

१४. समर्यादु व अर्थांइस्वा-पेरप, पातळी व अवकाश
ह्यांचें एथवर जें वर्णन केलें, त्यांमध्यें तीं सारी द्रव्यघटित पदार्थीच्या
संबंधाचीच परिमेदे आहेत, असें दाखविलें. त्यावरून तीं सारी भू.
मितींत सर्वत्र समर्यादच मानावयाची, असा कदाचित् समज होईल.
परंतु तसें नाहीं. त्यांची स्वहरपे चांगली ध्यानांत यावी एवढ्याच द्ये-

??द्देशानें त्यांचें वर्णन पदार्थास लसन् केलें. भूमितीमध्यें अनेक प्रसंग

रेषा व पातळी ही परिमेर्ये अमर्यादही मानावी लागतात, आणि
त्या प्रसंगीं अर्थात् द्रव्यघटित पदार्थाशी त्यांचा मुळींच संबंध नाहीं,
असें मानावे लागतें. आतां ही परिमेये अमर्याद मानून त्यांविषयीं
विचार करोत असतां, कागदावरच्या ओळो इत्यादिक ज्या पदार्था-

वर आपण त्यांचा आरोप करितो, ते समर्यादच असावयाचे, हें उघड
आहे, तथापि त्या ओळी द्रव्यघटित पदार्थ असताही ज्याप्रमाणे

( पृथगादानानें) आपण त्यांस लावी व स्थिति ह्यांखेरीज दुसरे को-
णतेच धर्म नाहींत, असें मानितों, त्याप्रमाणेंच त्यांना मर्यादा नाहीत,
असेही मानावं; म्हणजे त्याची जी शेवटें दिसतात, तीं शेवटें नाहींत,
असें मानावे, म्हणजे झालें.

१५. विटुरेवादिकांचे पदार्थविज्ञानातले अर्थ--विदु, रेषा
व पातळी हे शब्द पदार्थविज्ञानातही योजितातु परंतु ते तेयेंद्र-
व्यघटित पदार्थांचे वाचक असतात. जसे, अगदीं बारीक कण खें
त्या शास्त्रांतला बिंदु होय. अगदीं बारीक व सर्वत्र सारख्या रु-
दीची व सारख्या जाडीची एखादी तार ही त्यांतली रेषा होय;
आणि अगदीं पातळ व सर्वत्र सारख्या जाडीचा एखादा पत्रा ही
त्यांतली पातळी होय. ह्या शब्दांच्या शकमतीव्यया व पदार्थविशा-
मातल्या अर्थौमधील हा भेद पक्का ध्यानांत असावा.

१६ कोन -त्यो, पातळी व अवकाश ह्या भूमितीतल्या मुख्य
परिमेयांच्या विचाराला साधनीभूत् असे कोन हें भूमितीतले चवथे
परिमेय होय. झाचेंही खरें स्वरूप विद्यार्थ्यांच्या ध्यानांत आरं-
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भी येत नाहीं; त्यामुळें कोनाच्या वाजूकमी जास्ती केल्या असतां,
तो कोन कमी जास्ती होतो, असें आरंभी वाटतें, परंतु ही गैर-
समजूत आहे. त्या वास्तूंची जी परस्परांशीं वक्रता असते, तिला
भाऽमतीत '' कोन '' अशा संज्ञा देतात. त्या बाजूच्या लहान मो-
ठेपणाशीं कोनाचा कांहीं संबंध नाही. त्यांची परस्परांशीं वक्रता
कायम ठेवून त्या कितीही वाढविल्या किंवा कमी केल्या, तरी त्यांचा
कोन बदलत नाहीं. कोनाच्या लहानमोठेपणाच्या सवधाने भू-
मितींतला असा संकेत आहे कीं, कोणविरु न हालवितां जर को-
नाच्या गाजू एकमेकीपासून दूर दूर नेल्या, तर कोन वाटत जातो;
जवळ जवळ आणिल्या, तर कमी कमी होत जातो; आणि दूर
नेता नेता अथवा जवळ आणितां आणितां जर त्या दोन रेपांची ए-
कच रेपा झाली, तर भूमितींतल्या कोनाच्या व्याख्येप्रमाणें अर्थात्
कोन मुळींच नाहीसा झाला, असें मानावे लागतें.

१७. रेषाकोणाव्यतिरिक्त कोन-कोन ही संज्ञा दोन सरल-
रेपांच्या मात्र वक्रतेला देतात, असें नाहीं. एक सरळ व एक वक्र

रेपा दोन वक्ररेषा, एक रेषा व एक पातळी, अथवा दोन पातळ्या,
ह्या दोहो दोहोंच्या वक्रतेलाही शमितीत कोनच म्हणतात. परंतु हे
सर्व कोन सरळरेषांच्याच कोनांनी दाखवितात; ह्मणुन हे स्वतंत्र

कोन न मानिले तरी चालेल. ह्याखेरीज दोहोंपेक्षां जास्त पातळ्या
एकाच बिंदूत मिळाल्या असतां त्यांच्या योगाने त्या बिटूजवळ जो
कोपरा तयार होतो, त्यालाही भूमिगत कोनच म्हणतात.

१८. रेषादिकाची स्थिति-ह्या टिपणाच्या ९ व्या कलमांत
स्थिति ह्या धर्माचें जें लक्षण सांगितलें आहे, त्यावरून उघड आहे
कीं, तो धर्म रेषा, पातळी, अवकाश व कोन ह्यामध्येही असणें संभ-
वतेर आणि भ्रमितीमध्ये विवक्षा असते त्या वेळीं तो त्यांच्यामध्यें

आहे, असें मानितात. असे, युक्लिडच्या पहिल्या पुस्तकाच्या दुसऱ्या
सिद्धांतांत दिलेल्या रेषेच्या स्थितीची विवक्षा आहे, म्हणजे ती ज्या
ठिकाणी काढिलेली आहे, तेधून ती हालवावयाची नाहीं, असा स
केत आहे. २२ व्या सिद्धांतांत इच्छिलेल्या त्रिकोणाच्या स्थितीचा
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विक्षा नाहीं, म्हणजे तो कोठेही काडिला तरी चालेल, असा
उद्देश आहे.

१९. भूमितीतला ध्यानांत ठेवण्याजागो संकेत-अधक
त्रिकोणाच्या तीन वाजू फुटाने मोजिल्या, त्या अनुक्रमें ५४८ फूट
भरल्या, असें समजा. आतां ह्या तीन संख्यांच्या धर्मावरून पाहता
ह्या त्रिकोणाच्या कोणत्याही दोन वास्तूंची बेरीज तिसरीपेक्षां जास्त
आहे, असें सिद्ध झालें. परंतु एवढ्यावरूनच, ज्यांच्या बाजूचा
त्रिकोणाच्या वाजूपेक्षा लहान मोठ्या आहेत, अथवा ज्यांच्या बाजू
फुग्टखेरीज एखाद्या रेषापरिमाणानें मोजिल्या असतां निराळ्या
संख्या उत्पन्न होतात, त्या त्रिकोणांस देखील ही गोष्ट लागू आहे,
असें सिद्ध होत नाही. म्हणून ही गोष्ट प्रत्येक त्रिकोणास लागू
आहे, असे अवक त्रिकोणास उद्देशून केलेल्या सिद्धतेवरूनच ६.
रावें अशी जर इच्छा असेल, तर त्याच्या वाजू विशेष परिमाणानी
मोजून उत्पन्न होणाऱ्या संख्यांच्या धर्माच्या आधारावर ती सिद्धता
करितां कामा नये हें उघड आहे. भूमितीमध्यें अवकाश, प्रा.
व रेषा ह्यांच्या संबंधानं ज्या गोष्टी सिद्ध केल्या आहेत, त्या,तीं परिमेर्ये कितीही मोठी अथवा कितीही सूक्ष्म असली व कोण.
त्याही परिमाणानें मोजिलीं, तरी त्यांस लागू पडतील, अशा आहे.
इतकेंच नाहीं, तर चौरसाची वाजू व त्याचा कर्ण ह्यांच्या सा?क्क
जी परिमेये एकाच परिमाणानं मोजिता येणे असंभाव्य १'त्याना देखील ह्या गोष्टी लागू पडणाऱ्या आहेत. धाकाहून
'' अवकाश, पातळी व रेषा हीं तीन परिमेये विशेष परिमाणांना
मोजून उत्पन्न होणाऱ्या संस्थांच्या धर्माचा आधार रं९८२.
ठेच घ्यावयाचा नाही. '' हा भूमितींतला संकेत पक्का लक्षांत '
ला पाहिजे.

भूमितीत कोनाचे जें लक्षण मानिलें आहे, त्यावरून पाहता संहैं परिमेय समर्यादच मानिलें पाहिजे; आणि गुकुडच्या भूमितीम
तर कोन हा दोन काटकोनांपेक्षां कमीच मानिलेला आहे. म्हणून
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जेव्हां अनेक कोनांची बेरीज कोनाच्या मर्यादेपेक्षा जास्त होते, तेव्हां
ती दाखविता यावी, एवढ्याच उद्देशानें काटकोन हें कोन मोजण्याचे
एक परिमाण मानिलें आहे. त्याच्या योगाने प्रसंगवशातू इतर
कोन मोजितात. ( त्रिकोणमिति नांवाचा जो शुद्धगणिताचा भाग
आहे, त्यांमध्यें मात्र कोनाच्या मोठेपणाला मर्यादाच नाहीं असें
मानितात.)

२०. पदार्थविज्ञानादि विषयांत भूमितीच्या उपयोगावि-
षयी शंका व तिचे निरसन-विंदुरेषांदिकांची भूमितीनी व
पदार्थविशानातर्ली लक्षणें भिन्न आहेत; सरळरेषादिकांच्या भूमिती
तल्या लक्षणांशीं नेमक्या जुळणाऱ्या ज्यांच्या कडा, पुढे, इहणाइक
आहेत, असे पदार्थ दृष्टींत सांपडणें किंवा करितां येणे संभवत नाहीं.
त्या गोष्टी जर खऱ्या आहेत, तर ह्यास उद्देशून सिद्ध केलेले सिद्धांत
पदार्थवितानादि विषयांत कसे उपयोगी पडणार? अशी शंका घेतात.
ह्या शंकेचें उत्तर असें कीं. वर्तुळमध्यापासून समान अंतरांवरच्या
ज्या समान असतात '' हा सिद्धांत जरी भूमितीतली वर्तुळे व सरळ
रेषा ह्यांत उद्देशून सिद्ध केलेला आहे, आणि तसली वर्तुळे व सरळ
रेषा सुष्टींत असणें असंभाव्य हें जरी खरें आहे, तरी सृष्टीतल्या

पेर्तुळादिकामध्यें त्यांच्या भूमितींतल्या लक्षणाहून भिन्नता ज्या मानानें
केंमो असेल, त्या मानानें सृष्टीतल्या वर्तुळादिकांविषर्यी ही त्या सिद्धां-
तांच्या खरेपणाचा अनुभव येईल, ह्यांत संशय नाही. अशाच समज-
तीनें भूमितीतले ( व एकंदर शुद्धगणितातले) सिद्धांत पदार्थविज्ञाना-
दि विषयांत आणि व्यवहारांत योजितात.

रेप6 पातळी, अवकाश, व कोन ह्यांच्या भेदोप-
भेदांची नावे.

१. रेषा आणि पातळी ह्यांचे '' सरळरेषा '' आणि ''वक्ररेषा ''
सरळपातळी '' आणि ह' वक्रपातळी '' असे एका दृष्टीनें दोन

दोन भेद मानिले आहेत; आणि '' समर्याद रेषा '' व '' अमर्याद
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रेषा '' '' समर्याद पातळी '' व '' अमर्याद पातळी ', असे दुसऱ्या
दृष्टीने दोन दोन भेद मानिले आहेत.

२. कोन ही संज्ञा ज्यांच्या वक्रतेला द्यावयाची त्यांस लक्षृन् कोनाचे
भेद केले असतां '' रेषाकोण, '' .' रेषापृष्ठकोण '' व '' पृष्ठकोण ''
असे मुख्य तीन भेद होतात; आणि त्या वकतेच्या वाह्यांतरत्वास ल-
खून भेद केले असतां '' अंतर्वक्रकोण '' व '' वहिर्वक्रकोण '' असे
दोन भेद होतात. (अंतर्वक्रांचा कोन असा विग्रह समजावा.)

रेपांच्या सरलत्ववक्:त्वांस लधून रेषाकोणाचे भेद कल्पिले असतां

'' सरलरेषाकोण '' '' सरलवक्ररेषाकोण '' व '' वक्ररेषाकोण
असे तीन भेद होतात. ह्याप्रमाणेंच रेषापृष्ठकोण व पृष्ठकोण ह्याम्

चेही भेद होतील
पृष्ठांच्या संख्येवरून '' द्विपृष्ठ कोण '' व '' वहुपृष्ठकोण '' (म्ह-

णजे दोहोंपेक्षां जास्त पातळ्यांनीं झालेला कोन) असे पृष्ठकोणाचे
दोन भेद मानितात. वहुप्रुष्ठकोणालाच '' धनकोण '' असेही म्हणता-
त. ह्या खोलीच्या व ह्या पुस्तकाच्या आठ आठ कोपऱ्यांपैकीं मे.
त्येक कोपरा तीन तीन पातळ्यांनीं झालेला आहे, म्हणून तो प्रत्येक

घनकोण होय. खोलीचा प्रत्येक कोपरा हा '' अतर्वक्रघनकोण ''
होय; आणि पुस्तकाचा प्रत्येक कोपरा हा '' वहिर्वकघनकोण ''
होय.

सरलरेपाकोनाचे '' अंतर्वक्रकोण '' व '' वहिर्वक्रकोण '' असे जे
मुख्य दोन भेद मानितात, त्याची लक्षणें अशीं:-
'' कोन करणाऱ्या दोन रेषांपैकी एक रेषा कोणपिद्च्य पली-

कडे वाढविली असता त्या विदूज्वळ होणाऱ्या दोन कोनांपैकीं ज्या-
तून ती जाते, त्याला बहिर्वक्रकोण म्हणा व दुसऱ्याला अंतर्वक्र-

कोण म्हणावें.'' ह्या दोहोंपैकीं अंतर्वक्रकोणाचाचकाय तो ह्या ग्रंथांत
विचार केलेला आहे; म्हणून इतःपर येथें ''कोन'' ह्या शब्दाचा अर्थ

अंतर्वक्रसरलरेपाकोण '' असा समजावयाचा.
कोनाचे ( ह्मणजे अंतर्वक्रसरलरषोकोणाचे) '' काटकोन '' व
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'' तिर्यढोण ' ( म्हणजे काटकोनाह्रृन भिन्न कोन) असे मुख्य दोन
भेद कल्पिले आहेत, आणि तिर्यक्कोणाचे .' विशालकोण '' व ''लघु.
कोण '' असे दोन भेद कल्पिले आहेत.

३. आकृतीचे मुख्य भेद दोन '' घनाकृति '' ( म्हणजे एक अ-
थवा अनेक पातळ्यांनी सर्वागांनीं मर्यादिलेला अवकाश) व '' पृ-
ष्टाकृति '' ( म्हणजे एक किंवा अनेक रेषांनी सर्वागांनी मर्यादिले-

ली पातळी.)
घनाकृतीची मर्यादा दाखविणाऱ्या पातळ्यांच्या सरलवक्रतेच्या

संबंधाने तिचे तीन भेद होतात. ते असे, '' सरलपृष्ठमर्यादित घ-
नाकृति '' ( उदा- पुस्तक, खोली इ० १, '' सरलवकपृष्ठमर्यादित
घनाकृति '' ( उदाच लिंवाची फाक, पंचपात्र ३०१. व '' वकपृष्ठ.
मर्यादित घनाकृति '' उदा- गोल, चपटी गुंज इष्ट.

पातळीच्या सरलवक्रतेच्या सबंधाने पृष्ठाकृतीचे दोन भेद हो.
तात. ते असे, '' सरलपृष्ठाकृति '' ( उदा त्रिकोण, वर्तुल, व-
ईलखंड ३०) आणि .' वकपृष्ठाकृति '' उदा गोलाच्या पृष्ठाव-

रील रेषांनी झालेले गोलीय त्रिकोण ६० ).
त्या ग्रंथामयं सरलपृष्ठाकृतींचाच काय तो विचार कराव्याचा

आहे, म्हणून इतःपर येथें. आकृति '' ह्या शब्दाचा अर्थ '' सरल-
पृष्ठाकृति '' असा समजावयाचा.

आकृतीची ( म्हणजे सरलपृष्ठाकृतीची) मर्यादा दाखविणाऱ्या
रेषांच्या सरलत्ववक्रत्वास लक्ष तिचे भेद केले असतां ''सरलरेषाकृ-
ति, '' '' वक्ररेषाकृति '' व '' सरलवक्:रेषाकृति '' ( अथवा मिश्रा-

कृति) असे तीन मुख्य भेद होतात.
सरलरेपाकृतीच्या भुजसंख्येच्या सवधाने ''त्रिकोण,'' ''चौकोन''

व ''घहुकोण'' असे तिचे तीन भेद मानिलेआहेत.
एकाच बाजूचा सरलरेषाकृति असणें संभवत नाहीं, हें सरलरेषा

व आकृति ह्यांच्या लक्षणांवरूनच सिद्ध आहे, व दोन सरलरेषांनीं
आकृति होत नाही, असें प्रत्यक्षप्रमाण मानिलें आहे; म्हणून सरल-
रेपाकृतीला निदान तीन वाजू. असतात, असें सिद्ध झालें.
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त्रिकोणाच्या बाजूच्या समानतेला व असमानतेला लसून '' समा.
भुजत्रिकोण,'' '' समद्विभुजत्रिकोण '' व .' विषमभुजत्रिकोण ''
असे त्याचे तीन भेद मानिले आहेत.

कांहीं ग्रंथकार समद्विमुजत्रिकोणाची व्याख्या '' ज्याच्या दोन
वाजू समान असतात, त्याला समद्विमुजत्रिकोण म्हणा '' अशी
करितात; म्हणजे '' दोनच '' असें ह्मणत नाहीत. त्यांच्या मती वा-
जूच्या समविषमतेला लसून '' समहिभुज त्रिकोण '' व '' विषम-
भुजत्रिकोण '' हे त्रिकोणाचे मुख्य दोन भेद; आणि समद्विभुज-
त्रिकोणाचे, '' ज्याच्या दोनच बाजू समान असतात तो '' आणि

'' ज्याच्या तिन्ही वाजू समान असतात तो '' असे दोन भेद.
त्रिकोणाच्या कोनांच्या जातीस लसून् त्याचे भेद केले असतां

'' काटकोन त्रिकोण,'' ''विशालकोण त्रिकोण'' व '' लघुकोण त्रि-

कोण '' असे तीन भेद होतात. ( त्यांपेक्षा जास्त भेद संभवत ना-
हीत, हें पु० १ सि. १७ ह्याच्या आधाराने सिद्ध होतें.)

चौकोनाच्या '' सर्व बाजूची समानता व सर्व अथवा कांही वाटूं
ची असमानता '' ह्यांपैकी एक, आणि '' सर्व कोन काटकोन असणे
व सर्व अथवा कांहीं कोन तिर्यक्कोण असणें '' ह्यांपैकी एक, अशा
दोन धर्मास एकदम लसुन ''चौरस,'' ''काटकोनचौकोन,'' .'समभु-
ज चौकान'' व '' विषमभुज चौकोन '' असे चौकोनाचे चार भेद
मानिले आहेत

चौकोनांच्या बाजूच्या समांतरतेला लख त्याचे भेद कल्पिले अ-
सतां '' समातरमुज चौकोन,'' '' समातरद्विभुज चौकोन '' ( म्हणजे
ज्याच्या दोनच वाजू समांतर आहेत असा चौकोन) व ''असमातर.
भुज चौकोन '' असे तीन भेद होतात.

युलिटूच्या गणितविषयक ग्रथातील पहिल्या सहा पुस्तकांमध्ये
एकाच सरलपातळींतील रेषा व आकृति ह्यांविषयींच विचार के-
लेला आहे, आणि ह्या ग्रंथांत त्यांपैकीं चारच पुस्तकांतील विषय
सांगितला आहे; म्हणून त्या ग्रंथांत भिन्न पातळ्यांतील रेषा व औ.
कृति ह्यांचा विचार करावयाचें कारण पडणार नाहीं.
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ग्रंथाच्या आरमीं सांगितलेल्या संक्षेपांखेरीज टिपणामध्ये जे सं-
क्षेप योजिले आहेत; त्यांचे अर्थ उदाहरणांनी स्पष्ट करून दाखवितो.

... ह्याचा अर्थ '' ज्यापक्षीं. ''

... ह्याचा अर्थ '' म्हणून '' अथवा '' त्यापक्षीं. ''
जातिप्र. ... ... ... '' जातिप्रतिज्ञा. ''
व्यक्तिप्र. ... ... ... '' व्यक्तिप्रतिज्ञा. ''
क्र. ते. .... .. ... '' क्रमिक रीतीने. ''
क्र. बि. री. ... ... ... '' क्रमविरुद्ध रीतीनें. ''
त्रि. ... ... ... '' त्रिकोण. ''
समा. भु. चौ. ... ... ... '' समांतरभुजचीकोन. ''
प. १ ... ... ... .' पक्षांतील ( म्हणजे प्रतिज्ञे-

त दिलेल्या गोष्टीतील) प.
हिली गोष्ट. ''

सा. ... ... ... '' साध्य ( म्हणजे जी गोष्ट

सिद्ध करावयाची ती अथवा
जी कृति करावयाची ती.)''

अस्य ह्याचा अर्थ... ... ... '' अ परिमेयामध्यें व परिमेय
मिळवून आलेली बेरीज. ''

२ अ ... ... ... '' अ परिमेयाची दुप्पट. ''
अ-व ... ... ... '' अ परिमेयांतून व परिमेय

वजा करून राहिलेली
वाकी. ''

२ (अस्य) ... ... ... '' अ आणि व ह्या परिमेयां.
च्या बेरजेची दुष्कर, ''

धबद ... ... ... '' अ आणि व ही परिमेये
समान आहेत. ''
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अ?ब ... ... ... '' अ हें परिमेय व ह्या परि.
मेयापेक्षा मोठे आहे. ''

असूड ... ... ... '' अ परिमेयापेक्षां व परिमे-
य मोठे आहे. ''

२ ( अब) ... ... ... '' अब ह्या रेपेची दुप्पट. ''
अब, कड का. ह्याचा अर्थ ... '' अब आणि कड ह्या रे-

यांचा काटकोनचौकोन. ''
२ (अश्, कड का.) ... ... '' अब, कड ह्या रेषांच्या

काटकोनचौकोनाची दु-
पट. ''

अब व. चौ. ... ... ... ' अब रेषेवरील चौरस. ''
ई ( आ व. चौ.) ... ... '' अब रेषेवरील चौरसाची

दप्पट. ''
गृहीतकृत्यांवर ग्र्रिप्पण.

१. पहिलें मुरहीतकरप.-दोन विदु दिले असले, व त्यांपैकीं

एकापासून दुसऱ्यापर्यंत सरलरेषा काढणें, ही कृति करावयाची अ-
सली, तर ती करितां येते, असें ह्यांत मानिलें आहे.

२. दुसरें गृहनिक-त्य-दरांतील '' पाहिजे तितकी लांबे के.
रित येते '' ह्या शब्दावरून असा भास होतो कीं, '' समर्याद रेषा
वाढवून ती सारी किंवा तिचा वाढविलेला भाग विवक्षित लाचीचा
किंवा दुसऱ्या विवक्षित रेषेएवढा करितां येतो, '' असें ह्यांत मा?त्रले

आहे; परतु असें अगदीं समजावयाचे नाहीं. ह' जी रेषा समर्याद

आहे असें दिलें असेल, ती अमर्याद करावयाची असल्यास करितां
येते '' एवढंच कायते ह्या गृहीतकृत्यांत मानिले आहे. जसे अब
रोग समर्याद दिली आहे, आणि ती व अ-व .. ''बिंदूच्या पलीकडे त्याच विशेत अमर्या- क- ड
द वाढलेली आहे, असें मानण्याची जर गरज आहे, तर ती अमर्याद
मानितां येते'' एवडेच काय तें ह्या गृहीतकृत्याच्या आधारानेंध्यावया-
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चे. ती व विदुषीकडे वाढवून् ती सारी किंवा तिचा वाढविलेला
भाग कड ह्या दुसऱ्या समर्याट रेपेएवरा करावयाचा असल्यास
करितां येतो, असें ह्यांत मानिलें नाहीं.

३. तिसरे गृहीतकृत्य.-- ह्याचा अर्थअसा समजावयाचा की,
दिलेल्या समर्याद रेपेचे एक टोंक ज्याचा मध्य होईल व ती सारी
रेषा ज्याची त्रिज्या होईल, असें वर्तुल काढावयाचे असल्यास, तें
काढिता येतें, असें मानिलें आहे. परंतु दिलेल्या रेषेच्या टोंकांखेरीज
एखादा बिंदु मध्य कलून तेवड्या त्रिज्येनें वर्तुल काढावयाचें अस-
त्यास, तें काढितां येतें असें ह्यांत मानिलें नाहीं, हें .' त्यापासूनच
द्या शब्दावरून स्पष्ट आहे.

४. ह्या तीन गृहीतकृत्यांवरून यु?ःऊडचा उद्देश असा दिसतो
कीं '' दोन विटु साधणे '' व '' समर्यादरेपा अमर्याद करणे '' त्या

दोन कृत्यांकरितां आणखी व ' वर्तुल काढणें '' ह्या कृत्याकरिता
कर्कट (म्हणजे कंपास) अशीं दोनच साधने भूमितींतलीं कृत्ये क.
रावयास घ्यावयाची परंतु '' रेषेची लायी मोजणे,' ''विवक्षित त्रि-

दुरपासुन् विवक्षित रेषेएवडी रेषा काढणें, '' व '' एका ठिकाणच्या
दोन विद्रृंमधील अंतराएवडे अंतर दुसऱ्या ठिकाणी दाखविणे '' ही
जी ऊरत्ये आखणी व कर्कट त्यांच्या योगाने आपण व्यवहारांत क-
रिता, तीं ह्यांच्या योगाने करितां येतात, असें यु।कुल ह्याने मा-
निले नाहीं

५ ह्या तीन गृहीतकुत्याखेरीज कोणतेंही. कृत्य करितां येतें असें
-वारातीचून मानावयाचे नाहीं. असा युक्लिडचा संकेत दिसतो.
आतां ( पहिल्या पुस्तकाच्या ५ व्या, ५ व्या व १२ व्या सिद्धांतांत
सांगितल्याप्रमाणे) '' अमुक रेषेत किंवा पातळींत अमुक ठिकाणीं
विदु घे '' असें वारंवार सांगावे लागतें, आणि '' ह्या कृत्याला आ-
धा? कोणता ?'' असें शिकणारे आरंभी विचारितात. आतां वस्तुत
ह्या कृत्यास आधाराची आवश्यकता नाही, हें विंघूच्या लक्षणावरून
उघड आहे; तथापि हें कृत्य करितांयेतें, असें मानावयास सांगणे है
आरंभी विद्यार्थ्यांच्या समजतीला फार सोईचे वाटतें. म्हणून .'को--
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णत्याही रेषेत. पातळींत किंवा अवकाशांत बिंदु घेता येतो'' हे न.
बीन एक गृहीतकृत्य मानून आपण ह्याला '' अटहीत कृत्य '' अशी
संता देऊं.

६. वर सांगितलेल्या गृहीतकृत्यांखेरीज, एक रेषा, कोन व आ.
कृति ही उचलून अनुक्रमे दुसरी रेषा, कोन व आकृति द्यांशी वि.
शेष रीतीनें जोडणे. हीं कृत्येही करितां येतात, असें मानावे लागते.
ही तीन कृत्ये. मिळून एकच गृहीतकृत्य समजून त्याला आपण
.' इ गृहीतकृत्य '' अशी संज्ञा देऊं. '' इ गृहीतकृत्य '' खालीं लि.
हिल्याप्रमाणे म्हणावे-

( १) दोन रेषांपैकीं एकीचे एक टोंक दुसरीच्या एका टोकाशी
मिळून त्या रेषांची दिशा एक होईल, अशा रीतीनें एक रेषा दुसरी-
वर ठेवितां येते
(२) दोन कोनापकी एकाचा कोणविंदु दुसऱ्याच्या कोण!

पूर्वी मिळून त्यांच्या एकेका बाजूची दिशा एक होईल, अशा रीतीत
एक कोन दुसऱ्या कोनावर ठेवितां येतो.

( हे) दोन आकृतीपैकीं एकीचा एक बिंदु दुसऱ्या आकृतीच्या
एका चही मिळून त्यांच्या त्या बिंदूंपासून निघालेल्या एकेका
रेपांची दिशा एक होईल, अशा रीतीनें एक आकृति दुसऱ्या आ-
कृतीवर ठेवितां येते.

प्रत्यक्षममाणांविषयी टिप्पण.
( १) प्रत्यक्षप्रमाणांमध्यें दु ' पदार्थ, ' '' समान व असमान पट

दार्थ, '' '' बेरीज. '' '' वजाबाकी, '' .. पट '' आणि ''२.हे शvइ वारंवार योजावे लागतात) म्हणून त्यांचे शुद्धगणिता
अर्थ एकवार स्पष्ट करितो

पदार्थ-ह्या शब्दाचा अर्थ शुद्ध गणितांत '' संख्या, अवकाश.
पातळी, रेषा, कोन, वजन, किंमत, काल प्रेरणा इत्यादिक कोण-
तेही परिमेय '' असा समजावयाचा. एकंदरीत साऱ्या शुद्ध गणि-

तारु जो सिद्धांत पदार्थाला उद्देशून सांगितलेला दिसेल, तो पदा.
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र्धांच्या संबंधाच्या ( संख्या, अवकाश, 'क्षेत्र, लावी, वजन, किंमत

३०) कोणत्या तरी परिमेयालाच उद्देशून सांगितलेला असला या-
हिजेर पदार्थांच्या दव्याला उद्देशून सांगितलेला असणार नाहीं;
कारण पदार्थांच्या द्रव्याशी शुद्धगणिताचा कांहीं संबंध नाहीं. म्ह-
सून एखादं पदार्थविषयक प्रत्यक्षप्रमाण जेथें योजावयाचें असेल, तेथें
त कोणत्यापरिभेयाला उद्देशून योजावयाचें, हें स्पष्टपणें दाखवावे. जसे
'' ही दोन पुस्तके ह्या तिसऱ्या एकाच पुस्तकाशी प्रत्येकी समान
आहेत, म्हणून पहिल्या प्र. प्रमाणावरून ही परस्पर समान आहेत ''
हे म्हणणें अगदीं संदिग्ध झालें. हा सिद्धांत पुस्तकांच्या किंमती,
लांब्या इत्यादिकांपैकीं कोणत्या परिमेयाला उद्देशून म्हटला आहे, हें
स्पष्टपणे दाखविलें पाहिजे.

सारांश पदार्थ शब्दाचा ह्या ग्रंथांतला अर्थ '' कोणतेही परि-
भय '' असा ठरला; म्हणून ८ वे, १० वे, ११ वॅ, व १२ तें ही
खेरीज करून वाकीची सर्व प्रत्यक्षप्रमाणें कोणत्याही परिमेयाला लाग
आहेत, असें समजावे.

समान व असमान पदार्थ ( अथवा परिमेयें -दोन सजा-
तीय परिमेये एकाच परिमाणाने मोजिलीं असतां जर एकच संख्या
उत्पन्न होईल, तर ती ' समान परिमेयें '' म्हणावी; आणि भिन्न

संख्या उत्पन्न होतील, तर ती '' असमान परिमेये '' ह्मणावीर व
त्यांपैकीं ज्यापासून मोठी संख्या उत्पन्न होईल, तें दुसऱ्यापेक्षा मोठें
ह्मणावे. जसे एक त्रिकोण व एक चौकोन हीं सजातीय परिमेये
चौरसफूट इत्यादिक एकाच क्षेत्रपरिमाणानें मोजिलीं असतां, जर
त्या रोपातून त्या परिमाणांची एकच संख्या उत्पन्न होईल, तर
तो समान म्हणावीं

समान व असमान हे शब्द दोहोपेक्षा जास्त परिमेयांस उद्देशुन
योजिले असता त्यांपैकीं प्रत्येक परिमेय इतरांपैकीं प्रत्येकाशी सभान
अथवा असमान समजावा, असा उद्देश असतो. जसे, '' अ,
व, क ह्या तीन रेषा समान आहेत '' ह्या वाक्याचा अर्थ '' अ
आणि ब, ब आणि क्र व अ आणि क ह्या प्रत्येक दोन दोन रेपा

४
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सामन आहेत, '' असा समजावा; आणि '' ह्या तीन रेषा अस-
मान आहेत '' ह्याचा अर्थ '' ह्यांपैकीं प्रत्येक दोन दोन रेषा परस्प-
राशी असमान आहेत '' असा समजावा. '' अ, व, क, ड ह्या

रेषा समान आहेत '' ह्याचा अर्थ, '' अ आणि व, अ आणि क,
अ आणि ड, व आणि क, व आणि ड व क आणि ड ह्या दोन
दोन समान आहेत '' असा समजावा. एकंदरींत '' दोहोपेक्षा जास्त
पदार्थाची समानता '' ह्याचा अर्थ पदार्थसंख्या व तीपेक्षां एकाने
कमी असणारी संख्या ह्यांच्या गुणाकाराच्या अर्धा इतक्या जोड्या-
ची समानता '' असा असतो. ह्यणृन् चार पदार्थ परस्पर समान
आहेत, असें जेव्हां सिद्ध करावयाचें असेल, तेव्हां ( ४२ म्ह-
णजे) सहा जोड्यांची समानता ठरविली पाहिजे. पांच पदार्थीची पर-
स्परांशी समानता ठरवावयाची असल्यास,५४ म्हणजे) दहा
जोड्यांची समानता ठरविली पाहिजे. दोहोंपेक्षां जास्त पशर्थीची
समानता ठरविण्याची सामान्य रीति १ .४६ ह्यावरील प्रश्नांच्या सुर
चनेंत पहावी.
बेरीत-एकाच जातीचीं अनेक परिमेये अथवा त्यांच्या क्रो-

श्रीची परिमेये एकत्र केली असतां जर त्याच जातीचे एक परिमेय
तयार होईल, तर त्याला त्या परिमेयांची वेरीज ह्मणावें. जसं, बि-
वक्षित दोन रेषा अथवा त्यांपैकीं एकीच्या किंवा दोहींच्या बरोबरी-
च्या रेषा एकत्र केल्या असतां जर एक रेषा तयार झाली, तर तिला
त्या रेषांची बेरीज म्हणावे

उपसिद्धात -अनेक सजातीय परिमेयें कोणत्याहीअनुक्रमानं एकत्र
केली तरी बेरीज एकच येते

वजाबाकी ( अथवा वाकी -दोन असमान परिमेयापेका
मोठ्याचा लहान परिमेयाएवट्टा भाग निराळा दर्शविला असतां जो
मोत्याचा भाग गहतो, त्याला त्या दोन परिमेयांची वजावाकी (अ-
थवा वाकी) म्हणावे

उपसि. १ .-दोन असमान परिमेयांची वजात्राकी व त्यांपैकीं ल-
हान पारमेय ह्यांची वेरोज मोठ्या परिमेयाबरोबर असते.
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उपसि. २-मोठे परिमेय व वाकी ह्यांची वजाबाकी लहान प-
रिमेयादरोवर असते

उपसि. ३- जर एका परिमेयामध्यें दुसरे मिळवून आलेल्या वैर-
जेंतून तें दुसरेंच परिमेय वजा केलें (अथवा आधी वजा करून मग
मिळावेलें १, तर तें पहिलेंच परिमेय उत्पन्न होतें.
पट-- अनेक सारखा परिमेयांच्यावेरजेला त्यांपैकीं प्रत्येकाची,

त्या पारेमेयांच्या संख्येइतकी पट म्हणतात. असे, दोन सारख्या
रेषांची बेरीज ही त्यांपैकीं प्रत्येकीची दुप्पट होय. १०

हिस्सा-- विवक्षित परिमेयाचे कांहीं समान भाग कल्पिले अ-
सतां, त्यांपैकीं प्रत्येकाला त्या परिमेयाचा, भागसंख्येइतका हिस्सा
म्हणतात.

उपसि.- एका परिमेयाच्या कांहीं पत्रीबरोबर दुसरें परिमेय
असल्यास, दुसन्यरूयातितक्याच हिश्शावरावर पहिलें असतें; आणि
पहिल्याच्या कोणत्यातरी हिश्शावरावर दुसरें असल्यास, दुसऱ्याच्या
तितक्याच पटीवरोवर पहिलें असतें.

( २) युधिडच्या ग्रंथामध्यें वारा प्रत्यक्षप्रमाणांखेरीज कांहीं प्र-
मेये सिद्धतेवाचृन् स्वीकारिलेलीं दिसतात, त्यांपैकीं ज्यांना प्रत्यक्ष.

प्रमाणें मानावयाचें योजिले आहे, त्यांस अनुक्रमे अ, इ, उ, ही नावं
देऊन तीं ग्रंथांत लिाrहलाइं आहेत. ह्याखेरीज तिसऱ्या पुरुन-
काच्या विसाव्या सिद्धांतामध्यें दोन प्रमेये सिद्ध केल्यावाचून स्वी-
कारिलेलीं आहेत, तीं वस्तुत युडित्यक्रया पांचव्या पुस्तकाच्या प-
हिल्या व पांचव्या सिद्धांतांचे विशेष प्रकार आहेत; म्हणन त्यांस
प्रत्यक्षप्रमाणे म्हणणें योग्य नाहीं. तथापि सध्यां आपण तीं प्रत्यक्ष-

प्रमाणेंच समजून त्यांनाए, औ ह्या संज्ञा देऊं. तीं प्र. प्रमाणें अशी.-
ए-'' दोन पदार्थांच्या दुपटीची बेरीज, त्यांच्या बेरजेच्या दुपट्टा-

वरावर असते.''
ओ-.' दोन असमान पदार्थांच्या दुपटीची वजाबाकी, त्यांच्या

वजाबाकीच्या दपटीबरावर असते.!
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ऽ५,' ( पू) अ ९. हुशाच्या उपसिद्धांताची सिद्धता:-
!.. ( व्यकृष्ट३-कचे आणि वर क हें दिलें आहे; तर अ द क

' टे ४४करेईपचे.
णे-नसेदिलेऽकारण; जर अक असे मानिले, तर बद्ध क होईल

( प्र. प्र. १ ). पण हा पक्षविरोध''. म्हणून अच्छी नाही.
आतां जर अ २ क असें मानिलें, तर क न अ आणि अब

( पक्ष) ... करूव होईल ( प्रप्रअ). पण हा पक्षविरोध. .-अनेक
नाहीं. ... इष्टसिद्धि

( ४) प्र. प्र. २ व ३की ' समान पदार्थामध्ये एकच पदार्थ वै
एकाच पदार्थामध्यें समान पदार्थ अनुक्रमें मिळविले किंवा वजा केले
असतां, येणाऱ्या बेरजा व वाक्या समान असतात.' ' ह्या खेलयाचाही
अनुक्रमें दुसऱ्या व तिसऱ्या प्र. प्रमाणांमध्येंच समावेश होतो, अस
मानितात.

प्र. प्र. २ ह्याचा उपसि--समान पदार्थाच्या दुपटी समान असे-
तोतात. ( हा सिद्धांत दुसऱ्या प्र. प्रमाणाच्या योगाने सहज सिद्ध हो

परंतु ह्याचा समावेश सहाव्या प्रत्यक्षप्रमाणात होतो, असें मानितारी.)
१'' समान पदार्थीच्या कोणत्याही एकाच संख्येइतक्या पटी स-

मौन असतात.'' हा सिद्धांतही दुसऱ्या प्रत्यक्षप्रमाणाची योजना
अनेकवार केल्याने सिद्ध होतो.)

( नं) प्र. प्र. ४ व ५--ह्या दोन्ही प्र. प्रमाणांमध्ये ८' समान प-
दार्थ '' ह्यांच्या ठिकाणी '' एकच पदार्थ '' हे शब्द घातल्याने जे।
प्रमेये होतात, त्यांचाही त्या त्या प्रत्यक्षप्रमाणांमध्येंच समावेश होतो,
असें मानितात

४ पक्ष ह्मणजे प्रतिज्ञेमध्यें दिलेल्या एक किंवा अनेक गोष्टी; त्यांपैकी

एखादीशी विरोध आला असें दाखवायाचें असलें, क्कनजे त्याला. पक्षे-
विरोध ८' अशी संज्ञा द्या टिपणांत सर्वत्र दिली आहे. मुख्य ग्रंथांत

पहुधा पक्ष त्याचे ठिकाणी प्रतिज्ञा हाच त्राटद लिहिला आहे.



प्रत्यक्षप्रमाणांविषयीं .रा कथेत '-८ '?( ६) प्रे. प्र. ४-ह्याचे खालीं ९४२जागजागी योज्ञावे लागतात; म्हणून ते पाठ क
उपसि. १ -- जर चार पदार्थापैकीं पहिल्या?रy.०आणि तिसऱ्यापेक्षां चौथा मोठा असेल, तर बोलाबीमु.त्यांच्या बेरजेपेक्षां मोठी असते.
( व्यक्तिप्र.) जर अरब आणि करडा तर अफकदबस्ट

होईल. ( सिद्धता) कारण; ... अककदवस्थ्य ( प्र. प्र. ४ (रआणि
' पत्करूदकृड ( प्र. प्र. ४) ... अफकरूवाड ( प्र. प्र. इ.)
ही इष्टसिद्रि

उपसि. २-असमान पदार्थाच्या ग्रुपटींपैकी मोठ्याची दुप्पट मोठी
असते. ( हें मागच्या उपसिद्धांतावरून सहज सिद्ध होतें.)

१'' असमान पदार्थीच्या एकाच संख्येइतक्या पटींपैकी मोठ्याची
पट मोठी असते '' हेंही पहिल्या उपसिद्धांताची योजना अनेकवार
केल्याने सिद्ध होतें.)

उपसि. ३-समान अथवा एकाच पदार्थांतून असमान पदार्थ वजा
केले असतां ज्या बाक्या राहतात, त्यांपैकीं मोठा वजाकरून राहिले-
ली वाकी, धाकटा वजा करून राहिलेल्या बाकीपेक्षां लहान असते.

( व्यक्तिप्र.) जर श्रव आणि कदड आहे, आणि अ, व
ह्यातून अनुक्रमें क, ड वजा करून वाक्या अनुक्रमे ई. फ ह्या रा-
हिल्या आहेत. तर ई?फ होईल.

( सिद्धता.) कारण; ईफ असें मानिलें, तर अदव होईल
( प्र प्र. ४ व वजाबाकीच्या व्याख्येचा उपसि. १ ). पण हा पक्ष-

विरोध. ... ई-फ नाहीं.
आतां जर ईदारू असें मानिलें, तर अरब होईल ( प्र. प्र. ४

उप. १ व वजा. व्या. उप. १ ). पण हा पक्षविरोध. ... ईएफ
नाहीं. ... -कि ही इष्टसिद्धि.

उपसि. ४-समान पदार्थाची अर्ध समान असतात.
उपसि. ५-असमान पदार्थीच्या अर्धापेकी मोठ्याचें अर्ध मोठें

असतें.
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( हे दोन उपसिद्धांत, प्र. प्र. २ उपसि. व प्र. प्र. ४ उपर्शि. २
ह्यांच्या आधाराने क्र. वि. रोतीनें थोडक्यांत सिद्ध होतात. परंतु
ह्यापैकी '' समान पदार्थाची अध समान असतात '' ह्याचा समावेश
सातव्या प्र. प्रमाणामध्येंच होतो, असें मानितात.)

( '' समान पदार्थीचे एकाच संख्येइतके हिस्से केले, तर एकीचा
प्रत्येक हिस्सा दुसरीच्या प्रत्येक हिश्शावरावर असतो '' व '' अस-
मान पदार्थीचे एकाच संख्येइतके हिस्से केले, तर मोठ्याचा प्रत्येक

हिस्सा धाकड्याच्या प्रत्येक हिश्शापेक्षा मोठा असतो '' हे सिद्धांतही
पटींच्या सिद्धांतांच्या आधाराने क्र वि. रीतीनें सिद्ध करितां येतात.)

उपसि ६-दोन असमान पदार्यामध्ये दोन समान (अथवा एव्ह-

च) पदार्थ मिळविल्यानें ज्या वेरा येतात, त्यांची वजावाकी
मूळच्या असमान पदार्थीच्या वजावाकीवराबर असते.

(व्यक्तिप्र.) अरब; कध्यडू अ. व ह्यांची वजायाकी न आहे;
आणि धाक, व ड ह्या वेरजांची वजाबाकी म आहे, इतके दिल
आहे. तर नम हें सिद्ध करावयाचें

(सिद्धता) ... अथव आणि न ही त्यांची वजाबाकी आहे (ग्रॅ.
तिज्ञा १,.. बच्चअणून ( वजाबाकीची व्याख्या उप. १ ).
... व ध्डच्चअपककन (प्र. प्र. २)

तसेंच ... आकरूवाड ( प्र. प्र. ४१, आणि थ ही त्यांची
वजाचाकी आहे ( प्रतिज्ञा १, ... बकड-अकककम ( वजावाकीची
व्याख्या, उप. १ ). ... आककनऱ्श्रफककम ( प्र. प्र. १ ).
... न- (प्र. प्र. ३) ही इष्टसिदि

( ७) प्र. प्र. ५. हें प्रमेय सिद्धतेवाचून् स्वीकारणे अवश्य नाहीं;
का कीं हें, दुसरें व चवथे ह्या प्र. प्रमाणांच्या आधारानें थोडक्यांत
सिद्ध करितां येतें. तें असें:--

( देयतीप्र.) अरब; कड; आणि अ, ब त्यांमध्यें अनुक्रम्रें

क, ड वजा करून अनुक्रमें ई,फ ह्या वाक्या राहतात इतकें दिल
आहे. तर ईम्हफ हें सिद्ध करावयाचें
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(सिद्धता) जर -फ असें मानिलें, तर अश् होईल ( ९२व वजा. व्या. उप. १ ). पण हा पक्षविरोध.. ई-फ नाहीं.
आतां जर -फ असें मानिलें, तर अ?व होईल९ ४

व वजाबाकी. व्या. उप. १ ). पण हा पक्षविरोध. ...फ नाहीं
... ईटका ही इष्टसिद्धि.

( ८) प्र. प्र. ५ त्याचा उपसिद्धांत-दोन असमान पदार्थीतून स.
मान पदार्थ वजा केले असतां ज्या बाक्या राहतात, त्यांची वजा.
बाकी मुळच्या असमान पदार्थीच्या वजाबाकीवरावर असते.

( व्यक्तिप्र.) अथवू ककडू अ आ ण व ह्यांची वजावाकी
न आहे, व अ-क, ब-ड ह्या वाक्यांची वजाषाकी म आहे; इतकें
दिलें आहे. तर नम हे सिद्ध करावयाचें.

( सिद्धता.) ... अ-करूड ड ( प्र. प्र. ५१. आणि अ-क,
व-ड ह्यांत अनुक्रमें क, ड हे समान पदार्थ मिळविल्यानें अ, व
ह्या बेरजा येतात ( वजा. व्या. उप. १ ). ... अ, व ह्या वेरजांची
वजाबाकी ही अ-क, ब-ड ह्या मूळच्या असमान पदार्थांच्या वजा-
वाकीवरावर आहे (प्र. प्र४ उप६ ). म्हणजे नऱ्य ही इष्टसिद्धि.

( ९) प्र. प्र. ८- ह्याचे वस्तुतः तीन भाग आहेत. त्याची वा-
स्तविक स्वरूपें ध्यानांत येण्याकरितां आधीं हें प्रत्यक्षप्रमाण स्वीका-
रण्याचा उद्देश काय असावा हें थोडक्यांत दर्शवितो, आणि मग त्या

भागाची सविस्तर स्वरूप सांगतो.
दोन परिमेयांची समानता किंवा असमानता ठरविण्याच्या मुख्य

रीति दोन दिसतात. ( १) त्या परिमेयांची एकमेकांशी प्रत्यक्ष तु-
लना करिता यईल तर करणें, ही एक ( अतिसुलन व मनुष्याची
सहज खातरी करणारी) रीत्रि आणि ( २) जर त्यांची प्रत्यक्ष

तुलना करणें संभवत नसेल, किंवा आयासाचें असेल, तर ती ति-
सऱ्या एकाच परिमाणानं मोजून उत्पन्न होणाऱ्या संख्यांची तुलना
करणे, ही दुसरी रीति. परंतु ( पूर्वी सांगितलेंच आहे कीं,) रेषा-
पिक परिमेये विशेष परिमाणांनीं मोजून उत्पन्न होणाऱ्या संख्यांच्या
धर्माचा आधार कोठेच घ्यावयाचा नाहीं, असा भूमितीतल(
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मुख्य संकेत आहे; म्हणून रेषादिकांची समानता ठरविण्याला दुसरी
रीति अग्राह्य होय. ह्याकरितां पहिलीच रीति योजितातु म्हणजे
दोन रेषा, दोन कोन वदोनआकृति परस्परांशी एका विशेष रीतीनें
जोडितां येतात असें मानून त्यांची प्रत्यक्ष तुलना करणें, हीच
त्यांची समानता व असमानता ठरविण्याची मुख्य रीति भूमितीत
मानितात. ह्या रीतीनें त्यांचा समानता व असमानता ठरविण्याला
जे आधार मानावयाचे, ते ह्या प्र. प्रमाणांत सांगितले आहेत.

आठव्या प्रत्यक्षप्रमाणाचे तीन भाग येणेंप्रमाणें:--
१. ज्या दोन समर्याद रेषा एकमेकींशी सर्वाशीं मिळतात असें

दाखविता येतें, त्या समान असतात ( म्हणजे त्या कोणत्याही एकाच
परिमाणाने मोजिल्या असतां एकच संख्या उत्पन्न होते ).

२. जे दोन कोन एकमेकांशी सर्वाशी मिळतात ( म्हणजे त्यांचे

कोणपिटु मिळून जाऊन त्यांच्या बाजूच्या दिशाही मिळून जातात)
असें दाखविता येतें, ते कोन समान असतात ( म्हणजे ते एकाच पे.
रिमाणानें मोजिले असतां एकच संख्या उत्पन्न होते.)

३. ज्या आकृति सर्वाशी मिळतात ( म्हणजे ज्यांच्या वाजू वा.
जूशी व कोन कोनाशी मिळून जातात) असें दाखविता येतें, त्या?

समान असतात ( म्हणजे त्या एकाच परिमाणाने मोजिल्या असत
एकच संख्या उत्पन्न होते.)

आठव्या प्र. प्रमाणाच्या पहिल्या व दुसऱ्या भागांचे व्यत्यास २मितीमध्यें जागजागींयोजावेलागतात, आणि ते नवव्या प्र. प्रमाणाच्या
योगाने सिद्ध होतात, म्हणून ते ९ व्या प्र. प्रमाणाचे अपसिद्धांत
माजून पुढें लिहिले आहेत

आठव्या प्र. प्रमाणाच्या तिसऱ्या भागाचा व्यत्यास खरा नाही;
म्हणजे '' ज्या आकृति समान असतात, त्या सर्वाशी मिळविता ये-
तात '' असा नियम नाहीं. कारण, त्रिकोण व चौकोन हे समान
आहेत असें भूमितींत अनेक प्रसंगीं सिद्ध केलें जातें; परंतु ते सर्वी-
शो मिळणे संभवत नाहीं. उदाहरणार्थ (१) हा काटकोनचौकोना-
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कृति कागद वड कर्णांवर कातरून अ ड
त्याचे दोन त्रिकोण केले, आणि १

त्यांच्या अड, बक ह्या वाजू सर्वी- मॅकेशी मिळून जाऊन डक, अब ह्या

वाजू एकाच सरळरेषेंत व एकीपुढे ड
एक येतील, अशा रीतीनें ते त्रि- (२)
कोण जोडिले; तर (२) हा त्रिको- बर्केण बनतो. आतां (१) व (२) ह्या

दोन्ही आकृति त्रिकोणांच्या एका-
च जोडीनें झालेल्या आहेत; म्हणून त्या समान आहेत. पण त्या

सर्वांशी मिळणे संभवत नाहीं, हें उघड आहे.
( १०) प्र. प्र. ५ उपसि० १-जर ( प.१) दोन सरळरेषांपै-

कीं एकीचे एक टोंक दुसरीच्या एका टोकार्शी मिळून त्यांची दिशा
एक होईल अशा रीतीनें एक रेषा दुसरीवर ठेविली, आणि ( प.२)
जर त्या दोन रेषा समान असल्या; तर ( सा.) त्यांची राहिलेलो
टोके एकमेकांशी मिळतात ( म्हणजे त्या रेषा सर्वांशी मिळून

जातात.)
उपसि. २-जर ( प. १) दोन कोनापैकी एकाचा कोणीवटु

दुसऱ्याच्या कोणबिंदूर्शी मिळून त्यांच्या एकेक बाजूंची दिशा एक
होईल अशा रीतीनें एक कोन दुसऱ्या कोनावर ठेविला, आणि जर
( प. २) ते कोन समान असले, तर ( सा.) त्यांच्या राहिलेल्या
बाजूंची दिशा एक होते ( म्हणजे ते कोनसर्वाशीं मिळतात.)

( हे दोन्ही सिद्धांत प्र. प्र. ९ व ४ थ्या व्याख्येचा उपसिवांत
ह्यांच्या आधाराने क्र. वि. रीतीनें सिद्ध करावे.)

( ११.) प्र. प्र. १ ०-उपसि.१ -जर दोन सरळ रेषा एका वि-
दूत मिळाल्या असल्या आणि त्यांच्यामध्यें कोन झालेला असला,
तर त्या कोणत्याही अंगास कितोही वाढविल्या तरी पुनः मिळत
नाहींत.
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उपसि २-जर दोन समर्याद सरळ रेषांपैकीं एकीची दोन टोके
दुसरोच्या दोन टोकांशी मिळालीं असली, तर त्या रेषा सर्वांशी

मिळतात.
उपसि ३-कोणत्याही सरळ रेषेची स्थिति समजण्यास तीमधी-

ल कोणते तरी दोन पिदु समजले, ह्मणजे झालें; आणि तिवो स्थिति
व महत्व हीं दोन्हीं समजण्यास तिचीं दोन्ही टक समजली म्हणजे

झाल.
( १२.) प्र. प्र. ११ -८६ जे काटकोन सलग्न असतात, ते समान

असतात '' हें १० व्या व्याख्येवरून सिद्ध आहे; आणि '' जे काट-
कोन सखम नसतात, ते समान असतात '' एवढेच कायते ह्या प्रत्यक्ष-

प्रमाणांत स्वोकारिलें आहे.
( १३.) प्र. प्र. ११-६ प्रमेय १ .३ ह्याच्यापुढे आहे असें मा-

निले असतां, ह्याची सिद्धताही करतां येईल, आणि मग हें प्र. प्रभी-
ण मानणे अवश्य नाहीं. ती सिद्धता अशी:-
( जातिप्र.) '' सल्ला नसणारे काटकोन समान असतात. ''
(व्यक्तिप्र.) डअक आणि हईन ह्या रेघांवर अनुक्रमे भव आणि
इफ हे लव आहेत,

थ गव डअव आणि ह-
ईफ हे सलग्न नस- '''णारे दोन काटकोन ' अ क हू.?

'

झाले आहेत; तर ते समान होतील, हें सिद्ध करावयाचें.
(सिद्धता) अट ह्या अमर्याद रेषेत कोणताही ड बिंदु घेऊन

थक, ईट. ईन ह्या अमर्याद रेषांचे अट, इह. ईन हे तुकडे प्र-
त्येकी अट रेषेवरावर पाडिले. ' ३ '

आतां डमरू रेवा व तिच्या वरील लंब हीं, दृईन रेषा व तिच्या
वरील ला ह्यांशी अशीं जोडेलो कीं, ड बिबु ढ विदुशी मिळेल,
डम आणि हर द्यावी दिशा एक होईल, व दोन्ही लंच हनच्या
एकाच अंगास पडतील
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तर ... डकहनु ( प्र. प्र. १ व प्र. प्र. दे)
म्हणून त्या सर्कशी मिळतोल; ( प्र. प्र. ९ उप. १)
आणि डथ-हईर (रचना)
.. अ विदु ई बिंदूवरच पडेल. म. उप-;)इतके झालें असतां अब लंब ईफ लंचाशीच मिळेल.

कारण, जर न मिळेल, तर तो ईस ह्या स्थितीत पडला, असें
समजा.
आतां हुईक कोनदद्वईस काने, ( प्र. ९)
आणि हईस कोनसईन कोन; ( प्रतिज्ञा व १. व्या. १०)
... हईफ कोनदमर्डन कोन. ( प्र. प्र. अ.)
आणि सहेन कोनरफईन कोन; (प्र. प्र. ९)

ह-मर्फ कोनदफईन कोन. (प्र. प्र. इ.)
परंतु हा पक्षविरोध होय. ... अप लंच ईस ह्या स्थितींत पडणार
नाहीं. ह्याप्रमाणेंच सिद्ध करितां येईल कीं, द्रेफवर पडणें ह्याले-
जि त्याची दुसरी कोणतीही स्थिति संभवत नाहीं. म्हणून तो
'छत्ररच पडेल

आतां डभव आणि हईफ हे दोन काटकोन सर्वीशी मिळाले
.. ते समान आहेत. प्र. प्र. ८

( १४) प्र. प्र. १२ ह्याचा उपसिद्धांत- '' जर एक सरलरेपा
दुसऱ्या दोन सरलरेषांस मिळाली ( किंवा तिने त्यांस छेदिलें) आणि
तिच्या एकाच आगच्या दोन आतरकोणाची बेरीज दोन काटको-
नांपेक्षा कमी असली, तर त्या दोन रेषा पहिलीच्या दुसऱ्या अगास
कितीही वाढविल्या तरो मिळावयाच्या नाहींत.

( कारण; त्या मिळतील असें मानिले, तर १२ व्या प्र. प्रमाणाव-

रून त्या दोन्ही अंगास मिळतात असें ठरून १० व्या प्र. प्रमाणाशी
विरोध येईल.)
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गृहीतकृत्यें व पत्यक्षममाणे ह्यांवर

१. प्रत्येक गृहीतकृत्यामध्ये२व आहे व कोणती कृतिकरितां

येते असें मानिलें आहे, हें निरनिराळे सांगा.
२. '' अ विदुण्सृन् ब बिंदूपर्यंत पहिल्या गृहीतकृत्याप्रमाणे

अब ही वक्ररेषा काहिली, '' असें म्हणण्यांत चूक कोणती?
३. '' अब ही समर्याद रेषा तिच्या व टोकापलीकडे दुसऱ्या

गृहीतकृत्याप्रमाणे कड ह्या रेषेइतकी वाढविली, '' असें ह्मणण्यांत

भूक कोणती?
४. '' अ विंटु ज्याचा मध्य होईल व हक रेषेएवढी ज्याची

त्रिज्या होईल, असें वर्तुळ तिसऱ्या गृहीतकृत्याप्रमाणे काढिलें, ''
असें म्हणण्यांत दोष कोणता?

५. एक सरलरेषा दुसऱ्या सरलेरषेवर, एक कोन दुसऱ्या को.
नावर व एक आकृति दुसऱ्या आकृतीवर उचलून ठेवण्याच्या सभे-
धाने ह्या ग्रंथांत काय स्वीकारिलें आहे?

६. '' एका रेषेची दोन टक दुसरीच्या दोन टोंकाशी मिळतील
अशा रीतीनें एक रेपा दुसरीवर ठेवितां येते '' असें मानिलें आहे
काय? '' एका कोनाच्या दोन बाजू दुसऱ्या दोन वाजशी मिळ-
तील अशा रीतीनें एक कोन दुसऱ्याच्या कोनाशी मिळविता येतो ''
असें मानिलें आहे काय? '' एका आकृतीच्या दोन वाजू दुसरी-
च्या दोन वाजूशीं मिळतील अशा रीतीनें एक आकृति दुसरीवर
उचलून ठेवितां येते.'' असें मानले आहे काय?

७. प्रत्येक प्रत्यक्षप्रमाणामध्यें काय काय दिलें आहे व काय मा-
निले आहे, हें सांगा; व प्रत्येक प्रत्यक्षप्रमाणाचें निदान एकेक उ-
दाहरण देऊन त्याच्या योगाने तें स्पष्ट करून दाखवा.

८. प्रत्यक्षप्रमाणांच्या मालिकेपैकीं परिमेय मात्राला उद्देशून
असणारीं प्रत्यक्षप्रमाणें कोणती, व भूमितींतल्या परिमेयांना मात्र उ-
द्देएन असणारी कोणती आहेत १
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९. पहिल्या प्रत्यक्षप्रमाणाचा पहिला उपसिद्धांत सिद्ध करावयास
या प्रत्यक्षप्रमाणाची योजना किती वेळां करावी लागते?

१ .. पहिल्या प्रत्यक्षप्रमाणाच्या दुसऱ्या उपसिद्धांताचा पहिला
भाग सिद्ध करावयास त्या प्रत्यक्षप्रमाणाची योजना किती वेळां क-
रावी लागते? त्या उपसिद्धांताचा दुसरा भाग सिद्ध करून दाखवा.

११. ( १) कोणत्याही वर्तुलाचा व्यास हा त्याच्या कोणत्याही
त्रिज्येच्या दुपटीवरावर असतो; व (२) एकाच वर्तुळाचे सर्व व्यास
समान असतात. हे सिद्धांत सिद्ध करा.

१२. अ पेक्षां व मोठा आहे, व वरावर क आहे व क वरावर
ड आहे; तर अ पेक्षां ड मोठा आहे, असें सिद्ध करा.

१३. अ प्रत्यक्षप्रमाणाचा उपसिद्धांत सिद्ध करून दाखवा.
१४. अ वरावर व आहे, व वरावर क आहे, व क पेक्षां ड मोठा

आहे; तर अ पेक्षां ड मोठा आहे, असे सिद्ध करा.
१५. अ पेक्षां व लहान आणि व वरावर क आहे; तर अ पेक्षां

क लहान आहे, असें सिद्ध करा.
१६. अ वरावर व आहे, व व पेक्षां क लहान आहे; तर अ

पेक्षां क लहान आहे, असें सिद्ध करा.
१७. अ पेक्षां व मोठा, व पेक्षां ड मोठा, आणि ड घरावर क

आहे; तर अ पेक्षां क मोठा आहे, असें सिद्ध करा.
१ ड. अ पेक्षां व लहान व व पेक्षां क लहान आहे,; तर अ पेक्षा

क लहान आहे, असें सिद्ध करा.
१९. अ वरावर व, व पेक्षां क लहान, व क पेक्षां ड लहान

आहे; तर अ पेक्षां ड लहान आहे, असे सिद्ध करा.
२०. अ बरादर व, व वरावर क व अ पेक्षां ड लहान आहे;

तर क पेक्षां ड लहान आहे, असे सिद्ध करा.
२१. कोणत्याही लघुकोणापेक्षां कोणताही विशालकोण मोठा अ-

सतो, असें त्यांच्या व्याख्या व प्रत्यक्षप्रमाणें ह्यांच्याच आधारानें
सिद्ध करा.
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२२. अ कोनाचा भाग व कोन आहे, व कोनाचा भाग क कोन
आहे, तर क कोनापेक्षां अ फोन मोठाआहे, असें सिद्ध करा.

२३. अ. व हे पदार्थ समान आहेत, व व, क हे समान आ-
हेत; तर अ, व ह्यांची बेरीज कच्या दुपटीबरावर आहे, असें
सिद्ध करा.

२४. अ आकृति व आकृतीवरावर आहे, व क आकृति बया
.भाग आहे, तर अ आकृति क पेक्षां मोठी आहे, असें सिद्ध करा.

२५. अ, व ह्या रेषा समान आहेत; तर अ, क रेपांची बेरीज
व, क रेषांचे बेरजेवरावर आहे, हें कोणत्या प्रत्यक्षप्रमाणावरून
सिद्ध होतें?

२६. अ, व रेषांची बेरीज क, ड रेषांच्या वेरजेवरावर आहे;
व, ई ह्या रेषा समान आहेत; आणि क, फ समान आहेत. तर
अ: ई त्यांची बेरीज ड, फ त्यांच्या वेरजेवरावर आहे, असें सिद्ध

करा.
२७. '' समान पदार्थांच्या दुपटी समान असतात '' ह्याचा स-

मावेश कोणत्या प्रत्यक्षप्रमाणांत होतो असें मानितात? हे दुसऱ्या
प्रत्यक्षप्रमाणाच्याच योगाने सिद्ध करून दाखवा.

२८. अ, व ह्या समान पदार्थाच्या पांचपटी समान आहेत, हें
सिद्ध करावयास दुसऱ्या प्रत्यक्षप्रमाणाची योजना किती वेळां केली
पाहिजे? ह्यावरून समान पदार्थाच्या एकाच संख्येइतक्या पटी
समान असतात, हें सिद्ध करण्याची सामान्य रीति कोणती ठरते १?

२९. अ, व ह्या समान आकृति आहेत; आणि क ही तिसरा
आकृति त्या प्रत्येकीपेक्षां मोठी आहे, तर क, अ ह्यांची बजावाक
क, व त्यांच्या वजावाकीररावर आहे, हें कोणत्या प्रत्यक्षप्रमाणा

वरून सिद्ध होतें?
३०. भ पेक्षां व मोठा आहेतर क, अ ह्यांच्या बेरजेपेक्षां क, बं

ह्यांची बेरीज मोठी आये, हें कोणत्या प्रत्यक्षप्रमाणावरून सिद्ध होतें?
३१. सस्वादहा वर्षीपूर्वी अ हा व पेक्षां वडील होता; तर हाही
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कोण कोणापेक्षा वडील आहे १ ह्या प्रश्नाचें उत्तर कोणत्या प्रत्यक्ष

प्रमाणाच्या आधाराने सांगाल?
३२. अ कोनापेक्षा व कोन मोठा आणि क पेक्षां ड मोठा

आहे; तर अ, क ह्यांची बेरीज व, ड ह्यांच्या वेरजेपेक्षा लहान
आहे, असें सिद्ध करा.

३३. ( १) अ पेक्षां व मोठा आहे: तर अच्या दुप्पटीपेक्षां व-
ची दुप्पट मोठी आहे, असें सिद्ध करा. ( २) अच्या सातपटी-
पेक्षां दवी सातपट मोठी आहे, असें सिद्ध करा.

३४. अ, व ह्याची दरसाल उत्पन्न सारखी आहेत; परंतु अ
पेक्षां वचा दरसाल खर्च जास्त आहे. तर शिलक कोणाची जास्त
रहात असेल? ह्याचे उत्तर युइडच्या प्रत्यक्षप्रमाणांवरून सिद्ध

करून दाखवा
३५. समान पदार्थीचे तृतीयांशसमान असतात, असें सिद्ध करा.
३६, अ पेक्षां व मोठा आहे; तर अच्-या अर्धापेक्षा बर्वे अर्ध

मोठे आहे, असें सिद्ध करा. दोन असमान पदार्थीच्या पचमाशा.
पैकी मोड्याचा पंचमांश मोठा असतो, असें सिद्ध करा.

३७. दोन असमान पदार्थीमध्ये समान पदार्थ मिळविले असतां
येणाऱ्या बेरजांची वजावाकी, मूळच्या असमान पदार्थांच्या वजावा-
कीयरावर असते, असें सिद्ध करा.

३६. पांचवें प्रत्यक्षप्रमाण दुसरें व चवथे ह्यांच्या आधाराने सिद्ध
करून दाखवा

३५. दोन असमान पदार्थांतून दोन समान पदार्थ वजा केले अ-
सतां ज्या वाक्या राहतानं, त्यांची वजाबाकी मूळच्या असमान पदा-
र्धांच्या वजावाकीवरावर असते, हें सिद्ध करा.

४०. एक विशालकोण व एक काटकोन ह्यांची बेरीज, एक

२९व एक काटकोन ह्यांच्या बेरजेपेक्षां मोठी असते, अश्

४१. अ पेक्षां व वडील आहे, तर त्यांच्या वयाचे अंतर कधीं
ही बदलणार नाहीं, असें प्रत्यक्षप्रमाणांच्याच आधाराने सिद करा
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४२. अ, व त्यांच्या पगारांमध्यें २५ रुपयाचे अंतर आहे व
त्यांचे दरमहा खर्च सारखे आहेत. तर त्यांच्या दरमहा शिलकांचें
अंतरही २५ रुपयेच आहे, असें सिद्ध करा.

४३. '' दोन समान रेषांपैकीं एकीचे एक टोंक दुसरीच्या एका
टोकाशीं मिळवून त्यांची दिशा एक केली आहे; तर त्यांची दुसरी
टोके मिळतील''' असें म्हणण्यास आधार कोणता?

४४. '' दोन समान कोनांपैकीं एकाचा कोणविटू दुसऱ्यांच्या
कोणत्रिदनशी मिळून त्यांच्या एकेका बाजूची दिशा एक केली आहे;
तर त्यांच्या राहिलेल्या वाजू मिळतील '' हे म्हणण्यास आधार
कोणता?

४. '' ज्या आकृति समान असतात, त्या सर्वाशी मिळतात.
हें प्रमेय खरें आहे काय? ह्याला एखादा अपवाद आणून आशू.

४६. '' एका रेषेला दुसरी रेषा मिळून दोन कोन झाले, व त
काटकोन असले; तर ते ११ व्या प्रत्यक्षप्रमाणाप्रमाणें समान अस
तात. '' असें म्हणण्यांत दोष कोणता?

४७. नवव्या प्रत्यक्षप्रमाणाचा व्यत्यास खरा आहे काय? उत्त

उदाहरणानं स्पष्ट करा. - १
नीट सरलरेषेनें जाणाऱ्या एखाद्या सडकेची स्थिति नेमक

समजण्यास तीवरचें नुसते एक ठिकाण सांगितलें असतां पुरेल कीयश?

निदान किती ठिकाणे सांगितली पाहिजेत? तिची स्थिति चे२ही दोन्ही निश्चित होण्यास तीवरचीं कोणती ठिकाणें समजले
पाहिजेत?

४९. अकराव्या प्रत्यक्षप्रमाणाचा व्यत्यास खरा आहे काय? द्ये

तर उदाहरणाने स्पष्ट करा.
५०. अ कोन काटकोन आहे व व कोन अ कोनाथरावर आह,

तर व कोनही काटकोन आहे, हें सिद्ध करा.
५१. अकरावे प्रत्यक्षप्रमाण सिद्ध करून दाखवा.
५२. ( १) '' अ, व ह्या समान पदाहीमध्ये क, ड हे पदा

अनुक्रमे मिळविले असतां येणाऱ्या बेरजा समान आहेत; तर क, ड



गृहीतकृत्यं व प्रत्यक्षप्रमाणे ह्यांवर प्रश्न.

हे पदार्थ समान असतील. '' ( २) '' अ, व ह्या समान पदार्था-
तून का ड हे पदार्थ अनुक्रमे वजा केले असतां राहणाऱ्या वाक्या
समान आहेत, तर क, ड हे समान असतील '' हे कोणत्या कोण -
त्या प्रत्यक्षप्रमाणांचे व्यत्यास आहेत, हें सांगा व हे दोन्ही व्यत्यास
सिद्ध करून दाखवा.
५३१) नम, क्षय ह्या रेषांना अब तू

रेषा क, ड बिंदूत छेदिते; आणि नकड, -ककडक्ष ह्या कोनांची बेरीज दोन काटकोन?-. ५ व
पेक्षां कमी आहे. तर नम. क्षय ह्या रेषा म प
कोणत्या टोंकाकडे वाढविल्या असतां मिळतील? (२) त्या म. य ह्या

टोकाकडे मिळतील किंवा नाहीं? ( ३) मा य टोकांकडे मिळतील
असें सिद्ध होण्यास कोणत्या कोनाचोवेरजि दोन काटकोनांपेक्षांकमी
आहे असें दिलें पाहिजे? उत्तेर प्रत्यक्षप्रमाणांच्याच आधाराने सांगा.

पहिल्या पुस्तकांतल्या सिद्धांतांवरील
मश्नांविपयीं सूचना.

( मुख्य ग्रंथामध्ये प्रत्येक सिद्धांताच्या पुढें जे त्यावर प्रश्न लिहिले
आहेत, ते स्वतः सोडविण्याविषयीं आधीं यत्न करावा, आणि शेवटीं
ह्या सूचना वाचाव्या; म्हणजे त्या सिद्धांतांविषयी वरीच समजूत हो-
ईल. सिद्धांतांविषयी जें कांहीं कमजास्तलिहावयाचें, ते ह्या सूचना
मध्येंच लिहिले आहे.)

१ .१ प्रश्र २-१ .१ ह्या कृत्याची सामान्य रीति अशी:-
दिलेल्या रेषेचें प्रत्येक टोंक मरपषितु व सारी रेषा त्रिज्या कल्पून

दोन वर्तुळे काढावी, आणि त्यांच्या परिघांच्या छेदनबिंदूंपैकी एक
व दिलेल्या रेषेची दोन्ही टोके ही साधावी. म्हणजे इच्छिल्या प्रका-

रचा त्रिकोण होईल.
१. १ प्रश्न३-तीन रेपांची समानता ठरण्यास त्यांपैकीं प्रत्येक

दोन दोन रेषांची ( म्हणजे रेषांच्या तीन जोड्यांची) समानता ठरली
पाहिजे. त्यापैकी दोन जोड्यांची मात्र समानता त्या वाक्यांत ठर-



पहिल्या पस्तकाळ्या

विलेली आहे, आणि तेवव्यामरूनच ( म्हणजे अक. बझ ह्यांची
समानता न ठरविता) तिन्ही रेपा समान आहेत, असें म्हटलें आहे.
ह्याक रेतां '' म्हणून पहिल्या प्रयक्षामाणाग्रमाणें अक. बक समान
आहेत '' ह्या वाक्याचा संक्षेप झाला.

१२ प्रश्न ६ -१. २ ह्याची सामान्य रीति-१ १) दिलेला ावईंदु व
दिलेल्या रेषेचे ( कोणतें तरी) एक टोंक ही साधावीर ( २) सांध-
णाऱ्या रेषेवर ( तिच्या कोणत्या तरी अंगास) समभुज त्रिकोण
कारावार ( ३५ दिलेल्या रेषेचे सांधिलेलें टोंक मध्य व ती सारी रेषा
त्रिज्या कल्पून वर्तुल काटावेर ( ४, समभुजत्रिकोणाची दिलेल्या
बिदुसमोरचीचवाजू ह्या वर्तुळाच्या परिघाला मिळे तोपर्यंत ( सांध-
णाऱ्या रेपेच्या कोणत्या तरी अंगास) वाढवावी ( आयती कोठें तरी
मिळाली असल्यास वाढविणे अवश्य नाहीं, ( '५) समभुजत्रिको-
णाचा साधणाऱ्या रेषेसमोरील कोणथिदु हा मध्य व त्यापासून पे-
हिल्या वर्तुळाच्या परिघापर्यंत निघालेली रेषा ही त्रिज्या करवून
दुसरें वर्तुल काढावेर आणि ( ६) दिलेल्यारेषेच्या सांधिलेल्या टका-
समोरची समभुजत्रिकोणाची वाजू दुसऱ्या वर्तुलाच्या पारघापयेत
पूर्वींची ( ४) ह्यांतली वाजू साधणाऱ्या रेषेच्या ज्या अंगास वाहे-
विली असेल, त्याच अंगास) वाढवावी.

ह्या कृतीने दिलेल्या विदुपासून् दुसऱ्या वर्तुलाच्या परिघापर्यंत

जी रेषा होईल, ती इष्ट रेषा होय.
ह्या रीतीवरून उघड आहे की, ( १) ह्यांतील साधणाऱ्या रेषा

दोन होतील. ( २) ह्यांतील सममुत्रत्रिकोण चार होतील, आणि
(४) त्यांत सांगितल्याप्रमाणें प्रत्येक समभुजत्रिकोणाची बाजू दोन्ही
अंगास वाढविल्यामुळे ( ५) ह्यांतील दुसरी वर्तुळे आठ निघतील;
म्हणून ह्या रीतीनें इष्ट रेषा आठ निघणे संभवते. परंतु दिलेला बिंदु
दिलेल्या रेघेतच असेल, अथवा ती वाढविल्यानें तीमध्यें येत असेल,
तर मात्र ह्या आठ रेषांपैकीं दोन दोन रेषा मिळून जाऊन चारच
होतात (ही गोष्ट १ .३२ ह्यावरून सिद्ध होते ).

'. २ प्रश्न ०-१. ३ ह्याची सामान्यरीति-मोठ्या रेषेच्या एका
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टोंकापासून लहान रेषऐवटी एक रेषा ( १. २ त्याप्रमाणें) काढावी;
आणि तेंच टोंक मध्य व ती काढिलेली रेषा त्रिज्याकल्पून एक वर्तुल

काढावे ह्या वर्तुलाचा परीघ मोठ्या रेषेला ज्या बिंदूंत छेदील, तो
विदु व तें टोंक ह्यांच्या मधील मोठ्या रेषेचा भाग, हा इष्टभाग होय.

( एथवर ज्या तीन कृत्यांच्या सामान्यरीति सांगितल्या, त्या के-
वळ मासल्याकरिता सांगितल्या. ह्या मासल्याची प्रत्येक कृत्याची सा-
मान्यरोति तयार करण्याविषयी अगत्य यत्न करावा. म्हणजे त्या कृ-
त्याच्या पक्षामध्ये कांहीं फेरफार केला, तरी देखोल त्याच्या दृष्ट्या-

सीची एखादी युक्ति सुचते आणि एकंदरींत त्या कृत्याविषयी चांग
ली समजून होते.)

१. ४ प्रश्न २-ह्या सिद्धांताचे तीन भाग आहेत. प्रत्येक भागा-
चा पक्ष एकच आहे; आणि त्याची साध्यें प्रतिज्ञेत अनुक्रमें ( १,)
( २ ओ, ( ३) ह्या अंकानी दाख;वली आहेत. हे निरनिराळे तीन
सिद्धांत समजून त्यांच्या निरनिराळ्या सिद्धता लिहिल्या तरी चा-
लेलू परतु सिद्धतेच्या आरंभापासून, पाये सर्वाशी मिळतात हें जेथें
सिद्ध झालें आहे, तेथपर्यंत सिद्धतेचा सारा भाग प्रत्येक भागाच्या सि-
दृतेला आवश्यक आहे; म्हणून त्या सर्वाची सिद्धता एकेच ठिकाणी
लिहितात. तथापि जर त्यांपैकीं कोणत्याही एकाच भागाची सिद्धता
करावयास सांगितलें, तर सिद्धतेंतील वाक्यांपैकीं जी त्या भागाच्या
सिद्धतेला आवश्यक नाहींत, तीं गाळून टाकावी. तसें न केलें तर
अप्रासंगिकता हा दोष होईल.

( ज्या ज्या सिद्धांतांचे अनेक भाग असतात, त्याचे ते भाग निर-
निराळे दाखवून त्यांच्या सिद्धताही निरनिराळ्या करप्याविपयी अव.
२य यत्न करावा; म्हणजे त्या सिद्धांतांविषयी चांगली समजूत होते.)

ह्या सिद्धांताचे तीनही भाग मिळून एक त्रिकोण दुसऱ्या त्रि-

कोणाशी एकरूप आहे, असें सिद्ध झालें.

१. ४ प्रश्न ५-१. ४ ह्याच्या सिद्धतेचे सामान्यस्वरूप अ-एका त्रिकोणाच्या एका बाजूचे (पायातले) टोंक, त्या कज्रृशी क्रो.
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वर असणाऱ्या दुसऱ्या त्रिकोणाच्या बाजूच्या (पायांतल्या) टोंकाशी
मिळून त्या बाजूंची दिशा एक होईल, अशा रीतीनें एक त्रिकोण
दुसऱ्यावर उचलून ठेवाला, असें मानावे ( एवढेच काय तें आधार
वाचून करितां येतें असें मानिलें आहे ). नंतर त्या बाजूची राहिले-
ली टोके मिळणें. दुसऱ्या बाजूची दिशा एक होणें आणि त्याची दु.
तरी टक मिळणे ह्या गोष्टी घडल्याच पाहिजेत, असें ( प्रतिज्ञा व प्र.

प्र. ९ ह्याचे उपसिद्धांत ह्यांच्या आघाराने) सिद्ध करावे. ( सारांश
त्रिकोणांचे अवयव जोडण्याचा आरंभ पायाच्या एका टोकाशीं व
शेवट टसऱ्या टोकार्शी करावा.) ह्याप्रमाणें पायांची टोकं मिळतात
असें सिद्ध केलें, म्हणजे प्र. प्र. १० व प्र. प्र. ८ ह्यांच्या आधारान
इष्टसिद्धि होते

ह्याच्या सिद्धतेमध्यें '' रेषा रेषेवर पडणें '' ह्याचा अर्थ '' त्यांच्या
दिशा एक होणे'' एवढाच समजावा, ''सर्वाशी मिळणे'' असा समजू
नये.

१. ४ प्रश्न ७-अक आणि डईह्याप्रत्येकी अश्शी समान आहेत
( प्रतिज्ञा १, म्हणून त्यापरस्पर समान आहेत ( प्र. प्र. १ ). ह्याप्रमाणेच

अ डअब, डफ ह्या समान आहेत, असें
सिद्ध होतें. आतां अवक त्रिकोणा-
च्या अब, अक ह्या वाजू व त्या-
च्या मधील अ कोन ही, डईफ त्रि- ०
कोणाच्या डफ, डई ह्या बाजू व व क इ फ
त्यांच्या मधील ड कोन द्यांशी अनुक्रमे बरोबर आहेत ... अव
आणि डफ ह्या समान बाजूसुमोरील क आणि ई' हे कोन समान
आहेत ( १ .४ भाग २ ). आणि व कोन ई कोनावरोबर ठरलाच
आहे (१ .४ भाग २); आणून व कोन क कोनाबरोबर आहे (प्र प्र. १)

( ही वस्तुत: '' समद्विभुजत्रिकोणाच्या पायाकडील कोन समान
असत '' या सिद्धांताची एक सोपी सिद्धता झाली.)

१. ५ प्रश्न १-१. ५) ह्याचे दोन भाग (१) व (२) ह्या अकांनीं
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दाखविले आहेत. त्यांपैकीं नुसता दुसरा भाग सिद्ध करावयाचा, तर
एकंदर सिद्धतेंतलीं वरीच वाक्यें गाळिलीं पाहिजेत. ह्या गोष्टीकडे
लक्ष असावें.
१.५ प्रश्र ६- की ही अमर्याद आहे आणि वक्र ही समर्याद

आहे; म्हणून अमर्याद व समर्याद रेषांच्या लक्षणांवरून अमर्यादरेषा
समर्याद रेषेपेक्षां मोठीच मानिली पाहिजे.

१ .५ प्रश्न ७-१. ४ प्रश्न ६ ह्यांत १ .५ भाग १ त्याची जी सापी
सिद्धता सांगितली, ती एक झाली तिचेंच दुसरें एक स्वरूप कोणी
ग्रंथकार सांगतात. तें असें:-अबक त्रिकोण उचलून त्याच्याच वर
पुन: असा ठेविला कीं, अकच्या पहिल्या स्थानी अब पडेल व अ-
बच्या पहिल्या स्थानी अक पडेल. मग १ .४ ह्याच्या सिद्धतेत दा-
खविल्याप्रमाणें प्र. प्र. ८ ह्याच्या आधारानें व कोन क कोनावरो-
वर आहे, असें सिद्ध करितां येईल.

समद्विभुजत्रिकोणाच्या शिरकोनास दुभागणारी एक रेषा मानून
ती पायास मिळे तोपर्यंत वाढविली असतां, जे दोन त्रिकोण होतात,
त्यांस उद्देशून ( १. ४ भाग २) ह्याची योजना केल्याने पांचव्याचा
पहिला भाग थोडक्यांत सिद्ध होतो. परंतु कोन दुभागण्याची रीति
अद्यापि ठरली नाहीं, ह्याकरितां अशी सिद्धता करणें अयोग्य, असें
कित्येकांचे मत आहे.

असो, वरील रीतींपैकीं कोत्या तरी एका रीतीनें पहिल्या भा-
गाची सिद्धता केली असतां, पुढें १. १३, व कांहीं प्रत्यक्षप्रमाणें त्यांच्या
योगानें दसरा भागही थोडक्यांत सिद्ध करितां येईल.

१? ६ प्रश्न- ह्याच्या सिद्धतेमध्यें जी बाजू मोठी शनिली अ.
सते, तिचा लहान वाजुएऽवहा तुकडा पाडावयाचा तो पक्षांतील
( समान) कोनाच्या कोणविरुपावृन्च पाडिला पाहिजे. नाहींपक्षीं
( १. ४) ह्याची योजना करितां येणार नाहीं.

हा सिद्धांत १. १८ ह्याच्या पुढे आहें, असे मानिल्यास ह्याची
सिद्धता फार थोडक्यांत होते; आणि तो १. १८ ह्याच्या पुढे ठेवि.
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ल्यानें इतर सिद्धांतांची गैरसोयहो होत नाहीं. काकी, २. ४ पर्यत

ह्याची योना करण्याचा प्रसंग मुरुडच्या ग्रंथात नाहीं.
१. ६ प्रश्न ५ - पांचव्या सिद्धांताच्या दुसऱ्या भागाचा व्यापक-

व्ययास असा-'' त्रिकोणाच्या कोणत्याही दोन वाजू तिसरीच्या प-
लोकडे वाढवल्या असतां होणारे बाहेरचे फोन जर समान असले,
तर त्या दोन वाजू समान असतात. '' अ

( -र्ध्याक्तप्र.) कवड कोन वकई कोन
आहे; तर अब थकहोईलच( सिद्धता) अबच्या वाढविलेल्या ग. -लं;गात ड बिंदू घेतला, व वड बरोबर कई?-चेकरून बरं. कड आणि ईड सांधिल्या. -आतां बकड आणि बकई ह्या त्रिकोणांस १. ४ लाविल्यान

बई-ड व बंद कोन अ बकड कोन व कडव कोनत्रवर्त्रक कोन
असें सिद्ध होते.. .. डबई कोन-डकई कोन ( प्र. प्र. ३ ).

पुन डबई आणि डकई ह्या त्रिकोणांस १. ४ भार लाविल्यान
वडई कोनकईड कोन असें ठरतें. मग १. ६ व प्र. प्र. ३ ह्यांच्यी
योगाने इष्टसिद्धि होते.

अथवा हें प्रमेय पुढें १. १३, कांहीं प्रत्यक्षप्रमाणें व १. ६ ह्यांच्या
योगाने फार थोडक्यांत सिद्ध होतें.

१. ६ प्रश्न ७--वग, कफ ह्यांचा छेदनविदु ह मानिला, तर?

१. ५ च्या सिद्धतेंत ठरल्याप्रमाणें हबककोनब्रहकब कोन. ... हब
हक ( १. ६) ... अवह आणि अकह ह्या त्रिकोणांस ( १. ४

भाग २ रा) लाविल्यानें इष्टसिद्वि होते.
१. ७ प्रश्न तै -१. ७ च्या पहिल्या आकृतीत कड ह्या एकाचं

पायावर अकड आणि बकड हे दोन समद्विभूज त्रिकोण आहेत,
असें मानिल्यानें विमेध आला आहे; म्हणून प्रत्येकाचा शिरोबिंदु
दुसऱ्याच्या बाहेर पडणार नाहीं हें सिद्ध झालें. आतां एकाचा
शिरोविंदु दुसऱ्याच्या बाजूवर पडणार नाहीं हेंही ( १. ५ १च्या सा-
त्यानें सहज सिद्ध होईल. इष्टसिद्धि
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१. ७ प्रश्न c-ह्या सिद्धांताच्या पक्षामध्ये चार गोष्टी दिल्या
आहेत, त्या अशा:-

(१) '' दोन त्रिक्रोण एकाच पायावर ठेविले आहेत'' (२) ''पा-
याच्या एकाच अंगास ठेविलेआहेत,न्( ०९) ''पायाच्या एका टोंकांत
संपणाऱ्या त्यांच्या बाजू समान आहेत, '' आणि (-८) '' पायाच्या दु-
सऱ्या टोंकांत संपणाऱ्या वाजू समान आहेत,'' हा पक्ष होय; व ' ते
निराळे पडणार नाहींत'' ( सर्वाशी मिळून जातील) हें साध्य होय.

(१. ७ हा नवीन शिकणारांस फार कठीण जातो, व त्याचा उ-
पयोग केवळ १. ८ च्या सद्धतेमध्येंच झालेला दिसतो; म्हणन
१. ८ हा पुढें दाखविल्यापमाणें १. ७ च्या मदतीवांचून सिद्ध केला
असतां १. ७ हा गाळितां येईल.)

१. ८ प्रश्न १ -ह्याच्या सिद्धतेंत दाखविल्याप्रमाणे, अवक विको-
णाच्याबक पावाची बाक टोके ईफ पायाच्याई, फ टोकार्शी मिळ-
तील अशा रीतीनें अवक त्रिकोण उचलून ठेवावा; पण ईफच्या ज्या
अंगास डईफ त्रिकोण आहे, त्यापासून भिन्न अंगास अवक त्रिकोण
ठेवावा. नंतर त्यांचे शिरोषिंदु साधावे. ही सांधणारी रेषा (१)
पायाला छेदील, ( २) पायाच्या एका टोंकांतून जाईल, किंवा
( ३) पायाला मुळींच मिळणार नाहीं, ह्मणजे दोन्ही त्रिकोणांच्या
बाहेर पडेल. ( १) व ( ३) ह्या स्थितींत साधणाऱ्या रेषेवर दोन
समद्विभुजत्रिकोण पडतात व ( २) ह्या स्थितींत एकच पडतो.
मग १. ५ व प्र. प्र. २ किंवा प्र. प्र. ३ ह्याच्-यायोजनेनेइष्टसिद्धि होते.

१ ८ प्रश्न २-१. ८ प्रमाणें दोन त्रिकोणांचा एकेक कोन स-
मान ठरल्यावर १. -८ लावावा. ( १. ८ त्यांत पायासमोरील को-
नांची मात्र समानता सिद्ध केली आहे, म्हणून इतःपर दोन त्रिको-
णांच्या क्षेत्रांची समानता सिद्ध करावयाची असतां त्याची योजना
करावयाची नाहीं, १. ४ ह्याची योजना करावयाची. हें ध्यानांत

??असाव.)
१. ८ प्रश्न ३-लवाबाहेरच्या एखाद्या विदुऽपासन समर्याद रेषेची

दोन्ही टक व मध्य ह्यांपर्यत रेषा कादिल्यानें दोन त्रिकोण होतात
मग १. ८ ह्याच्या साह्याने क्रमविरुद्ध रीतीनें इष्टसिद्धि होते.
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१ .५ प्रश्न २- अविदु मध्य व अड त्रिज्या कल्पून वळ काढावं;
तें अकला ई विदूरतू छेदील. नंतर ड आणि ई हे मध्य व उडे
त्रिज्या कल्पृन् दोन वर्तुळे काढावी, ही फ विद्रुत परस्परांस छेदि-
तात. नंतर आरू साघावी. एवढीच काय ती रचना कोन दुभागा-
वयास आवश्यक आहे. डफ, फई ह्या रेषा सिद्धतेकरितांच काढाव्या
लागतात.

१ .५ प्रश्न ५- नवव्या सिद्धांताच्या योगाने २,४,८,१ ६ क्षणी-

दिक दोहोंच्या कोणत्याही पूर्णसंख्याक घाताइतके समान भागक-
रिता येतात.

१ .ते ० प्रश्न २- दिलेल्या रेषेची दोन्ही टोके व वर्तुळांच्या परि-
घांचे छेदनबिंदु साधिल्यानें त्या साधणाऱ्या रेषेच्या दोहो अंगास जे
दोन त्रिकोण होतात त्यांस १८ लावावा. नंतर दिलेल्या रेषेच्या
दोन भागांवर जे दोन त्रिकोण होतात, त्यांना १ .४ लावावा. म्हणजे

इष्टसिद्धि होते
१ .१ ० प्रश्न ३- _yaऋrंाइऊमतींतल्या कृत्याची सोपी रीति ह्याचा अर्थ:--

भूमितीतले एखादे कृत्य प्रत्यक्ष करावयाचें असलें, तर तीन गृहीत-
कृत्यांमध्यें स्वीकारलेल्या ( आखणी व कर्कट ह्या) साधनांखेरीज
कोणतेंच साधन घ्यावयाचे नाही, असा भूमितीतला संकेत आहे;
आणून कोणत्याही कृत्याच्या ज्या रीतीमध्ये '' दोन बिंदु साधणे १
'' रेषा वाढविणे '' आणि '' वर्तुळ काढणें '' ही कृत्ये अगदीं कम
वेळां करावीं लागतील, ती रीति सर्वात सोपी समजावयाची.

ह्या अर्थाप्रमाणें पाहिले असतां पुस्तकांतल्या रीतीमध्ये समभुज-
त्रिकोण काढण्याकरितां दोन वर्तुळे व दोन रेषा काढाव्या लागतात.
आणि ह्याखेरीज कोन दभागण्याकरितां रेषा व वर्तळे काढावी लाग-
तातच. परंतु दुसऱ्या प्रश्नांतल्या रीतीमध्ये दोन वर्तुळे व एक रथा
एवढ्यानेच काम होतें. म्हणून ही रीति सोपी होय.

११० प्रश्न ७- अब रेषा क आणि ड. अ-कडबह्या दोन विडृतू दुमागिली गेली असें मानिलेर तर अक, अड ही
पैत्यहो तिची अर्धे होतील .. तीं प्र. प्र ७ वरून समान ठरतील.
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आणि त्यामुळें प्र. प्र. ५ ह्माशी विरोध येईल. ... रेषा अनेक बिंडूंत
दुभागिली जात नाहीं.

१ .१ १ प्रश्न ३- प्रथम ड विदु येथें, क मध्य व कड त्रिज्या क-
खेपून वर्तुळ काढणें; त्याचा परीघ कबला ज्या ई -बघून छेदील, तो
व ड हे मध्य आणि डई त्रिज्या कल्पुन् आणखी दोन वर्तुळे काडणे,
व ह्यांच्या परिघांचा छेदनबिंदु आणि कबिंदु हे साधणे, एवढीच
काय ती कृति लंबास आवश्यक आहे. फड, फई ह्या रेषा सिद्धते-

करिताच काढाव्या लागतात.

११२ प्रश्न ३- दिलेली रेषा समर्याद असल्यास, रचनेत दुभागि-
लेल्या रेषेचा मध्य जर दिलेल्या रेषेत येणार नाही, तर इष्ट लव पु.
स्तकांतल्या रीतीनें काढिता येणार नाहीं. ( आणि अशा स्थितीत
मुळींच लंब काढितां येणार नाहीं, हें पुढें सिद्ध करितां येईल.)

११२ प्रश्न ५-प्रत्येक साधणाऱ्या रेषेने मूळच्या त्रिकोणाचे दोन
दोन त्रिकोण होतात. त्रिकोणांच्या ह्या तीन जोड्यांपैकीं एकींतील
एक व दुसरीतील एक अशा दोन दोन त्रिकोणांस १. ४ भा. १

लावावा. ह्मणजे इष्टसिद्धि होते.
१ .१ ३ प्रश्न १ न! १) ह्याची प्रतिज्ञा '' दोन सलयकोणाची बेरीज

दोन काटकोनांवरोबर असते '' अशी म्हटली तरी चालेल.
( २) साकुझकोण समान असतात किंवा असमान असतात, आणून

ह्याच्या सिद्धतेचे दोन भाग होतात, ते ( १) व ( २) (या अंकानी
दाखविले आहेत.

(३) जर दोन काटकोनांचा कोन मानिला, तर दोन काटकोनांची
व दोन साहप्रकोणाची बेरीज एकेका कोनाने दाखविता येईल, आणि
मग १ .१ रे च्या सिद्धतेचा दुसरा भाग हा, प्र. प्र. उ. व प्र. प्र. १ ह्यांच्या
आधाराने थोडक्यांत आटपेल. परंतु दोन काटकोनांचा कोनच होत
नाहीं असें भ्रमितींत मानिलें ओह, त्यामुळें त्या दोन बेरजा प्रत्येकी

तीन कोनांच्या वेरजेवराबर आहेत, असें दाखवून इष्टसिद्धि करणें
प्रास झालें; आणि त्या योगाने सिद्धता वाढली.

१५
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१. ११ प्रश्न २- १. १३, प्र. प्र. १ व प्र. प्र. ४ उप. ३ ह्यांची
अनुक्रमे योजना करावी.

१. १३ प्रश्न ६- एकाच सरळरेषेत नसणाऱ्या दोन सरळरेषा
एकाच विद्वत मिळाल्या असतां, त्यांच्या योगाने त्या चिंदुजवळ दोन
कोन होतात. कोन करणाऱ्या दोन रेषांपैकीं कोणतीही एक रेषा
त्यांच्या मेलनबिंदूच्या पलीकडे वाढविली असतां ती वहिर्वक्रकोणां
तून जाते, हें त्याच्या व्याख्येवरून उघड आहे. म्हणून १. १०९ च्या
आधाराने तो दोन काटकोनापेक्षा जास्त असतो, असें सिद्ध क-
रिता येईल.

९१४ प्रश्न २- ''भिन्न अंगाकडृनू'' हे शब्द क!गाळिले असतां ह्या सिद्धांताला अपवाद येतो.तो.असा:- इ .....'....व
अफ रेषेतल्या द विदृंतूरनतीवर बई लंब काटि-

ला, आणि झालेले दोन्ही काटकोन बक, डब फ
ह्या रेषांनीं टुभागिलेर तर अवक हा अर्धा काटकोन व अवड हा
दीड काटकोन होईल.

आतां अब रेषेला तिच्या व ह्या एकाच टोंकांत बक आणि वड
ह्या रेषा मिळाल्या आहेत; व अवशीं झालेल्या अबक आणि अईए-

वड ह्या कोनांची वेरीज दोन काटकोनांबरावर आहे; म्हणजे १ .१ ४
च्या पक्षातली '' भिन्न अंगांकडून येणे '' ह्या गोष्टी खेरीज सारी
सामग्री येथें जुळली. परतु बक, वड ह्या एकाच सरळरेषेत अ.
सणे संभवत नाहीं; कां कीं, त्यांच्यामध्यें काटकोन झाला आहे, ह
रचनेवरून उघड आहे.

१. १४ प्रश्न ३- एका रेषेच्या भिन्न अंगांकडून दोन सरळ-
येपा येऊन तिच्या एकाच टोकांत तिला मिळाल्या आहेत, '' ही
गोष्ट १. १३ व १. १४ ह्या प्रत्येकाच्या पक्षांत आहे; आणि ' त्या

एकाच सरळयेत आहेत '' ही १. १३ च्या पक्षातली गोष्टी. १४
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व साध्य आहे; व '' झालेल्या दोन कोनांची बेरीज दोन काटकोना-
वरावर असते '' हें १. १३ चे साध्य १. १४ च्या पक्षांत दिलें आहे,
म्हणून १. १३ व १. १४ हे परस्परांचे व्यत्यास आहेत.

१. १५ प्रश्न १ -पहिल्या उपसिद्धांता-
ची सिद्धता- अध( व्यक्तिप्र.) अकवस्ककड बरोबर डु ऊ
चार काटकोन, हें सिद्ध करावयाचें.

(सिद्धता.) थक आणि वऱ्ड, ( १ .१५)
... अस्वकफड, ( प्र. प्र. २), ... २ (अस्ह)ऱ्थअवकककड

( प्र. प्र. २ ). परंतु अ-. काटकोन, ( १. १३)
... २ (अफंद)ध्य४ काटकोन. (प्र. प्र. ६)
... अकवस्ककड ४ काटकोन. (प्र. प्र. १)
१. १५ च्या दुसऱ्या उपसिद्धांताची सिद्धता-

अ न फ( व्यक्तिप्र.) अब, कब, डव, ईद
फब, ह्या रोग ब विद्युत मिळून त्याच्या
सर्वागास पांच कोन झाले आहेत; तर स--न्-न-ईत्यांची बेरीज चार काटकोन होईल, हें क.
सिद्ध करावयाचें.

ड
( सिद्धता.) ईद, उब ह्या रेषा व विंद्रृकडेवाढविल्या. (गृ.रू.आतां प्र. प्र. २ ह्याची अनेकवार योजना केली असतां असें दाख-

वितां येईल कीं, दिलेल्या पांच कोनांची बेरीज ही सदन, नबई,
ईबड आणि डबस ह्या चार कोनांच्या बेरजेवरावर आहे,
आणि ह्या चार कोनांची बेरीज पहिल्या उपसिद्धांतावरून चार
काटकोनांबरोबर आहे. म्हणून दिलेल्या पांच कोनांची बेरीज चार
काटकोनांबरोबर आहे. ( प्र. प्र. १)

ह्या उपसिद्धांताच्या प्रतिज्ञेतील '' आणि त्या बिंदूच्या सर्वौगांस
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कोन झाले '' हे शव्द गाळिले असतां हा १
सिद्धांत खोटा पडतो, हें बाजूस काढिलेल्या
आकृतीवरून स्पष्ट आहे. इ

अ क डतसेंच '' न विभागलेले '' हे शv-५ गाळिले असतां अवड, कबई,
असले कोनही उद्दिष्ट आहेत, अशी समजूत होईल. पण सिद्धांतांत-
ला तसा उद्देश नाहीं.

१. से ५ प्रश्न २- दुभागिलेल्या कोनाखेरीज- राहिलेल्या कोना-
पैकी एक दुभागून १. १३ प्रश्न ५ व १. १४ ह्यांची योजना
करावी.

१. १५ प्रश्न ५- ( जातिप्र.) चार रेषा एकाच विंदृत मिळून
त्या चिंटूजूवळ जर ( न विभागलेले) चार कोन झाले, आणि त्या-

पैकी एक टाकून एक असे दोन दोन कोन ६
परस्परांशीं समान असले, तर त्या चार
रेषांपैकीं एक टाकून एक अशा दोन दोन

वरेषा एकाच सरळरेवेत असतात.
( व्यक्तिप्र.) अब, कब, डब, ईव 'क

ह्या रोग ब विद्युत मिळून त्याजवळ चार कोन झाले आहेत;
आणि अबक कोनन्यवईकोन वअबईकोन-कबडकोनआहे. तर
अब, डब ह्या दोन आणि कब, ईद ह्या दोन रेषा एकेक सरळरे-
षेत असतील.

( सिद्धता.) अवकस्थबईडबईककबड, ( प्रतिज्ञाव प्रप्र,nD)

... २ ( अवककअबई )अवककअबईफडबईककबड,
( प्र. प्र२)

.. २ ( अवक-अवी-४ काटकोन, ( १. १ ५उप२ व प्रप्र. १)
... अवककअबईध२ काटकोन, (प्र. प्र४ उप४)
... कब आणि ईब ह्या एकाच सरळरपेत आहेत. ( १. १४)
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त्याप्रमाणेंच अब आणि डब ह्याही एकाच सरळरेषेत आहेत,

असें सिद्ध करतां येईल.
१. १६ प्रश्न १ - ह्याच्या रचनेतील लक्षांत ठेवण्याजोगी गोष्ट

एवढीच आहे कीं, बाहेरील कोन व तो आतील ज्या कोनापेक्षां
मोठा आहे असें सिद्ध करावयाचें असेल, तो कोन, त्यांच्या कोण.
भिंद्दंरमधील बाजू दुभागावी लागते.

१. १७ प्रश्न १ -विवक्षित दोन कोनांमधील वाजूतुला कोणताही
बिबु व तीसमोरचा कोणबिंदु हे साध्रृन १. १६, प्र. प्र. ड उप. १,
१. १३ व प्र. प्र. अ ह्यांच्या योजनेने क्रमिक सिद्धता करावी.

१. १७ प्रश्न १० -१ १) '' दोन रेषांस एक रेपा मिळते '' व
( २) '' मिळणाऱ्या रेषेच्या एकाच अंगास झालेल्या दोन आंतर-
कोणांची बेरीज दोन काटकोनांहून कमी आहे '' ह्या दोन गोष्टो
मिळून प्र. प्र. १२ ह्याचा पक्ष आहे, आणि ( ३) '' ह्या दोन रेषा
( त्याच अंगास) मिळतील ( म्हणजे त्या दोन रेषा व तिसरी मि.
ळणारी रोग ह्यांचा त्रिकोण बनेल )'' हें प्र. प्र. १२२ साध्य आहे;,
परंतु ( १) आणि (३) (या दोन गोष्टी मिळून १. १७ चा पक्ष आहे
व ( २) ह त्याचें साध्य आहे. ह्यावरून प्र. प्र. १२ व १. १७ हे
परस्परांचे व्यास आहेत, हें उघड आहे.

१. १८ प्रश्न ३- ज्या दोन वाजूविषयींविचार करावयाचा त्यांच्या

मेलनीवरूपासून् तुकडा पाडिला पाहिजे. अ
१. १८ प्रश्न ४- अब वाढवून अकअड

केली. व
आतां अकव कोनदअकड कोन, ९-आणि अकडथडक, ( १. ५) क
.आणि अडकदभवक. ( १. १६) ... इष्टसिद्धि.

१. १५ प्रश्न १ - १. १ ड व १. १९ हे परस्परांचे व्यत्यास
आहेत.

१. १९ प्रश्न २-१ .१ ६, प्र. प्र. अ उप. आणि १. १९ ह्यांची
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१. १९ प्रश्न ५- (व्यक्तिप्र). अवक हा
समद्विभुजत्रिकोण आहे; तर (१) ह्या आ- ब
कृतीत अडदअव होईल.

कारण अडव कोन?अकव,
( १. १६)

५ २८ कोन?असड. ( १. ७५ व

(१)

प्र. प्र. अ. उप) डकैवे.. अडरअव. ( १ १९.
( २) ह्या आकृतींत १. १६ इ. हेच सि. अनुक्रमे योजिल्यानं

:अड?अव हें सिद्ध होतें अ
१. १९ प्रश्न ६- व्यक्तिप्रतिज्ञा) (१) (१)

ह्या आकृतीत अवदअक; तर अड८
थक हें सिद्ध करावयाचें
.. अकब कोनदअवक कोन, ( १ १ ड०-ड क
आणि अवक कोनयअःडक कोन,

( १. १६)... अकब फोनदअडक कोन १४
( प्र. प्र. इ.)

.. अटरथक ( १. १९) (इष्टसिद्धि)
दस्त?ऋऋऋ? धु??

८- तर अबदअड अहर्ष८आणि अकवक:२. (१. १६)
?ऋ?ऋ?ऋ ४२अकोनदअवकक३.?
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पुनः ... अडब कोनदअवक कोन, ( वर सिद्ध केलें)
आणि अवक कोनदअकड कोन, (१. १६)

... अडब कोनदअकड कोन, (प्रप्रइ)
अक-रभड ( १ .१ ५ ). ( इष्टसिद्धि)

१. २० प्रश्न २-ज्या दोन बाजूची बेरीज तिसरीपेक्षां ज्यास्त
ठरवावयाची, त्यांपैकीं एक त्यांच्या मेलनविद्रुपलीकडे वाढवून तिचा
दुसरीएवडा तुकडा मेलनविंदूपासून पाडावा; आणि त्या तुकड्याचे
टोंक व तिसऱ्या बाजूचे टोंक ही साधावी.

१. २० प्रश्न ४- बड सांधिली. आतां अड९श्रव?वड
अ व(१. २०)

'. अडकअवकबक?बड-! वक्र
( प्र. प्र४ १, आणि बडग्रवक? डक ड क
( १. २०१, ... प्र. प्र. इ ह्यावरून इष्टसिद्धि.

१. २० प्रश्न ५- आकृतीच्या ज्या वाजूपेक्षां इतरांची बेरीज
जास्त ठरवावयाची, तिचे एक टोंक व इतर कोणबिंदु साधावे आणि
वरच्या प्रश्नाप्रमाणें सिद्धता करावी.

१. २० प्रश्न ६- १. १८ च्या आकृतीत कड ही थक, अब
ह्यांची वजाबाकी आहे, ती बक पेक्षां कमी ठरवावयाची, असें
समजा.

आतां अवर बक?अक-र (१ .२ ०)
... वक?कड. ( प्र. प्र. ५) ही इष्टसिद्धि.

अथवा अब वाजू बच्या पलीकडे वाढवून प्र. प्र. ५,१. ५ भाग २,
प्र. प्र. अ, १. १९ ह्यांच्या योगाने क्रमिक सिद्धता करावी.

अ - व१. २० प्रश्न ७- अव,बक?क्षक
आणि अडकडक?अक ( १. २० र)
.. अश्-?वकफकडकअड?२ ( अक) ड क
( प्र. प्र. ४ उप. १ ). त्याप्रमाणेंच अवकवकफंकडफंअड?
२ वड १. असें सिद्ध करितां येईल.
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... प्र. प्र. ४ उप. १ व उष. ५ त्यांवरून इष्टसिद्धि.

अ
१. २० प्रश्न ८- अड९वड?अव, अडस्! डकड?थक आणि बडस्कड?बक ( १. २० ). ८२७वके... अडड-कड-३ (अव?अककबक) ( प्र. प्र. ४ उप.

१ व ५.)
ड त्रिटु त्रिकोणाच्या वाहेर असला, तरी अशीच सिद्धता करावी.

१. २० प्रश्न ९- आठव्या प्रश्नाप्रमाणेच सिद्धता करावी.
१. २१ प्रश्न ४- १. २० प्रश्न ८ च्या आकृतीत अव-अक-ने

डब ध्डऊ, अकपवक?डअस्:डव आणि अव,बक?डख-D:डऊ.
(१ .२१)

... अव,अऊकबक?अड.ध्बडककड ( प्र. प्र. ४उप१ व ५)१. २१ प्रश्न ५-१. २१ च्या आकृतींत ई हा दिलेला विठू मा-
निला, तर अवध्श्रक?बईदृंईक, हें सिद्ध करावयाचें. हे त्याच्या
सिद्धतेंत सिद्ध झालें आहे

१. २२ प्रश्न १ - दोन चिंटु ध्यावे, ते साधावे, ( गृ. कृ. १)
आणि ती सांधणारी रेपा एका टोंकाकडे अमर्याद करावी.

( गृ. कृ. २)१. २२ प्रश्न ३-दिलेल्या तीन रेषांपैकीं जीवर इच्छिलेला त्रि-

कोण काढावयाचा, तिच्या एकेक टोकापासून दिलेल्या इतर दोन
रेषांपैकीं एकेकीएवढी एकेक रेपा काढावी; तीं टक मध्य व त्यां-.
पासून काढिलेल्या रेषा त्रिज्या कल्पून दोन वर्तुलें काढावी; नंतर
त्या वर्तुलांच्या परिघांचा एक छेदनविदु व पहिल्या रेषेची दोन्हीं
टोके साधावी. म्हणजे इच्छिलेला त्रिकोण तयार होईल.

१. ०६०६ प्रश्न ४- तीं वर्तुलें परस्परांस न छेदितील, तर ( १) प-
रस्परांपाहून दर' राहतील, किंवा ( २) परस्परांस बाहेरून स्पर्श

करितोल, अथवा ( ३) एक दुसऱ्याचे आत राहून त्याला स्पर्श क-
रील, किंवा ( ४) एक दसऱ्याचे आत राहील पण स्पर्श करणार
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नाहीं, अशा त्यांच्या चार स्थिति राहिल्या. ह्या चारही स्थिति सं-
भवत नाहीं, असें '' कोणत्याही दोन रेषांची बेरीज तिसरीपेक्षा
जास्त आहे '' ह्या (पक्षांतील) गोष्टीच्या आधाराने सिद्ध करितां
येतें तें असें:-
( १. २२ ची आकृति पहा.) (१) ही स्थिति मानिल्यास अफकद
व असें ठरतें, ( २) ही स्थिति मानिल्यास अफकव असें ठरतें;
( ३) ही स्थिति मानिल्यास अब्दबकक किंवा अस्व-क असें ठ-
रतेर आणि ( ४) ही स्थिति मानिल्यास अ?डकक असें ठरतें. हे
सारे पक्षविरोध आहेत. ... ह्या चारही स्थिति संभवत नाहींत.
... तीं वर्तुळे परस्परांस छेदितीलच.

१ .२२ प्रश्न ६- १ .२२ ह्यांत दिलेल्या तीन रेषा समान असल्या
आणि त्यांपैकींच एकीवर इष्ट त्रिकोण काढावयाचा असला, तर
त्याला १ .१ ह्याचेच स्वरूप येतें.

१ .२३ प्रश्न २- ( १) दिलेल्या कोनाच्या दोन वाजुत् दोन बिबु
घेऊन ते साधावेर ( २) ह्या कृतीने जो त्रिकोण होईल, त्यांतील
दिलेल्या कोनाच्या दोन बाजूपैकी एकीएवढी दिलेल्या बिंदूपासून
एक रेषा काढावी; ( ३) दिलेल्या कोनाच्या दुसऱ्या बाजूरएवढा दि-
लेल्या रेषेचा दिलेल्या विदुप्रासून तुकडा पाडावा; (४) हा तुकडा
जेथे पडेल, त्या विदुप्रासून दिलेल्या कोनाच्या समोरच्या वाजूएवढी
(म्हणजे ( १) ह्यांतील साधणाऱ्या रेषेएवढी) रेषा काढावी; (५)
नंतर ( ३) ह्यांतील तुकड्याची दोन्ही टक मध्य व त्यापासून का-
दिलेल्या (२) व ( ४) ह्यांतील रेषा विष्णू कल्पून् दोन वर्तुळे का-
दावी; ( ६) आणि शेवटीं ह्या वर्तुळांच्या परिघांचा एक छेदनबिंटु
व दिलेला बिंदु हे साधावे. म्हणजे इच्छिलेला कोन होतो. सि-
द्धतेकरितां ( ३) ह्यांतील तुकड्याचे दुसरें टोंक व परिघांचा छेदन-
बिंदु हे साधावे लागतात.

१०६३ च्या ह्या सामान्य रीतीमध्ये ध्यानांत ठेवण्याजोग्या गोष्टी
ह्या कीं, ( २) ह्या भागांत सांगितल्याप्रमाणें दिलेल्या विद्रूपासून् जी
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एक रेषा काढावयाची, ती दिलेल्या कोनाच्या दोन वाजूपैकीच एकी-
एवढी असली पाहिजे; व ( ३) ह्या भागांत सांगितल्याप्रमाणे जो
दिलेल्या रेषेचा तुकडा पाडावयाचा तो दिलेल्याच बिंदूपासून पाडला
पाहिजे व तो दिलेल्या कोनाच्या राहिलेल्याच वापनृएऽवडा असला
पाहिजे. ह्या दोन गोष्टींकडे दुर्लक्ष झालें, तर इष्ट कोन दिलेल्या
विदूजवळ होणार नाहीं.

१ .२३ प्रश्न ३-१ .२३ च्या रचनेतील वर्तुळांच्या परिघांचे दोन्ही
छेदनर्विंदु व दिलेला विदु हे सांधिल्यानें दिलेल्या रेषेच्या दोन अं-
गौस दोन इष्टकोण होतील; व त्या कोन करणाऱ्या रेषा दिलेल्या वि-
द्रूपलीकडे वाढविल्यानें आणखी दोन इष्टकोण होतील. असे परी.
काडा चार इष्टकोण होतील.

१२ प्रश्न ५- दिलेल्या रेषेशी दिलेल्या बिंदुवळ दिलेल्या त्रि-

कोणाच्या कोणत्या तरी कोनाएवढा एक कोन ( १ .२३) प्रमाणें क-
रावा, आणि दिलेल्या त्रिकोणाच्या त्या कोनाच्या दोन बाज्रृंएवडाले
नवीन कोनाच्या दोन वाजेचे तुकडे पाडून छेदनविदु साधावे. म्हणजे

०.जो त्रिकोण होतो, तो ( १. ४) वरून दिलेल्या त्रिकोणाशी रिंक-
रूप ठरतो.

१. २४ प्रश्न २-डई, डफ ह्या रेषा समान असतील किंवा अस.
मान असतील; ह्याखेरीज त्यांची तिसरी कोणतीही अवस्था संभवत
नाहीं. आतां ह्या जर समान असतील, तर '' दुसरीपेक्षा मोठी
नसणे '' हा धर्म त्या प्रत्येक रेषेमध्ये आहे; आणि त्या जर असमान
असतील, तर तो धर्म त्यांपैकीं धाकटीमध्ये आहे. म्हणून डई आणि
डफ ह्यांपैकी निदान एक. तरी अशी असावयाचीच कीं, ती दुसरी-
पेक्षां मोठी नाहीं. ( कोणत्याही दोन सजातीय पदार्थापेकी निदानु
एकामध्ये तरी '' दुसऱ्यापेक्षा मोठा नसणे '' हा धर्म असतोच ह
वरच्याप्रमाणेंच सिद्ध करावयाचें.)

२४ प्रश्न ४-.) दिलेल्या त्रिकोणापैकीं एकाच्या पक्षोक्त
१ म्हणजे पक्षांत सांगितलेल्या) दोन वाजूपैकी कोणती तरी एक ९सरीपेक्षां मोठी नाहीं, असें मानावे (दे ऽ जी दुसरीपेक्षी मोठी नाहा
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असें मानिलें असेल, तिच्याशी, पक्षोक्त कोणीवदूरजवळ, दुसऱ्या
त्रिकोणाच्या पक्षोक्तकोणाएवडा कोन करावा ( तो असा कीं, दोन्ही
पक्षोक्तकोण त्या रेषेच्या एकाच अंगास असतील ). ( ३) ह्या कोन
करणाऱ्या रेषेचा दुसऱ्या पक्षोक्त वाज्रृएवय तुकडा, परक्षोत्त्तकोण-

बिंदूपासूनच पाडावा. (४) हा तुकडा जेथें पडेल, तो चिटु व तिसऱ्या
बाजूची दोन्ही टके ही साधावी.

१. २४ प्रश्न ४-१. २४ ची आकृति पहा.) गई रेषा (१) ड
आणि फ ह्या बिंदूच्या मधून जाईल ( म्हणजे ती डफ रेषेला ड
आणि फ ह्या विद्रूपमध्येच कोठे तरी छेदीला, किंवा (२) फ वि-
ईतून जाईल, किंवा (३) फ बिंदूच्या खालून जाईल ( म्हणजे डफ
रेषा वाढविल्यानें तिला मिळेल ). अशा गई रेषेच्या तीन स्थिति
संभवतात. म्हणून वस्तुत अशी प्रत्येक स्थिति मानून तिच्या सत्र-

धाची सिद्धता केली पाहिजे. म्हणजे १. २४ च्या सिद्धतेचे व-
स्तुत तीन भाग होतात. परंतु जर ८ डई बाजूऊ डफ पेक्षां मोठी
नाहीं '' असें मानिलें, आणि (१ .२४ प्रश्र ३ ह्यांतल्या रीतींत सांगि-
तल्याप्रमाणें) तिच्यार्शीच कोन केला, तर गई रेषेची (१) हीच
स्थिति असली पाहिजे, असें सिद्ध करितां येतें. तें असें:-

जुलै. रेपा डास पेक्षां मोठी नाहीं; ... डई ही डफशीं बरोबर
किंवा तिच्यापेक्षा लहान आहे. आणि डफ-डग, ... -६ ही
डगशीं बरोबर किंवा तिच्या पेक्षांलहानआहे (प्र. प्र. १ किंवा प्र. प्र.

अ १, ... डफ ह्या अमर्याद रेषेचा जो भाग डईग त्रिकोणामध्यें सा-
पडेल ( म्हणजे ड बिबु व त्याच्या समोरची गर्द वाजू त्यांच्यामध्यें

सापडेल) तो भाग डग वाजृपेऽक्षा लहानच असला पाहिजे
( १. १५ प्रश्न ५ व प्रश्न ६ ). आणि डगडफू ... तो डईग
त्रिकोणांत सांपडणाराडफ ह्याअमर्यादरेषेचा भागडफ बाजूपेक्षाही
लहानच असला पाहिजे ( प्र. प्र. अ ). ... गई रेषा डफ रेषेला
ड आणि फ ह्या विदुःव्या मध्येंच कोठे तरी छेदील. हें सिद्ध.
( ही गोष्ट क्रमविरुद्ध रीतीनेंही सिद्ध करितां येते.)

सारांश '' डई ही डफ पेक्षां मोठी नाहीं '' ही गोष्ट मानिली,
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तर गईची ( १) ही एकच स्थिति आहेअसे ठरून ग्रंथांतली १ .२४
ची सिद्धता पुरते; परंतु ती गोष्ट न मानिली, तर गईची अमुचे

कच स्थिति असली पाहिजे, असें ठरविता येत नाहीं; आणि त्यामुळें

तिची प्रत्येक स्थिति मानून तिच्या संबंधाची सिद्धता केल्यावांचून
१ .२४ ची सिद्धता पुरी होत नाहीं. हा ग्रंथकाराच्या दृष्टीने ती
गोष्ट मानिल्याचा उपयोग आहे.

आतां हें मात्र ध्यानांत ठेविले पाहिजे कीं, '' तून ही डफ पेक्षां

मोठी नाहीं '' ही गोष्ट जरी मानिली, तरी गईची अमुकच
स्थिति असली पाहिजे हें ( वर दाखविल्याप्रमाणें) त्या गोष्टीच्या
आधाराने प्रत्यक्ष सिद्ध करून दाखविल्याखेरीज १. २४ ची ग्रंथांतली
सिद्धता पुरी झाली, असें मानितां येत नाहीं. म्हणून वस्तुतः ती गोष्ट

मानून १. २४ ची सिद्धता करणें हें, ती न मानितां तीन भागानी
सिद्धता करणें, ह्यापेक्षा सोपे आहे, असें म्हणतां येत नाहीं.

१२४ प्रश्न ५-'.श्रव, थक, ह्या वात्रंपैकींनिदान एक सुश्रीसली पाहिजे कीं, ती दुसरी पेक्षां मोठी नाही. ती मोठी नसणार
वाजूअव आहे असेंमानून तिच्याशीं अविदूरप्रवळ ईडफ कोनाएवडा
कोन करणे '' इत्यादिक ( १. २४ प्रश्न ३ ह्यात सांगितल्याप्रमाणें)
रचना करावी. नंतर कोन करणाऱ्या रेषेचा अक एवढा तुकड-

३ पडेल, तो विदु वकच्या खालींच असला पाहिजे, असें ( ती
मानिलेली गोष्ट आणि १. १९ प्रश्न ५ व प्रश्न ६ ह्यांच्या आधाराने)
सिद्ध करावे वाकीची बहुतेक सिद्धता ग्रंथांत सांगितल्याप्रमाणेच
करावयाची.
१२४ प्रश्न ६-'' जुई ही अ 'ते

डफ पेक्षां मोठी नाहीं '' इत्या-

दिक कोणतीही गोष्ट न मानितां
१ .२४ ची सिद्धता खालीं लि-
हिल्याप्रमाणेंकरावी. फव क ई

(ध्येक्तिप्र.) भवक्तई, अफल्यफ आणि अ कोन?ड कोन;
तर वकद्रईफ हें सिद्ध करावयाचे.
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येरे- रेषेशी ड विदअजवळ अ

कोना एवढा ईडग कोन करून
डफ बरोबर डग केली; आणि
गई सांधिली.

अ (१) ड

आतां गई सेवा ( १) ड, फ अ (२) ड
त्यांच्या मधून जाईल, ( २) फ वि-
हेतून जाईल, किंवा ( ३) फ बिंदू
दव्या खालुउन जाईल ( म्हणजे डफ बंक-नेवाढविली तरच तिला मिळेल ).

गर्दच्या ( १) ह्या सिने- अ (३) ट
तीत ग्रंथांत सांगितल्याप्रमा-
णेंच सिद्धता करावी. अथवा
खालीं लिहिल्याप्रमाणे १;-रावी. क०. .रे, ग

डसकगस?डग; आणि : रेसं
ल

सफकरर्ग्डू?ईफ ( १२० ). .. हसकसफकगसकसई?डगेस्
ईफ ( प्र. प्र. ४ उपसि. १ १, म्हणजे उफर्माई-बनईफ,
आणि डफडग ( रचना) ... गर्ग्र०?ईफे (र प्र प्र ५) आतां
गई-वक ( १ .४ भा. ११, ... बक-ईफ ( प्र. प्र. अ) 'ही इष्ट.

सिद्धि.

गईच्या ( २) ह्या स्थितींत १८४ भा. १, प्र. प्र. ९ व प्र प्र अ'

त्यांवरून इष्टसिद्धि.

गर्दच्या ( ३) ह्या स्थितींत सजग कोनफगल कोन (१५
भाग २) असून सफग कोन?फगर्द्दॅ कोन (प्र. प्र. ९ व प्र प्र
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अ १:. ईफग कोन?फगई कोन ( प्र. प्र. ९ व प्र. प्र. इ) ...
गई?ईक ( १ .१ ५ ). ... १ उभा. १ वप्र. प्र. अ ह्यावरून इष्टसिद्धि.

अथवा ( ३) ह्या स्थितींत डगसाई?डफकर्त्र२फ ( १ .२१ ).
आणि ड:ष्ध्यग ( रचना १, म्हणून गई?ईफ ( प्र. प्र. ५)
... १ .४ भा. १ व प्र. प्र. अ त्यांवरून इष्टसिद्धि.

अथवा आईच्या ( १) व ( ३) ह्या स्थितीमध्ये फण मुळींच न

अ ड

ग

सांधितां८. कोन दुभागणारी ई रेषा कापून ती आईला ह
विदुऽत मिळे तोपर्यत वाढवावी; आणि हफ साधावी. नंतर फडते
गड ह्या त्रिकोणास १ .४ भाग १ लाविल्याने फइ-गढ ठरते;
... ईहस्!सह-ईग ( प्र. प्र. २ ). आणि ईड-ह-ईफ. ईगन्
ईफ ( प्र. प्र. अ ). ... १ .४ भा. १ व प्र. प्र. अ ह्यावरून इष्टसिद्धि.

१. २५ प्रश्न २-'. दोन त्रिकोणांपैकीं एकाच्या दोन बाबू दु-
सप्याच्या दोन बाजूश अनुक्रमे बरोबर असतील, तर त्यांच्या त्या

बाजुम्रधील कोनाची समानता व असमानता आणि राहिलल्या वा-
सूचनी समानता व असमानता ह्या परस्परांवर अवलंबून असतात ''
असे १४,१ .८, १ .२४, व १ .२१५ त्यांवरून सिद्ध झालें.

१. २६ प्रश्न. ३-मोठीचा तुकडा पाडण्याच्या संबंधानं सामान्य
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नियम हा कीं, '' पक्षांत ज्या बाजूची समानता दिली असेल तिच्या
टोंकापासून मोठीचा तुकडा पाडिला पाहिजे; '' असें न केलें, तर
१. ४ ची योजना करितां येणे संभवत नाहीं.

१. २६ प्रश्र न-आरर्मी अक, डफ, ह्यांची समानता सिद्ध

करितां येणार नाहीं; कारण कीं, त्यांच्या संबंधानें १ .४ च्या योज
नेची सामग्री जुळतच नाहीं.

१. २६ प्रश्न ७-१ .२६ च्या पहिल्या भागाची दुसरी सिद्धता
अवक्र त्रिकोण डईफत्रिकोणावर असा अ ड

उचलून ठेविला कीं, व विरु हे बिंदूवर
पडून बझ, ईफ ह्यांची दिशा एक होईल.
आतां बक-ईफ ( प्रतिज्ञा १, ... कें बिंदू व क हे फ
फशी मिळेल; आणि व कोनर्ऱ्दृ कोन,. .. वध, ईड, ह्यांच्या दिशा
एक होतील ( प्र. प्र. ५ उपसि. १ व २) ... अ बिंदु ईड रेषेत पडेल.
त्याप्रमाणेंच सिद्ध करितां येईल कीं, अ विदु फड रेषेत पडेल..
अ विद्रु ईट, फड ह्यास साधारण असणाऱ्या बिंदूवर पडेल. ईट,
फट ह्यास साधारण असणारा विरु ड खेरीज दुसरा असणें संभवत
नाहीं ( प्र. प्र. १० उपसि. १ १: ... अ बिंदु ड विदुशीच मिळेल.
.. प्र. प्र. ८. ह्यावरून इष्टसिद्धि.

१. ..६ प्रश्न म्ह-र्जर दोन त्रिकोणांपैकीं एकाच्या दोन वाजू व
त्यांपैकीं एकीसमोरचा कोन ही, दुसऱ्या त्रिकोणाच्या तदनुरूप अवय.
वाशीं अनुक्रमे समान असतील; तर त्यांचे राहिलेले अवयव अनुक्रमे
समान होतील. '' हा १ .२६ च्या दुसऱ्या भागाचा व्यत्यास होय

हा सिद्धांत कशा नाहीं. कारण, अ,' कें
व हे बिंदु घेऊन सांधिले (गृ. कृ. १ १:

अब रेषेवर अबक हा सममुतत्रिकोण
काढिला ( १. १ १: आणि वध रेपा व अ ड.
वाढवून तींतील एक ड बिबु व क बिबु हे सांधिले (यु. कृ.२ व)
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आतां कडअ आणि कडव ह्या दोन त्रिकोणापैकी पहिल्याच्या

कड, कथ ह्या दोन वाजू व कअ समोरचा ड कोन ही, दुसऱ्या
त्रिकोणाच्या कड, कब ह्या दोन वाजू व कब समोरचा ड कोन
ह्यांशीं अनुक्रमे समान आहेत; हें रचनेवरून उघड आहे. म्हणजे

सदई सिद्धांताच्या पक्षांत दिलेल्या गोष्टी ह्या दोन त्रिकोणांस लाग
आहेत. परंतु त्या सिद्धांताचें साध्य म्हणजे वाकीच्या अवयवांची स-
मानता ह्या त्रिकोणांमध्यें संभवत नाहीं, हें उघड आहे. म्हणून हा
त्या सिद्धांतास अपवाद होय. त्याकरिता तो सिद्धांत खरा नाहीं.
( अशा दोन त्रिकोणांचे समान बाजूंच्या दुसऱ्या जोडासमोरचे कोन
परस्परांचे पूरक असतात, हें ध्यानांत ठेवण्याजोगे आहे.)

पहिल्या पुस्तकाच्या पहिल्या खंडावरील
(म्हणजे १ .२०५ पर्यत सिद्धांतांवरील)

प्रश्नांविषयी सूचना.
१. खंड १ प्रश्न ३-दिलेल्या विंदुपासून दिलेल्या अमर्याद र-

पेवर लंब काढावा. ( हा लंब जर दिलेल्या दुसऱ्या रेपेशीं मिळेल,
म्हणजे ती दुसरी रेषा अमर्याद रेषेवर लंबच असेल, तर इष्ट रषा
संभवत नाहीं, हें १ .५ व १ .१ ७ ह्यावरून क्रमविरुद्ध रीतीनें ठरतें;)
तो लंब दिलेल्या दुसऱ्या रेषेशीं जो कोन करील, तेवढा कोन त्या

लंबाशी दिलेल्या विटूजवळ, लंबाच्या दुसऱ्या अंगास करून, ती
कोन करणारी रेषा अमर्याद रेषेला मिळे तोपर्यत वाढविली असतां,
इष्ट रेषा होईल; हें १ .२६ भाग १ ह्यावरून सिद्ध होतें.

१. खंड १ प्रश्न ४-ह्याच्या ( १) ह्या भागाची घ:. सि. १ '१ १,
अव्याख्या १०, प्र. प्र. अ आणि १ .१ ९

ह्यांच्या योगाने होतें. ( २) ह्यांतील
दोन्ही रेषा अक, अड ह्याप्रमाणे लं.
वाच्या एकाच अंगास असतील; 'तर-

क
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अटक कोन विशाल आहे ( १ .१ ६ व व्याख्या १११, आणि अक
ड कोन लघु आहे ( १ .झे ६ व व्याख्या १२१, ... अटक कोन
अकड कोन ( प्र. प्र. ई ). ... अक?अःड ( १ .१ ९ ). आतां जर
( २) ह्यांत दिलेल्या रेपा अर्क. अड ह्याप्रमाणें लंचाच्या मित्र अं-
गास असल्या, तर वभड कोनाएवढा बअड कोन करावा; म्हणजे

अड-अई ( १ .२६ भाग ११, आणि वर दाखविल्याप्रमाणें अर्क-
धड; ... अर्क-अड ( प्र. प्र. अ उपसि. ). ( ३) व ( ४) ह्या

भागांची सिद्धता स्पष्ट आहे.
१. खंड १ प्रश्न ६- दिलेल्या त्रिकोणांस १ .ड लाविल्यानें अथो-

व त्रिकोणाच्या अब पायाकडील कोन समान ठरतात. .. १ .६
ह्यावरून इष्टसिद्धि

१. खंड १ प्रश्न ७- धक कर्ण काढावा. म्हणजे अकड कोन-
कथड कोन (१. १६, व अकव कोन?कअब (१ .१ ८). ... क
कोन?अ कोन (प्र. प्र. ४ उपसि. १)

१. खंड १ प्रश्न ८- हें प्रश्न ४ भाग (२) ह्यांत सिद्ध झाल्याप्र-
माणेंच आहे.

१. खंड १ प्रश्न ९ ( व्यकिप्र.) भड रेषा
अवक त्रिकोणाच्या अ कोनास व बक बाख
दुभागिते; तर अव-अक हें सिद्ध करावयाचें. व -कड.अड वाटवृन् अड-डई केली आणि कई
साधिली.

ई
.आतां अडब कोनऱ्कडई कोन ( १.१५).' अडब आणि ई-

कड ह्या त्रिकोणांस १ .४ भाग २ लाविल्यानें बभडकोनऱ्कईड कोन,
... क अड कोनऱ्कईड कोन ( प्रतिज्ञा व प्र. प्र. १ ).. .. १ इ,
१. ४ भाग १ व प्र. प्र. १ त्यांवरून इष्टसिद्धि.

१. खंड १ प्रश्न १० -५ व्या प्रश्राच्या सूचनेंत दाखविल्याप्रमा-
णेंच रचनाकरून १ .४ भाग १ त्याची योजना केल्यानें अबईक ठरते
मग अवकक्षकछईककअक ( प्र. प्र. २) आणि पकफथकन्थई
( १.२०). .. इष्टसिद्धि
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१. खड १ प्रश्न १ १च्याचा (१) हा भाग १ .२६ च्या दुसऱ्या भा-
गाच्यायोजनेनें क्रमिक रीतीनें सिद्ध करावा. (२) ह्या भागाचीसिद्धता
अशी:- कोनास ट्रुभागणाऱ्या रेषेच्या बाहेरील कोणत्याही बिंदूपासून
त्या कोनाच्या वास्तूंवर कादिले लव सारखे मानिले, तर: तो बिबु
व कोणविंटु त्यांस सांधणारी रेषा ही त्या कोनास दुभागिते, असें अ
सिद्धांताच्या योजनेने सिद्ध होतें; .म्हणजे एका कोनास द्रुमागणाऱ्या
दोन रेषा होतात. हें होणें अशक्य. ... इष्टसिद्धि.

१. खंड १ प्रश्न १ उऽ-दिलेल्या रेपांनी झालेल्या चार प्कोनांपे-

कीं एखादा दुभागृऽन दुभागणाऱ्या रेषेवर दिलेल्या पिसूनाहून लंब
काढावा; आणि तो दिलेल्या रेपांस मिळेल असें करावे. ही इष्ट

रेषा आहे, असें १ .२०५ च्या पहिल्या भागावरून सिद्ध होतें; (आणि
हीच रेषा दिलेल्या रेषांशीं सारखे कोन करिते, हें ही १ .२६ वरून
उघड आहे.)

तै. खंड १ प्रश्न १५-दोन त्रिकोणांची एकरूपता सिद्ध होण्या-
स एकाचे निदान तीन अवयव दुसऱ्याच्या तदनुरूप तीन अवयवां-
शी अनुक्रमे समान आहेत, असें दिलें पाहिजे. आतां त्यांच्या को-
णकोणत्या तीन तीन अवयवांची समानता दिली असतां त्यांची प्रक-

रूपता सिद्ध होते, हें १ .४, १ .ड, १ .२६ भाग १ व २ आणि
१. अ ह्यांच्या पक्षावरून स्पष्ट दिसेल.

एका त्रिकोणाचे कोणतेही तीन अवयव दुसऱ्यांच्या तदनुरूप
तीन अवयवार्शी अनुक्रमे समान असल्यास, ते त्रिकोण एकरूप अस-
तात. '' ह्या सिद्धांताला दोन अपवाद आहेत. ( १) १ .२६ च्या
दुसऱ्या भागाचा ध्येयास खोटा आहे, असें १ .२६ प्रश्न ९ ह्यांत दा.
खविलें आहे, तो एक अपवाद. ( ह्या अपवादक सिद्धांताच्या प-
क्षांत एक गोष्ट जास्त दिल्याने अ सिद्धांत उत्पन्न होतो, व तो खरा
ठरतो ). (२) '' जर दोन त्रिकोण मियसमकोण असतील ( म्हणजे
एकाचे तीन कोन दुसऱ्याच्या तीन कोनाशी. अनुक्रमे समान अस-
तील,) तर ते एकरूप असतील '' असा नियम नाहीं. (हे १२९
झाल्यानंतर सिद्ध करून दाखविता येईल.) हा दुसरा अपवाद होय.
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१. खंड १ प्रश्न १ ६-दोन निटु घेऊन ते साधावे व ती रेपा अ-
मर्याद करावी; ह्या रेषेशी तींतील एका विदनजवळ दिलेल्या कोना.
एवढा कोन करावा; ह्या नवीन कोनाच्या कोणीवद्दपासून् त्याच्या
दोन वास्तूंचे दोन तुकडे दिलेल्या दोन रेषांएवढाले पाडावे; आणि हे
तुकडे जेथे पडतील, ते बिंदु साधावे.

१. खंड १ प्रश्न १ ७-ज्याच्या दोन बाजू व त्यांच्या मधील कोन
ही, दिलेल्या त्रिकोणाच्या कोणत्या तरी दोन वाजू व त्यांच्या मधील
कोन ह्यांशीं अनुक्रमे समान आहेत, असा त्रिकोण १६ व्या प्रश्नांत

सांगितलेल्या कृतीने तयार करावा. म्हणजे तो इष्ट त्रिकोण आहे,
हें १ .४ वरून सिद्ध होईल.

१. खंड १ प्रश्न १ ट-(व्यक्तिप्र.) (१) व ( २) ह्या आकृतीच्या
भुजसंख्या पांच पांच आहेत; ( १) हिची अब वाजू व अ, व हे
कोनखेरीज करून तिचे वाकीचे (१) ड (२) ड
अवयव, (२) हिची अवं वाजू व
अ, बं हे कोन खेरीजकरून वा- इ क इ क
कीच्या अवयवांशी अनुक्रमे स-
मान आहेत; म्हणजे अग्रजऱ्श्रइर
इकोन-इकोन इत्यादिक. तर अ डथ व
अव-अब, अकोनब्दअकोनु बकोनऱ्बकोन, व (१) आकृतिच ०९)
आकृति, हें सिद्ध करावयाचें.

( १) आकृति ( २) आकृतीवर अशी ठेवावी कीं, अ बिबु अ
अहिंसी मिळेल व अश्, अप ह्यांच्या दिशा एक होतील. मग १ .४
च्या सिद्धतेप्रमाणें ब, व हे बिबु मिळतात, असें दाखवावं. म्हणजे
प्र, प्र. १० व ८ त्यांवरून इष्टसिहि होते.

अथवा अइड अंड ह्या त्रिकोणांस १ .४ लाविल्यानें इडथ
कोन-ईडर्भ कोन व अडऱ्यड. ... अटक कोन-अंडकं कोन
( प्रतिज्ञा व प्र. प्र. ३ ). .. अडक, अड'क ह्या त्रिकोणांस १ .४
लावितां येईल. ह्याप्रमाणें सर्व त्रिकोण एकरूप ठरविता येतात
... इष्टसिद्धि.
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१. खंड १ प्रश्न १५-१ व्यक्तिप्र ). ( १८ व्या प्रश्नाची आरूर-
ति पहा ). (१) ह्या आकृतीच्या अब, बक ह्या वाजू व त्यांच्या

मधील कोन ब हीं खेरीजकरून वाकीचे अवयव, (२) हिच्या अल,
बक ह्या वाजू व त्यांमधोल कोन बं ही खेरीजकस्रन वाकीच्या अ-
वयवाशी अनुक्रमे समान आहेत; म्हणजे अइत्रअइ, इकोनऱ्यकोन
इ०. तर त्या आकृति एकरूप होतील. हें सिद्ध करावयाचें.

१८ व्या प्रश्नाच्या दुसऱ्या सिद्धतेंत दाखविल्याप्रमाणे अइड,
अंडं इत्याद्दिक त्रिकोण एकरूप ठरवीत गेल्याने शेवटीं, अवक
त्रिकोणाचे अकव, बअक हे कोन व थक वाजू ही, अवक त्रि-

कोणाचे अकवं. बंअंक हे कोन व अर्क बाजू ह्यांशीं अनुक्रमे स-
मान ठरतात. ... १ .२६ भाग १ ह्यावरून इष्टसिद्धि होते.

१. खंड १ प्रश्न २०-५१८ च्या प्रश्नाची आकृति पहा) ( १)
ह्या आकृतीशी एकरूप आकृति काढावयाची. तर आधीं दिलेल्या
आकृतीच्या एका कोणविद्रुपासन् इतर सर्व कोणविद्रूपर्यत ( अड,
धक १०) रेषा काढून तीमध्ये सारे त्रिकोण तयार करावे; नंतर
१७ व्या प्रश्नाप्रमाणे कडेच्या ( अइड इत्यादिक) एखाद्या विकी-
णाशीं एकरूप असा ( अदंड इ०) त्रिकोण काढावा; पुन त्याच्या
( अर्थ) बाजूला पहिल्या शेजारच्या ( अडक) त्रिकोणाशीं एकल.
प असा ( अडके) त्रिकोण जोडावा. ह्याप्रमाणें रचना करीत गे-
त्यानें इष्टप्राति होते.

१. खंड १ प्रश्न २१ -लंच काढिल्यामुळें दिलेल्या त्रिकोणांत जे
नवीन दोन दोन त्रिकोण होतात, त्यांपैकीं एकेकास १ .२६ भाग २
लाविल्यानें लंच समान ठरतात.

पहिल्या पुस्तकाच्या दुसऱ्या खंडावरील
(ह्मणजे १ .२७ पासून १३१ पर्यतणच सिद्धांतांवरीला

प्रश्नांविषयी सूचना.
( ह्या दुसऱ्या खंडामध्ये समांतर रेषांविषयीं मुख्य-

करून विचार आहे.)
१. खंड २ प्रश्न १ -युक्लिडचे १२ वे प्र. प्रमाण आरंभी सहज
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ध्यानांत येण्याजोगें नाहीं; म्हणून ह्याच्या ठिकाणीं दुसरें एखादं
सोपेंसें प्रत्यक्षप्रमाण स्वीकारून त्याच्या आधारानें समांतर रेषांच्या
संबधाचे सिद्धांत व सक्रिडचे १२ वे प्र. प्रमाण ही सर्व सिद्ध क-
रावीर अशा हेतूनें अनेक ग्रंथकारानी अनेक प्र. प्रमाणें सुचविली
आहेत. परंतु त्या सर्वामध्ये '' परस्परांस छेदणाऱ्या दोन रेषा ति-
सऱ्या एकाच रेषेशी समांतर असणें संभवत नाहीं '' हें प्रमेय मात्र
समजण्यास काहीसे सोपें दिसते. हें प्र. प्रमाण मानून ह्याच्या यो-
गाने १ .२९ च्या पहिल्या भागाची सिद्धता खालीं लिहिल्याप्रमाणे

करावी:--
ग

इ.( व्यक्तिप्र.) अब, कड ह्या समांतर अन्..रेघांस इफ रेघ छेदिते; तरअडफ, इफड स-' फ
हे व्युत्क्रमकोण समान आहेत, हें सिद्ध क' करावयाचें -र
अइफ कोन इफड कोनाबरोबर नसेल, तर मोठा असेल किंवा

लहान असेल. प्रथम अडफ कोन मोठा मानून डफ रेपेशी इ वि-
दूज्वळ इफड ह्या कोनाएवढा फइस कोन केला. आतां सग,
कड ह्या रेघांस इफ रेघेने छेदिलें असून सइफ, इफड हे व्युत्क्रम-

कोण समान आहेत; म्हणून सग, कड ह्या रेघा समांतर आहेत
( १ .२७ ). पण अबही कडशीं समांतर आहे ( प्रतिज्ञा १, म्ह-
शान अब, सग ह्या परस्परांस छेदणाऱ्या रेषा एकाच कड रेषेशीं
समांतर झाल्या. पण हा नवीन १२ व्या प्र. प्रमाणाशीं विरोध
होय. हाणून अइफ कोन इफड कोनापेक्षां मोठा नाहीं, ह्याप्रमा.

णेच तो लहान नाहीं असें सिद्धकरितां येईल. ... ते व्युत्क्रमकोण

समान आहेत.
ह्याप्रमाणें १ .२९ चा पहिला भाग सिद्ध करणें एवढाच कायतो

नवीन १२ वे प्र. प्र. स्वीकारिल्यानें युक्लिडच्या पद्धतीमध्यें फेरफार
करावा लागतो
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युग्नि-कचें १ रे व प्र. प्रमाण खालीं लिहिल्याप्रमाणे १ २०व्या
आधाराने सिद्ध करावे.
( व्यक्तिप्र.) अब, कट त्या रघास अ इ
इफ रेघ मिळते आणि बद्धअफ. इफड ' -ळह्या कोनांची घेतेज दोन काटकोना-'
पेक्षां कमी आहे; तर अब, कड
ह्या रेघा व, ड ह्या विद्रूकडे वाढवि-
ल्या असतां मिळतील, हें सिद्ध करावयाचें.

ह्या रेषा व, ड कडे न मिळतील, तर ( १) समांतर असतील
किंवा ( २) अ, क बिंदूंकडे मिळतील. ( १) समांतर मानिल्या,
तर १ .२५ भाग ३ प्रमाणें बइफ, इफड ह्या कोनांची बेरीज दोन
काटकोन ठरून पक्षाशी विरोध यतो. ( २) आतां त्या अ, क
विसरे मिळतील असें मानिलें, तर १ .१ ७ प्रमाणें अइफ, इफक
ह्या कोनांची बेरीज दोन काटकोनांहून कमी होईल. .. १ .१ १प्र. प्र. २, व प्र. प्र. ४ उपास. ३ ह्यांची अनुक्रमे योजना केल्यानं
बदक इफड त्यांची वेरीज दोन काटकोनांहून जास्त रून पक्षाशी
विरोध येतो ह्मणून त्या रेषा व, ड बिदूंकडे वाढविल्या असतां
मिळतील.

१. खंड २ प्रश्न २- ( १) दिलेल्या बिंदूपासून दिलेल्या रेषेश
समांतर रेषा काढावी ( १ .३ ११, ह्या नवीन रेषेशीं दिलेल्या विद्रृज्ञ-

वळ दिलेल्या कोनाएवढा कोन करणारी एक रेषा काटावी ( १.
२१. आणि ही कोन करणारी रेषा दिलेल्या अमर्याद रेषेला मिळे
तोपर्यत वाढवावी. ' ही इष्ट रेषा होईल. (२) अशा दोन रोग नि-
घतील. ( ३) १ .२३ ह्यामध्ये दिलेला विटु दिलेल्या अमर्याद रे-
पंत आहे, आणि ह्या कृत्यांत तो विंदु रेपेच्या वाहेर आहे. एवढा-
च कायतो १ .२३ व हें कृत्य ह्यामध्ये भेद आहे. वस्तुत १ .२३ हा
ज कृत्याचा विशेप प्रकार होय. १४१ .१ २ हा ही प्रस्तुत कृत्याचा
विशेप प्रकारच आहे
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१. खंड २ प्रश्न. ४- ( व्यक्तिप्र.)

अ कोनाच्या अब, अक ह्या बाजू ड अ
कोनाच्या डइ, डफ ह्या वादेशी अनु-
क्रमे समांतर आहेत; तर अकोन ड
कोनावरावर होईल, हें सिद्ध कराव- ड
याचे.

( १

३५९
व

( आकृति १) डइ वाजू इकडे वा- २

टविली असतां अकला मिळेल (१. ड ( २)३० उप) ती क विद्रूत मिळाली असें अ ...

मान. आतां अकोन?कप कोन, चे

अकड कोनभ्यकोन ( १ .२५ भाग १) .. अकोनडकोन ( प्र.

प्र. १)( दे) ह्या आकृतीमध्ये १ .२९ भाग ९, ह्याची योजना करावी.
१ खंड २ प्रश्न ६-१. २९ भाग १ व २, प्र. प्र. १ पे १ .६

ह्यांच्या योजनेने क्रमिक सिद्धता करावी.
१ खंड २ प्रश्न -दिलेल्या रेषा समांतर होतील असें मानिलें,

तर १२५ भाग ३ प्रमाणें पक्षांतल्या दोन कोनांची बेरीज दोन
काटकोन ठरून पक्षांशी विरोध येईल; आणि मिळणाऱ्या रेषेच्या
ज्या अंगास पक्षातले कोन आहेत, त्या अंगास दिलेल्या रेक मि-
ळतील, असें मानिलें, तर १ .१ ७ प्रमाणें पक्षांशी विरोध येईल.
म्हणून इष्टसिद्धि.

१ खंड २ प्रश्न म्ह-'दिलेल्या दोन कोनांची बेरीजदोन काटको-
नांपेक्षा कमी असली पारिहजे '' ही अट. ( १) दिलेल्या रेपेएवढी
एक रेषा घेऊन तिच्याशी, तिच्या दोन टोंकांजवळ तिच्या एकाच अं-

त्यास, दिलेल्या दोन कोनांएवढाले कोन करावे. ह्या कोन करणाऱ्या
रेषा प्र. प्र. १२ ह्यावरून मिळतील, आणि इष्ट त्रिकोण होईल.
( २) दिलेल्या रेषेएवढी एक रेषा घ्यावी; आणि दिलेल्या कोना-
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पैकी ज्या कोनाएवढा कोन तिच्याशी करणें इष्ट असेल, त्या कोना.
एवढा कोन तिच्याशी तिच्या एका टोंकाजवळ करावा, आणि हा
कोन करणाऱ्या रेषेशी दिलेल्या दुसऱ्या कोनाएवढा कोन करणारी
रेषा त्या नवीन रेषेच्या दुसऱ्या टोकापासून् ह्या खंडाच्या दुसऱ्या
प्रश्नाप्रमाणें काढावी; म्हणजे इष्ट त्रिकोण होईल.

पहिल्या पुस्तकाच्या तिसऱ्या खंडावरील
( ह्मणजे १ .३२ ह्या सिद्धांतावरील)

प्रश्नांविषयी सूचना.
१. खंड ३ प्रश्न १ व २-त्रिकोणाचा जो कोन इतर दोहोंच्या

वेरजेवरावर आहे असें दिलें असेल, त्याची एक बाजूकोणीमदपली-
कडे वाडाची; म्हणजे १३२ भाग १, सळग्रकोणाचे धर्म व कांहीं
प्र. प्रमाणें त्यांच्या योजनेने हे सारे सिद्धांत सिद्ध होतात.

१ खंड ३ प्रश्न ८-दिलेल्या आकृतीचे कोणबिंदु सांधून तीमध्य
नुसत्या अंतर्वंऱ्रु?कोणांच्या आकृति तयार होतील, असें करावे;
आणि मग १३२ व त्याचा १ ला उपसि.
आणि प्र. प्र. २ ह्यांची अवश्य असेल तित- व ज २ -८.
के वेळां योजना करावो.

( '' कोनांची धनर्णता '' ह्या पदाचा अर्थ ठरवून धनर्ण' परि-
यांच्या वेरजेविषयी गणितातला संकेत जर धनर्णकोनांस लागूकेला,
तर वहिर्वक्रकोनांच्या आकृतींस १ .३२ उप. २ हाही लागू आहे,
असें दाखविता येतें.)

१. खंड ३ प्रश्न १४- ( १ .१ ६ ची आकृति पहा १, बाहेरील
कोन अ, व ह्या प्रत्येक कोनापेक्षां '' मोठा '' आहे एवढे मात्र
११६ मध्ये ठरलें; पण तो '' किती मोठा '' आहे, हे ठरलें नाहीं.
१३२ भाग १ ह्यांत बाहेरील कोन अ कोनापेक्षां '' व कोनानं
मोठा '' व व कोनापेक्षां '' अ कोनाने मोठा'' आहे, असें ठरलें.



प्रश्नांविषयीं सूचना.

तसेंच त्रिकोणाच्या कोणत्याही दोन कोनांची बेरीज दोन काटको-
नांपेक्षे '' कमी '' असते, इतकें मात्र ११७ मध्यें ठरलें, आणि
ती बेरीज दोन काटकोनांपेक्षां '' तिसऱ्या कोनाने कमी '' असते, हें
१ .३२ भाग २ ह्यांत ठरलें. ह्मणून १.१६ व १. १७ हे सिद्धांत
१. ३२ ह्यांत पूर्णता पावले, असें ह्यटलें तरी चालेल.

१. खंड ३ प्रश्न १५- ( १२१ ची आकृति पहा ). डईक
कोनद्रअ कोनकअबई कोन, आणि बडक कोनडईक कोनकईकड:
कोन ( १ .३२ भाग १ ).. बडक कोनथ कोन ( अबई कोन
ईकड कोन) ( प्र. प. २ वु १ ). ... बडक कोन हा, अ कोनापेक्षां,
नवीन काढिलेल्या रेषांनी त्रिकोणाच्या इतर दोन बाजूशीं केलेल्या
कोनांच्या वेरजेनें मोठा आहे, असें ठरलें.

१. खंड ३ प्रश्न १६-! व्यंक्तिप्र.) ड
थक्क त्रिकोणाची अवक्यअक बाजू
आहे, द्य बाटवून अव-अड केली; अ
आणि कड सांधिली. तर बकवर कड
लंच आहे, हें सिद्ध करावयाचें. व क

आतां अडअक ( प्रतिज्ञा व प्र.प्र. ११, ... अडक कोन-
अकड कोन; वु अवक कोनट्यकद कोन ( १ .५ ). ... व कोन.
ड कोनबकड कोन ( प्र. प्र. २ ). ... १.३२ उप. ५ ह्यावरून
इष्टसिद्धि.

१. खंड ३ प्रश्न १ ७--दिलेल्या रेषेचे पक्षातले टोंक व तींतील
दुसरा एक बिंदु ह्यांच्या मधील भागावर समभुजत्रिकोण काढून १६
व्या प्रश्नांतली रचना करावी. म्हणजे इष्ट लंब होईल.

१. खंड ३ प्रश्न ट--दिलेल्या काटकोनाचा कोणबिंदु वे त्याच्या
एका बाजूतील दुसरा एक बिटू ह्यांच्यामधील रेषेवर समभुजत्रिकोण
( काटकोनाच्याच अंगास) काढावा; व त्याचा जो कोन काटकोनांत
पडेल, तो दुभागावा. ह्मणजे काटकोनाचे तीन समान भाग होतात

१. खंड ३ प्रश्न १-९-१९ व मागचा प्रश्न (यांवरून उघड आहे
६
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की, ९, ई. ३४२, २४३ इतके काटकोनाचे समान भाग १ .३२
पर्यंत सिद्धांतांनी करितां येतात.

१. खंड ३ प्रश्न २७१- व्यक्तिप्र.) अवक्र त्रिकोणाचा अ
कोन काटकोन आहे; तर ह्याचे दोन समद्विमुज त्रिकोण करितां
येतील, असें दाखवावयाचें.

अब रेषेशी अ विद्रुजवळ व कोनाएवढा वभड कोन करून ती
कोन करणारी रेषा कर्णाला मिळे तोपर्यत वाढविली, तर अवड हा
एक समद्विमुजत्रिकोण होईल; आतां क कोनकअड कोन! १.

उप. ४ व प्र. प्र. २; ह्मणृऽन कअड हा. दुसरा समद्विमुजत्रिकोण
होईल. ही रचना कोणत्याही काटकोनत्रिकोणांत करितां येईल,
ह्मघून इष्टसिद्धि.

१. खंड ३ प्रश्न रD-ही गोष्ट प्रश्र २१ ह्यावरून उघड असे
अथवा त्याच्याच आकृतीत अड वाढवून अडन्येई करावी, व बत्रे

साधावी. नंतर १ .१ ५ व १ .४ भा. २. ह्यावरून ई कोनफझट
कोन ठरवून कभव कोनअबई कोन ठरवावा; आणि १४ भा.
१ ह्याच्या योजनेने बक, अदे समान ठरवाच्या. म्हणजे इष्टसिद्धि

होते. किंवा क्र. वि. सिद्धता अशी-बड, कड ह्या समान रेषांपैकी
प्रत्येक अडपेक्षां जास्त मानिली, तर १. १८, व प्र. प्र. ४ उपरि।,
१ त्यांवरून अ कोन हा, व आणि क ह्यांच्या बेरजेपेक्षां जास्त ठरून
प्र. प्र. ४ प्रमाणें तीन कोनांची बेरीज अच्या दुपटीपेक्षा ( झणधी
दोन काटकोनांपेक्षा) कमी ठरते. हा १ .३२ भाग २ ह्यांशीं वि.
रोध. ... वड, कड ही प्रत्येक अडपेक्षां जास्त नाहीं. द्याप्रमाणेचे

कमी नाहीं असें सिद्ध करावे. ह्मणजे इष्टसिद्धि होते.
१. खंड ३ प्रश्न २३-प्रश्न २ १' च्या आकृतींत ब कोन काटकी

नाचा तृतीयांश मानिला, तर कथड कडअ ह्यापैकी प्रत्येक कोन
काटकोनाच्या दोन ततीयाशावरोवर ठरेल ( १३२ उप ४ व प्र.

२ .). ... अककड ( १ .६ ). ... बक-२ अक ).
खंड ३ प्रश्न २४-तिसऱ्या बाजूवर जे दोन काटकोनत्रिकोण

होतात, त्या प्रत्येकाला प्रश्न २२ लविल्यानें तिसऱ्या बाजूचा मध्ये
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व लंबाचे टोंक सांधणारी प्रत्येक रेषा तिसऱ्या वाळूचा अर्धावरोवर
ठरते. हाणून प्र. प्र. ६ ह्यावरून इष्टसिद्धि.

१. खंड ३ प्रश्न २५ व ऱ्त्रद्--प्रश्न २२ च्या क्र. वि. सिद्धतेप्र-
माणेंच ह्यांची क्र. वि. सि. करावी.

१. खंड ३ प्रश्न २७-- ( १) १ .५ व प्र. प्र. २ ह्यावरून पाया-
कडील कोनांची बेरीज शिरकोनावरावर ठरते, ... १ .३२ उपसि.५
त्यांवरून शिरकोण काटकोन ठरतो. ( २) १ .१ ८ व प्र. प्र. ४ उ-
पीस. १ त्यांवरून पायाकडील कोनांच्या बेरजेपेक्षां शिरकोण जास्त
ठरतो; ... प्रश्न १ ह्यावरून शिरकोण विशालकोण ठरतो. ह्या प्रमा.

णेंच ( ३) हा सिद्ध करावा.
१. खंड ३ प्रश्न २८-- इतर दोन कोनांची बेरीज दोन काट-

कोन व दोन साहग्नकोनांची बेरीज ही दोन काटकोन. ... प्र. प्र.

११ .१ व ३ त्यांवरून इष्टसिद्धि.
१ खंड ३ प्रश्न २६-! व्यक्तिप्र.) अब, कड ह्या परस्परांस

छेदणाऱ्या रेषांवर ल चिंद्रपासून लव, लक हे लंब काढिले आहेत;
तर बलक कोन अ विद्रुजवळच्या एका कोनाथरोवर आहे, हे सिद
करावयाचें.

ल(१) त्या आकृतीत व कोन
-क कोन ( प्र. प्र. ११) ल- ' ;ऽ (१)
सब कोनक्यअसक कोन ( १. व स
१५ १: ... ल कोनकअसकोन

क अ( १.३२ उप. ३ ).

( २) ह्यी आकृतींत
(प्रश्र २६ ).

ल कोनवधड कोन

ल

अ
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पहिल्या पुस्तकाच्या चवथ्या खंडावरील
( म्हणजे १. ३३ व १. ३४ ह्या सिद्धांतांवरील)

??मआ।वपया सचना.

'१. खंड ४ प्रश्न १-दोन्ही कर्ण काडिल्यानें जे चार त्रिकोण
होतात, त्यांपैकीं समोरासमोरच्या दोन त्रिकोणांस १. ३४,१.२९
भाग '१ व १. २६ भाग १ हे सिद्धांत लावावे.

१. खंड ४ प्रश्न २-समोरासमोरच्या दोन त्रिकोणांस १९१५
व १. ४ भा. २ लावून शेवटी १. २७ लाविल्यानें समोरासमोरच्यी
दोन वाजू समांतर ठरतात.

१. खंड ४ प्रश्न ५-चौरस व काटकोनचौकोन ह्यांचे जवळज-
वळचे दोन कोन मिळून दोन काटकोन असल्यामुळें १. २८ भाग २
ह्यावरून त्यांच्या समोरासमोरच्या वाजू समांतर ठरतात समभुज-
चौकोनाचा एक कर्ण काढून होणाऱ्या दोन त्रिकोणांस १. ८ लावून
१.२७ च्या योजनेचीसामग्री जुळवावीर म्हणजे इष्टसिद्धि होते.

१. खंड ४ प्रश्न ६-समभ्रुजचौकोनाचा एक कोन १२० अं.
शांचा असल्यास त्याच्या जवळचा कोन ६० अंशांचा होतो. ... प्र-

सातेला कर्ण काढिल्याने होणारा प्रत्येक त्रिकोण समभूज ठरतो.
१. खंड ४ प्रश्न ०-काटकोनचीकोनांचे दोन्ही कर्ण कादिर

त्यानें त्याच्या कोणत्याही एकाच बाजूवर जे मोठाले दोन त्रिकोण
होतात, त्यांस १. ४ भाग १ लावण्याची सामग्री, १. २४ भाग?
व ४. प्र. ११ त्यांवरून जुळते; आणि मग १. ४ भाग १ लावित्यान
त्याचे कर्ण समान ठरतात. काटकोनचौकोन, समभुजचौकोन व
चौरस त्यांच्या कर्णाचे वाकीचे धर्म सहज सिद्ध होतात.

१. खंड ४ प्रश्न ट--एक कर्ण काढून १ ८ व १. २७ ह्यांच्या
आधाराने क्रमिक सिद्धता करावी.

१. खंड ४ प्रश्न ९- ( व्यक्तिप्र.) अकोनक कोन व व कोणे
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ड कोम; तर थक हा समातtt थ व

रपत्रचौकोन आहे, हें सिद्ध

करावयाचें
ड क

अस्व-कफड ( प्र. प्र. २१.२ ( अफड )छत्रकवककफड
( प्र. प्र. २१, व अ-कतडे-४ काटकोन ( १. ३२ उपसि.१ १,
... २ ( आव १-४ काटकोन ( प्र. प्र. १ १.. अस्व-२ काटकोन
(प्र. प्र. ४ उपसि. ४,. .. अड, बक ह्या समांतर (१ .२ ८ भाग २).
ह्याप्रमाणेच अश्, कड ह्या समांतर ठरवाव्या.

१. खंड ४ प्रश्न १० --जवळजवळच्या दोन कोनांची बेरीज
दोन काटकोन ( १. २९ भाग ३ ). .९ऽ त्यांच्या अर्धाची बेरीज १

काटकोन;. जवळजवळच्या दोन कोनास दुभागणाऱ्या रेषा मिळा-
त्यानें जो त्रिकोण होतो, त्याच्या पायाकडील कोनाची बेरीज एक
काटकोन ठरली. ... तिसरा कोन एक काटकोन आहे ( १. ३२
उपसि. ५ ).

१. खंड ४ प्रश्न ११ -त्यांची एकेका आगची टोके साधणाऱ्या
रोग दिलेल्या रेपावर लव असतील, तर व्युत्क्रम टक साधणाऱ्या
रेषा समान असतात, हें प्रश्र ७(१) ह्यावरून स्पष्ट आहे, आणि
एकेका आंगची टोकें साधणाऱ्या रोग दिलेल्या रेषांवर लंब नसतील,
तर गुलम टोके साधणाऱ्या रेषा असमान असतात, हें क्र. वि. री.
तीनें सि. करावे.

१. खंड ४ प्रश्न १ ४-प्रत्येकाचा एकेक कर्ण काटिल्यानें होणारे
एकाचे दोन त्रिकोण दुसऱ्याच्या दोन त्रिकोणांशीं अनुक्रमें एकरूप
ठरवावे.

१. खंड ४ प्रश्न १५-११) १ व्यक्तिप्र.) अव-अर्व, अड-ड,
आणि डभवकोन-डेभब कोन; तर अकदर्श्रकहें सिद्ध करावयाचें.

(१) (२)
ड क-
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डअव कोनकव कोन-ईअंबं कोन- कोन ( १. २९ भाग ३, प्र.

प्र. ११ व ११, व डअब कोन-अअंब कोन; ... व कोनदव कोन
( प्र. प्र ४ उपसि ३) आणि बकऱ्बऊ ( प्रतिज्ञा, १ .३४ भाग से

व प्र प्र ११,. अवक आणि अर्थक ह्या त्रिकोणांस १ .२४ ला-
विल्यानें अकदअक ही इष्टसिद्धि.

( २) पूर्वोक्त दोन त्रिकोणास १ .२५ लाविल्यानें व-४ ठरतो;
आणि मग १ .२५ भाग ३, प्र. प्र. ११, १ व प्र. प्र. ४' उपसि. ३
लाविल्यानें इष्टसिद्धि.

१ खंड ४ प्रश्न १६-६ बस्ततः१५ व्या प्रश्नाचें रूपांतर आहे.
पदार्थविज्ञानशास्त्रांत ह्या सिद्धांताचें हें स्वरूप उपयोग पडते.

१. खंड ४ प्रश्न १ -क. वि. सि. त्या दोन्ही रेपा दुभागिल्या
जातात असें मानिलें, तर दुसऱ्या प्रश्नाप्रमाणें त्रिकोणाच्या वाजू
समांतर ठरतात. हा पक्षविरोध. .. इष्टसिद्धि.

१. खंड ४ प्रश्न२- १) दिलेल्या (अब) रेपेच्या घाहेरचा '

(क) विटु व तिचे एक (अ) टोंक ही साधुन् सांधणारी रेषा अमर्याद

करावी; ( २) (ही अवशीं कोन करणारी असावी. दिलेल्या रेषेचे
जितकेसमान भाग करायाचे असतील तितके(येथेपाच) त्याअमर्याद

गरेपेचे, पूर्वकटकापासून,एकापुडें?क्यपएक असे (अक, कड इत्यादिक), ड १९तुकडे पाडावे; ( ३) शेवटच्या २- 1 सें ते.(फग)तुकड्याचेंशेवटचे(ग)टोंक बरं--? ..९,क ड ई फे व
व दिलेल्या रेपेचे दुसरें (व) टोंक ही साधविंप्रृ (४) ह्या साधणाऱ्या
(वग) रेषेशी समांतर अशा, प्रत्येक तुकड्याच्या (क, ड इत्यादिक)
टोंकांतून ( कक, डड इत्यादिक) रेषा काढून, त्या दिलेल्या रेस
मिळत तोपर्यत वाढवाच्या

ह्या कृतीनें दिलेल्या रेपेचे जे ( अर्क. दंड इत्यादिक) भाग
होतात, ते समान असतात.

कारण, क षिंदुंतृन् कडशीं कस ही समांतर काहिली असतां,
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अकोनटकख कोन व अकक कोनकडस कोन ( १२९
भाग २ ). आणि अककडू ... अकऱ्कस ( १२६ भाग १)
... अकं-डे ( १ .३४ भाग १ व प्र.. प्र. १) त्याप्रमाणेंच
सर्व भाग समान ठरवावे

१ .३५ प्रश्न ५-! १ .३५ च्या २ व ३ ह्या आकृति पहा) अबई
त्रिकोणाचे बअई, बईच हे कोन व अब वाजू ही, कडफ त्रिको-
णाचे कडफ, डफक हे कोन व कड वाजू द्यांशी अनुक्रमें समान
आहेत ( १ .२९ भाग २ व १. ३४ १: .९, अर्श कोनडकफ कोन
( १ .२६ भाग २ ). ( अथवा हें १. खंड २ प्रश्न ४ ह्यावरून ही सिद्ध

होतें.) आणि वईकफ ( १ .३४ १; ... अवई त्रिकोणऱ्यकफ
त्रिकोण ( १ .४ भा. ३) ... प्रप्र. ३ ह्यावरून इष्टसिद्धि.

१ .३६ प्रश्न ५-दिलेल्या समा भु. चौकोनाचे जितके सारखे
समा- भु चौ. करावयाचे असतील तितकेच त्याच्या एका वाजूचे
समान भाग ( १. खंड ४ प्रश्न २२ प्रमाणें) करावे, आणि प्रत्येक
छेदनविदुरत्रन जवळच्या एकाशत्रूशीं समांतर रोग काढून ती समो,
रच्या बाजूस मिळे तोपर्यत वाढवावी. ह्या कृतीने होणारे समा
चौकोन १. ३६ वरून समान ठरतात. भु

१ .३८ प्रश्न ४-- ( व्यक्तिप्र.) अवक त्रिकोणाच्या थक, बक
त्या वाजू डईफृ त्रिकोणाच्या डई, ईफ ह्या दोन काकूंशी अनुकमें
समान आहेत; आणि त्या त्रिकोणांच्या त्या वास्तूंमधील क, ई हे
कोन परस्परांचे पूरक आहेत ( म्हणजे त्यांची बेरीज दोन काटकोन
आहे) तर हे त्रिकोण समान होतील, हें सिद्ध करावयाचें

बक वाढवून कप. ' ड
ईफ वरोवर केली, आणि
अग सांधिलो. आतां
अकव कोनकअझग

ब क ग ई फ

२जे,)?rr?इ२११ते१?ऊँए १rं'ं?एई११२२९र
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त्रिकोणऱ्डइफ त्रिकोण ( १ .४ भा. ३) आणि अवक त्रिकोण-
अचा त्रिकोण ( १ .३८ उप. १. ... अवक त्रिकोणडईफ'
त्रिकोण (प. प्र. १)

१ .३५ प्रश्न ४- ( व्यक्तिप्रतिज्ञा अचूक
त्रिकोणाच्या अब, थक ह्या वालूच
मध्य सांधणारी डइ रेपा आहे. तर :डइ ड इ
रोग वकशीं समांतर आहे, असें सिद्ध

करावयाचें.
व प: क

बघू, कड सांधिल्या. आतां बकड आणि वका हा प्रत्येक त्रि.

कोण अवक त्रिकोणाचें अर्ध आहे ( १ .३ ८ उप.) ... ते समान
आहेत ( प्र. प्र. ७ १: ... ड ही बकशीं समांतर आहे (१. ३rं३ १.

३९ प्रश्न ५- (१ .३५ प्रश्न ४ ह्याची आकृति पहा ). ५७प्र.) अवक त्रिकोणाच्या अव, धक ह्या बाजूचे मध्य सांधणा
क रोग आहे, तर ती बकच्या अर्धीबरोबर आहे, असें सिद्ध
करावयाचें.

बकऱ्या फ हा मध्य काढिला ( ११०) वइफ सांधिली. आतां
डइ? इफ ह्या रेषा अनुक्रमे बक, अब ह्यांशी समांतर आहेत ५'. ३
प्रश्न ४) ... डफ हा समांतरभुज्ञचौकोन आहे ( व्याख्या ३५)
... डइ-फव ( १ .३४ १, म्हणजे ड, वकच्या अर्धाररोवर असे.

३५ प्रश्न ६- क्र वि. सि. तिसरीला टुभागीत नाहीं, अटी
मानून तिचा मध्य व पहिलीचा मध्य हे सांधिले असतां, सांधणार
रेपा १. प्रश्न ४ ह्यावरून दुसरीशीं समांतर होते; त्यामुळे १३०
प्रश्न ३ झांशी विरोध येतो

१ '०० भेज' ४- व्यक्तिप्र.) अक, बफ हे समातरमुजचोकोणें
बक ह्या एकाच पायावर आहेत, अ डु. इ २.
त्याच्या एकाच अंगास आहेत व
समान आहेत, तर अड, इफ ह्या- सें.पैकी एक दुसरीच्या अंगास वाट-
विली असतां ती दुसरीतून्च जाईल. थक
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अड वाढविली असतां इफतून जर न जाईल, तर ( १) तिच्या
खालून जाऊन वर, कफ ह्यास अनुक्रमे ग, ह विंदूत छेदील, असें
मानू. आतां वकहग हा समांतरभुजचौकोन आहे ( व्याख्या
३५ १: ... अक चौकोनछबह चौकोन ( १ .३५ १; ... बारू चौको-
नऱ्वह चौकोन ( प्रतिज्ञा व प्र. प्र. १ ). हा ५ व्या प्र. प्रमाणाशी
विरोध ... अड ही इफच्या खालून जाणार नाहीं. ह्याप्रमाणेंच
( २) वरून जाणार नाहीं असें सिद्ध करितां येईल. आणि ( ३)ती इफच्या एका टोंकांतून जाते अथवा तिला छेदिते असें मानिलें,
तर एकाच विदूतून वकशीं समांतर अशा दोन रेपा निघाल्या,
असें होईल म्हणजे १ .३ ० प्र. ३ ह्याशी विरोध येईल. ... इफ.
तून जाणें ह्या सिग्तीखेरीज अडची दुसरी कोणतीही स्थिति सम.
वत नाही. ... इष्टसिद्धि.

१ ४० प्रश्न ५-शव्दशः मागच्या प्रप्रग्नाप्रमाणेच सिद्ध करावा.
१ ४० प्रश्न ६-क्र. वि. सि. एकाचा पाया मोठा मानून त्याचा

धाकट्या पायाएवढा तुकडा पाडिला, आणि छेदनविहंतून जव-
ळच्या वाजूशीं समांतर रेषा काहिली, तर जो नवीन समांतरभुज-
चौकोन त्या तुकड्यावर होतो, तो मोठ्या पायावरच्या समांतरमुज-
चौकानाशीं समान ठरतो ( १ .३६, प्रतिज्ञा व प्र. प्र. १ ). ... प्र.

प्र. ९ ह्याशींविरोध येतो.
१. ४० प्रश्न च-वहुतेक मागच्या प्रश्नाप्रमाणेच सिद्ध करावा.
१. ४१ प्रश्च २-अवक, बकई हे त्रिकोण समान ठरले ( १.

३७१, ... ह्यांच्या दुपटीही समान आहेत ( प्र. प्र. ६). आणि प-
हिल्याची दुप्पट थक चौकोन आहे, म्हणून तो दुसऱ्याच्या दुपटी-
वरावर आहे. अथवा अवक त्रिकोणऱ्थकड त्रिकोण ( १ .३४)
व अवक त्रिकोणऱ्बकई त्रिकोण (१ .३७ १: ... अकड त्रिकोण-
बऊई त्रिकोण ( प्र. प्र. १ ). ह्या दोन समान त्रिकोणांत अवक
आणि वकई हे समान त्रिकोण अनुक्रमें मिळविले. तेव्हां अवकस्
अकड-२ ( वकई १, झणजे अक चौकोन-र! वर्म.)

१. ४१ प्रश्न ३-१ .४१ च्या सिद्धतेमध्यें १ .३७ योजिला आहे,
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तेथे १३८ योजावयाचा. एवटाच कायतो हा प्रश्न व १ .४१
ह्यांच्या सिद्धांतामध्यें भेद.

१ ४१ प्रश्र ४-त्यातला ( १) हा सिद्धांत १ .४१ च्या आधा-
रानें व ( २) हा सिद्धांत १ .४१ प्रश्न ३ ह्याच्या आधाराने क्र. वि.
रीतीनें सिद्ध करावा.१ ४१ प्रश्न ५-१४१ च्या आधाराने क्र. वि. रीतीनें सिद्ध

करावा.
पहिल्या पुस्तकाच्या पांचव्या रवंटावरील
( ह्मणजे १ .३५ पासून १ .४१ पर्यंत सिद्धांतावरील)

प्रश्नांविपयीं सूचना.
१ खंड ५ प्रश्न १ -प .३५ पासून १ .४० पर्यत सहा सिद्धांत व

१४० वरील प्रश्नांपैकी ४ ५ ६ ७ हे प्रश्न, अशा दहा मिहान!.
चा मुख्य विषय हा कीं, '' दोन समातरभुजचौकोन अथवा एत्रिकोण ह्यांच्या मध्ये ( १) पायांची समानता, ( २) समांतरलि
घांच्या एकाच जोडांत असणे व ( ३) क्षेत्रांची समानता ह्या तू
धर्मापैकीं कोणतेही दोन धर्म आहेत, असें दिलें असतां, त्या दान
दोन आकृतीमध्ये तिसरा धर्मही असतो, हें सिद्ध करावयाचें. '' ह्या

विषयाचे मुख्य भाग तीन होतात. ते असे-पहिला माग-दोन समा भु. चौ. अथवा दोन विको
ह्यांमध्यें ( १) व ( २) हे धर्म' आहेत, असें दिलें असतां, ( ३) हा
धर्म आहे, असें सिद्ध करणें.

दुसरा माग-ह्या दोनदोन आकृतीमध्ये (१) व ( ३) ऐ धर्म

आहेत, असे दिलें असतां, (२) हा धर्म आहे, असें सिद्ध करणे. ह्या

भागामध्ये, '' त्या दोन दोन आकृतीचे पाये एकाच सरळ रेघेत आ.
हेत '' व '' त्या रेषेच्या एकाच अंगाला त्या आकृति आहेत '' त्यी

दोन गोष्टी ( १) व ( ३) ह्या धर्माखेरीज दिलेल्या असतील, तर्र-

च '' समांतर रेघांच्या एकाच जोडांत असणें '' हा धर्म त्यांच्यामध्य

आहे, असें सिद्ध करितां येईल.
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तिसरा माग-ह्या दोन दोन आकृतीमध्ये ( २) व ( ३) हे

धर्म आहेत, असें दिलें असतां, (१) हा धर्म आहे, असें सिद्ध करणें.
आतां ह्या तिहीपैकी प्रत्येक भाग दोन समांतरभुजचौकोनांस

उद्देशून सिद्ध केला पाहिजे व दोन त्रिकोणांस उद्देशुन्ही सिद्ध केला
पाहिजे. म्हणून ह्या तीन भागांचे मिळून सहा सिद्धांत होतात. त्या-
पैकी पहिल्या भागाच्या दोन सिद्धांतांत दिलेले दोन समा. मु. चौ.
व दोन त्रिकोण '' एकाच पायावर आहेत '' असें मानून व '' भिन्न

पायांवर आहेत असें मानून यु।डेड (याने सिद्धता केली आहे; त्यामु-

ळें त्या दोन सिद्धांतांचे चार सिद्धांत झाले. ते १ .३५, १ .३६,
१ .३७ व १ .३८ हे होत. म्हणून हे चार सिद्धांत मिळून सदर्द

तीन भागपिकी पहिला भाग झाला.
दुसऱ्या भागाच्या मुख्य दोन सिद्धांतांचेही .' एकच पाया ''

आणि '' भिन्न पाये '' ह्यांच्या सवधानें चार सिद्धांत होतात. पर-
तु त्यांपैकीं त्रिकोणाचे दोन सिद्धांत मात्र युब्रिड त्याने सिद्ध केले
आहेत; ते १ .३५ व १ .४०. वाकी समातरमुजच?कोनाचे दोन सि-
द्धांत १ .४० वरील प्रश्न ४ व ५ हे होत.

तिसऱ्या भागांत पायांचीच समानता सिद्ध करावयाची आहे.
म्हणून त्याच्या दोन सिद्धांतांत दिलेले समा भु. चौ. व त्रिकोण
भिन्न भिन्न पायांवरच असले पाहिजेत. ह्याकरिता ह्या भागांत
समातरभुजचीकोनांस उद्देशून एक व त्रिकोषास उद्देशून एक असे
दोनच सिद्धांत सिद्ध केले पाहिजेत. ते १ .४० प्रश्न ६ व ७ हे
होत.

१. खंड ५ प्रश्न २-१४१ व त्यावरील प्रश्नांपैकी ३,४ ( १)
व ( २१,५ हे प्रश्र, ह्या पांच सिद्धांतांचा मुख्य विषय हा कीं,
एक समा भु. चौ. व एक त्रिकोण ह्या दोन आकृतीमध्यें ( १)

पायांची समानता, ( २) समांतर रेघांच्या एकाच जोडांत असणें,
व ( ३) चौकोन त्रिकोणाच्या दुपटविरोवर असणें, ह्या तीन ध-
मांपैकीं कोणतेही दोन धर्म आहेत, असें दिले असतां, त्या आकृती-
मध्ये तिसरा धर्मही असतो,असें सिद्ध करावयाचें.
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ह्या विषयाचेही मागच्या प-गतल्श विषयाप्रमाणेच मुख्य तीन
भाग होतात. ह्यांपैकी पहिल्या दोन भागांत दिलेल्या आकृति
'' एकाच पायावर आहेत '' व '' भिन्न पायांवर आहेत '' असें
मानून ते भाग सिद्ध केले असतां दोहोंचे मिळून चार सिद्धांत हो-
तात, आणि तिसऱ्या भागांत पायांचीच समानता सिद्ध करावयाची
आहे, म्हणून तो एकच सिद्धांत होतो. असें ह्या विषयाच्या तीन
भागांचे मिळून पांच सिद्धांत होतात.

पहिल्या भागाच्या दोन सिद्धातांपैकी ''एकाच '' पायावरच्या
आकृतीचा सिद्धांत मात्र युक्लिड ह्याने सिद्ध केला आहे. तो १ .४१
हा होय; व पहिल्या भागाचा दुसरा सिद्धांत १ .४र१ प्रश्न ३ हा
होय. दुसऱ्या भागाचे दोन सिद्धांत १ .४१ प्रश्न ४ ( १) पे ( २)
हे होत. तिसऱ्या भागाचा सिद्धांत १ .४१ प्रश्न ५ हा होय.

१. खंड ५ प्रश्न ३-१. खंड ५ प्रश्न १ ह्यांतील १० सिद्धांतांचा
जो विषय सांगितला, त्यांतील ( २) .' समांतर रेघांच्या एकाच जो-
डांत असणे '' ह्या धर्माच्या ठिकाणीं '' उंच्यांची समानता '' हां
धर्म ह्या प्रश्नाच्या विषयांत घातला आहे. एवढाच कायतो पीए-
ला व तिसरा ह्या प्रश्नातील विषयांचा भेद आहे. म्हणून पहिल्या.
तील विषयाचे जसे तीन भाग व प्रत्येक मागाचे दोन दोन असे मुख्य
सहा सिद्धांत झाले, तसे ह्यांतील विषयाचेही तीन भाग व सहा सि-
द्धांतहोतात.'ह्या प्रश्नातल्या सहा सिद्धांतांपैकीं त्रिकोणांचे तीन सिद्धांत आधीं
सिद्ध करावे, ह्मणजे त्यांच्या साह्याने चौकोनाचे तीन सिद्धांत थो
डक्यांत सिद्ध होतात. त्रिकोणाचे तीन सिद्धांत सिद्ध करण्याची
सामान्य रीति अशी:-(१) दोन त्रिकोणांपैकीं एकाचा पाया तितकाच
वाढवन् वाढविलेल्या भागावर दुसऱ्या त्रिकोणाशीं एकरूप असणारा
नवीन एक त्रिकोण १. खंड १ प्रश्न १७ प्रमाणें काढावा; असा की,
ते दोन्ही त्रिकोण पायाच्या एकाच अंगास येतील. ( २) कर
ह्या दोन एकरूप असणाऱ्या त्रिकोणांच्या उंच्या समान आहेत, अस
१ .२६ भाग २ ह्यांच्या आधारानें सिद्ध करावं. ह्या दोन गोष्टी
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त्रिकोणांच्या तीनही सिद्धांतांच्या सिद्धतेला आवश्यक आहेत.!
ह्या तिहीपैकीं पहिला व तिसरा ह्या सिद्धांतांमध्यें उंच्यांची समानता
दिलेली असते; म्हणून पहिला त्रिकोण व नवीन त्रिकोण ह्यांच्या

उच्ग ( प्र. प्र. १ प्रमाणें) समान ठरवून ते त्रिकोण समांतर रेघांच्या
एकाच जोडांत आहेत असें ( १ .३३ प्रश्न ३ प्र.) सिद्ध करावे. नं-
तर १ .३८ उप व १ .४० प्रश्न ७ ह्यांपैकी एक आणि प्रप्र. १ ह्यांच्या
आधारानें दिलेल्या त्रिकोणांच्या क्षेत्रांची व पायांची समानता सिद्ध
होते. दुसऱ्या सिद्धांतांत क्षेत्रांची व पायांची समानता दिलेली
असते; म्हणून पहिला त्रिकोण व नवीन त्रिकोण ह्यांचे पाये व क्षेत्रे

( प्र. प्र. १ प्र.) समान ठरवून १. ४० वरून ते समांतर रेघांच्या
एकाच जोडांत आहेत, असें ठरवावे. नंतर ( १. खड ४ प्रश्र २५.
प्रे.) त्यांच्या उंच्या समान ठरवून ( प्र. प्र. १ प्र.) दिलेल्या त्रिको-
णांच्या खेच्या समान ठरवाव्या.

चौकोनांचे तीन सिद्धांत सिद्ध करण्याकरितां दिलेल्या चौकोनां-
पैकी प्रत्येकाचा एकेक कर्ण काढावार आणि त्या योगाने झालेल्या
त्रिकोणांपैकीं दोहोंच्या दोन त्रिकोणांस वर सिद्ध केलेले त्रिकोणांचे
सिद्धांत लावावे. ह्मणजे इष्टसिद्धि होते.

१. खंड ५ प्रश्र ४-ह्यांतले तीन सिद्धांत मागील प्रश्नांतल्या त्रि.
कोणांच्या अथवा चौकोनांच्या तीन सिद्धांतांच्या साह्याने थोडक्यांत
सिद्ध होतात.

१. खंड ५ प्रश्न ५-दिलेल्या चौकोनाच्या एकीच बाजूवर जे मो-
ठाले दोन त्रिकोण होतात; ते प्रतिज्ञा व प्र. प्र. ७ त्यांवरून, समान
ठरतात; ... १ .३९ व व्याख्या ३५ ह्यावरून इष्टसिद्धि होते.

१. खंड ५ प्रश्र ७-जे दोन. त्रिकोण समान आहेत, असें दिलें
असेल, त्या प्रत्येकांत तिसरा एक मिळवून प्र प्र. २ व १ .३९ त्यांच्या
योजनेने क्र. सि. करावी.

१. खंड ५ प्रश्र ५-प्रश्नातल्या रचनेमुळे जे दोन त्रिकोण हौ-
तात, ते १ .२६ व १ .४ भाग ३ त्यांवरून समान ठरवून प. प्र. २
योजावें; म्हणजे इष्टसिद्धि होते.
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१. खंड ५ प्रश्न १० -मागचा प्रश्न .४१, व प्र. प्र. १ योजून क्र.

सि. करावी.
१. खंड ५ प्रश्न ११ -दुसरा कर्ण काढून त्याच्या दोन समान भा-

गांवरील त्रिकोणास १ .३८ आणि प्र. प्र. २ व ३ ह्यापैकी एक ला-
विल्याने इष्टसिद्धि होते.

१. खंड ५ प्रश्न १ २-प्रप्रग्नांतल्या रचनेमुळे दिलेल्या त्रिकोणांत जे
चार चौकोन होतात, ते समातरभुजचौकोन आहेत, असें ते. अrंD?ँ

प्रश्न ४ आणि व्याख्या ३५ त्यांवरून ठरवावें. म्हणजे १ .३४ भाग
३ व प्र. प्र. १ ह्यांच्या योजनेने इष्टसिद्धि होते.

१. खंड ५ प्रश्न १३ -दिलेल्या चौकोनाचा प्रत्येक कर्ण काटिल्यानें'.
जे दोन दोन त्रिकोण होतात, त्यांस १ .३५ प्रश्न ४ आणि व्याख्या
३५ लाविल्यानें ( १) हा भाग सिद्ध होतो; आणि १. ३५ प्रश्न ५
लाविल्यानें ( २) हा माग सिद्ध होतो.

०आतां ( ३ ). २ (गई चौकोनी- अजरी- ४
अट२. हें :के२९चे.'

- वु ४ ( कपटक फ २९ ह

वड त्रि. ( १. खंड ५ प्रश्न १२)'... ४ ( आडर्मग्रंफकगह)ऱ्श्रवड व .'ग' क
-धकड(प्र. प्र. ए, २ व १ )ऱ्यक चौकोन (प्र प्र उब प्र. प्र. १)

ह्याप्रमाणेंच ४ ( वफगकडईह -क चौकोन हें सि. होते.
.४! सफर्ट-ल्लगहांवफगकडईह -२ (थक चौकोन) ( ग्रे. प्र.

एक इत्यादिक)
.. २ (अफलकाष्टीबफगरहा- थक चौकोन! प. ग्रे. ७१,

.. २ ( अफई-गहरवफनरळे )ऱ्श्रफई-स्कैगहर्षि.
फगकडईहफगई चौकोन ( प्र. प्र. उ व १);

... चार त्रिकोणांची बेरीज-? चौकोन (प्र प्रे. दे)
... चार त्रिकोणकंगई चौंफोनप्प२ ( गई चौकोन) ( प्र. में.२ )'
... अब चीकोन-२ ( गई चौकोन) ( प. प्र. उ व झे ).
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१. खंड ५ प्रश्न १४-मागच्या प्रश्नातील ( १) ह्यावरून तो स-

मां. मु. चौ. आहे; '' व काटकोनचौकोनाचे कर्ण समान अस-
तात, '' ह्यावरून तो समभुजचौकोन ठरेल.

१. खंड ५ प्रश्न १५-मागच्या प्रश्नावरून त्याच्या चारही वाजू
सारख्या आहेत; व चौरसाचे कर्ण परस्परांवर लव असतात '' ह्या-

वरून तो चौरसही ठरेल.
१. खंड ५ प्रश्र १ टZ-तोबिंदु व समोरचा कोणीवदु हे सांधि-

त्यानें मूळच्या त्रिकोणाचे जे दोन मोठाले त्रिकोण होतात, त्यांस

१८ उप. व पुढें प्र. प्र. २ ही लाविल्यानें इष्टसिद्धि होते.
१. खंड ५ प्रश्न १ -(व्यक्तिप्र.) ड, इ हे अनुक्रमे अब, अक

ह्यांचे मध्य आहेत; तर ( १) आठ चौकोन- अ
वफक त्रिकोण, व ( २) वफड -फिर.त्रि. हें सिद्धकरावयाचें.'( १) अकड त्रिद्रवकइ त्रिकोण (१ .३८
उप. व व. प्र. ७ १: ... अफ चौकोनऱ्बकफ क व
त्रि. ( प्र. प्र. ०९ ).

( रे) वकड त्रि.ऱ्बऊइ त्रि. (१ .३८' उप. व प्र. प्र. ७);
वफड त्रिऱ्कफइ त्रि. (प्र. प्र. ३).

१. खंड ५ प्रश्न १९च्या विडूंत एका बाजूचे दोन भाग केले,
तो विंदु व समोरचा कोणविंदु हे सांधिल्यानें जे मूळच्या विको-
णाचे मोठाले दोन त्रिकोण होतात, त्यांस १ .३९ प्रश्न ४ व ५ ला.
विल्याने इष्टसिद्धि होते.

१. खंड ५ प्रश्न २०-घेतलेल्या बिंदूपासून चौकोनाच्या एका
वाजूशी समांतर रेपा काढून ती समोरासमोरच्या दोन वाज्रृस मिळे
तोपर्यंत वाढवावी. ह्या योगाने जे दोन समा. भु. चौकोन होतात
त्यांस १ .४१ व प्र. प्रे. २ ही लावावी ह्मणजे इष्टसिद्धि होते.

१.४२ प्रश्न ३-दिलेल्या त्रिकोणाची एक वाजूइंचाची, तिच्या
एका अर्धांशी, त्या अर्धाच्या एका टोंकाजवळ, दिलेल्या कोनाएवढा
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कोन ( त्रिकोणाच्या अंगासच) करावा; अर्धाच्या दुसऱ्या ट्रकांतून
कोन करणाऱ्या रेषेशीं समांतर रेषा काढावी; दुभागिलेल्या बाजूच्या
समोरच्या कोणविंदूतूरन त्याच वाजूशीं समांतर रेपा काढावी; आणि
ही शेवटची रेषा पहिल्या दोहोस मिळेल, असें करावे.

१ .४२ प्रश्न ५- ह्यांतील ( १) व ( २) ह्या धर्मीनी युक्त असा
समा ४, चौ. १ .४२ प्रमाणें तयार करावा. ( हा चौकोन अर्थात
दिलेल्या त्रिकोणाच्या एका वाजूच्या अर्ध्या भागावर तयार होईल;)
नंतर त्याच्या ज्या कोनाएवढा कोन दिलेल्या अमर्याद रेषेशीं व्हावा
अशी इच्छा असेल, त्या कोनाएवढा कोन, त्या रेपेशी, तींतील दि-
लेल्या बिंदूजवळ त्या रेपेच्या इच्छिलेल्या अंगास) करावा (१ '२३)
पहिल्या चौकोनाच्या ज्या कोनाएवटा हा कोन झाला असेल,
त्याच्या दोन वाजूएवढाले ह्या नवीन कोनाच्या दोन बाजूंचे तुकडे
(कोणीवडूरपासून) पाडावे ( १ .३) ह्या तुकड्यांपैकी प्रत्येकाच्या
टोंकापासून दुसऱ्या तुकड्याशी समांतर रेषा काढावी ( १.३ ' १,

आणि ह्या रेषा परस्परांस मिळतील असें करावे. ह्या रचनेने जो
चौकोन तयार होतो, तो इष्ट समा भ. चौ. कारण ह्या दोन्ही ची-
कोनांचे एकेक कर्ण काडून होणार? त्रिकोणांस १ .४ लाविल्याने
हे चौकोन एकरूप आहेत, असें सिद्ध होईल.

.४४ प्रश्न. २-'' अब ह्या समर्याद रेष्रेवर समा मु. चौ. क''
दावाचा '' व '' अब ह्या समर्याद रेषेएवढ्या रेषेवर समा भु. ची.
काढावयाचा.'' ह्या दोन कृत्यांपैकीं पहिल्यामध्यें अब रेघा हीच इष्ट

चौकोनाची एक वाजू झाली पाहिजे, असा उद्देश आहे; आणि ई.
सऱ्यामध्यें अब रेषेएवटी एखादी रेषा त्याची एक बाजू व्हावी असा
उद्देश आहे. ह्मणजे पहिल्यांत अवची स्थिति व महत्त्व ही दोन्ही
दिली आहेत; व दुसऱ्यात तिची नुसती स्थिति दिली आहे.

.४४ प्रश्न ३-१. ४२ प्रश्न ५ त्यावरील टिप्पण पहा.
१ .४४ प्रश्न १-६., न सांधितां जर अग सांधिली? आण

ती व ईफ ह्या अनुक्रमे ग, फ विंदूपलीकडे वाढविल्या ८मिळतात, असें ठरवून त्या मिळत तोपर्यंत वाढविणे इत्यादिक पुढचं
सारी रचना केली, तर, जो कत्रिकोणाघरोवर आहे व ज्याचा एक
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कौन ट कोनावरोबर आहे, असा एक समातरभुजचोकोन गह
रेषेवर तयार होईल; म्हणजे अवच्या बरोबरीची गह रेपा त्याची
एक वाजू होईल. पण साक्षात् ''अब रेषाच त्याची एक वाजू व्हावी''
हा इष्टधर्म त्याच्यामध्ये येणार नाहीं. वाकीचे सर्व धर्म येतील.

१ .४४ प्रश्न- १) पहिल्याने असा एक समा. भु चौ. त-
यार करावा कीं, तो दिलेल्या त्रिकोणावरावर होईल. व त्याचा
एक कोन दिलेल्या कोनावरोबर होईल (१४९. (हा चौकोन अ-
श्रीत. दिलेल्या त्रिकोणाच्या एका बाजूच्या अर्ध्या भागावर तयार हो-
ईल ). ( २) नतस् दिलेली रोग एका टोंकापलीकडे वाढवावी
(गृ. कृ. २ ). ( ३) दुसरा असा एक समा भ चौ. तयार करा-
वा कीं, तो पहिल्या चौकोनाशी एकरूप होईल; व त्याचा दिलेल्या
कोनाएवढा एक कोन दिलेल्या रेपेच्या वाढविलेल्या भागाशीं, तिच्या
पहिल्या ( म्हणजे ज्या टोकापलीकडे ती वाढविली त्या) टोंकाजवळ,
होईल ( १ .४२ प्रश्न ५ ). ( -८) दिलेल्या रेपेच्या दुसऱ्या टोकांतून
दुसऱ्या ( म्हणजे ( ३) ह्यांतील) चौकोनाच्या एका वाज्रशी स-
मातर ओषा काढावी (९१ .३१ ). ( ५) दुसऱ्या चौकोनाची दिलेल्या
रोपेसमोरची वाज ह्या रेषेला मिळतींपर्यंत वाढवावी ( गृ. कृ. २ ).
( ६) ह्या रचनेने जो तिसरा समा. मु. चौ. दिलेल्या रेषेवर तयार
होतो, त्याचा दिलेल्या रेषेच्या पहिल्या टकांतून जाणारा कर्ण का-
दावा. हा कर्ण दुसऱ्या चौकोनाच्या ज्या बाजूस मिळावयाचा रा-
हिला आहे, त्या बाजूस तो मिळेल असें ( १ .३० उप. ह्याच्या आ-
धाराने) सिद्ध करावें. (७) तो कर्ण व तो वाजू हीं मिळत तोपर्यंत

वाडवावी. ( ८) त्यांच्या मेलनविदूपासून दिलेल्या रेषेशीं समांतर
रेषा काढावी. ( ९) तिसऱ्या समातरभुजचौकोनाच्या दोन गाजू
ह्या रेपेला मिळत तोपर्यंत वाढवाच्या. ह्या शेवटच्या कृतीनं दिलेल्या
रेषेवर जो नवीन चौकोन तयार होतो, तो इष्ट समातरभुजची-सेन
होय

ह्या सामान्य रीतींतले ( २) हें कलम आवश्यक नामी. कारण
( ३) ह्यांतील दुसऱ्या चौकोनाचा दिलेल्या कोनाएवढा कोन, दि.
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लेल्या रेषेच्या वाढविलेल्या भागाशीं न करितां, दिलेल्या रेषेशीच
जरी केला, तरी पुढच्या रचनेत थोडा फेरफार केल्याने इष्टप्राप्ति

होईल.
१४४ प्रश्न ५- शांतलें कृत्य व १ .४४ ह्यांतील भेद १ .४४ प्रश्न

२ त्यावरील टिपणांत पहा.
ह्या प्रश्नांतलें कृत्य करावयाचें, तर १ .४४ प्रश्न ८ ह्यावरील टिप-

णांत सांगितलेल्या सामान्य रीतींतील ( २) व ( ३) ह्या कलमांची
गरज नाहीं. ( १) ह्या कलमांत सांगितल्याप्रमाणे चौकोन तयार क-
रावा; आणि त्याचा जो कोन दिलेल्या कोनावसेवर असेल, त्याच्या

एका पाजूचा दिलेल्या रेषेएवढा तुकडा, त्याच्या कोणविंदुपासून
पाडावा. ह्याच्या पुढील बहुतेक रचना ८ व्या प्र-त्रातील रीतींत
सांगितल्याप्रमाणेंच करावयाची

१ .४४ प्रश्न १ ०-मागील प्रश्नांतल्या कृत्यामध्यें दिलेला कोन का-
टकोन आहे, असें मानिलें, तर त्याला ह्या प्रश्नातल्या कृत्याचेच
स्वरूप येतें.

१ .४५ प्रश्न ३- दिलेल्या सरळरेपाकृतीरया कोणत्याही एकाच
कोणवेट्यपासून त्याच्या दोहोंआगचे दोन खेरीजकरून इतर सर्व

कोणविद्रुपर्यत रेपा काढाच्या; म्हणजे भुजसंख्येपेक्षा दोन कमी इतके
त्रिकोण त्या आकृतीत तयार होतात.

४५ प्रश्न ९-! १) दिलेल्या सरळरेषाकृतीच्या एका कोण.
बिंदूपासून ( त्याच्या दोहों अंगचे दोन खेरीज करून) इतर सर्व

कोणीवदूपूर्वत रेषा कासाच्या, ( म्हणजे' तीमध्यें नुसते त्रिकोण प-
डतील ). ( २) असा एक समातरभुजचोकोन काढावा की, तो.
डलेल्या सरळरेषाकृतीत तयार झालेल्या त्रिकोणांपैकीं एका घरी-
वर होईल; व त्याचा एक कोन दिलेल्या कोनाबरोबर होईल.
( हा चौकोन १ .४२ प्रमाणें त्या त्रिकोणाच्या एका बाजूच्या
अर्धावर तयार होईल; परंतु दुसऱ्या ठिकाणी काढणें इष्ट

असल्यास १ .४४ च्या रचनेताल क. ३ प्रमाणें काढावा ). ( ३)पहिल्या चौकोनाच्या एका वाजवर दुसरा असा समातरभुजचीकोन
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जाताचा कीं, तो दिलेल्या सरळरेपाकृतींतूल्या दुसऱ्या एकात्रिकोणा-
घरांवर होईल, त्याचा एक कोन दिलेल्या कोनावरोवर होईल,
आणि ह्या दोन्हीचौकोनांचे दिलेल्या कोनावरोवर केलेले कोन
पहिल्या चौकोनाच्या कोणत्या तरी एकाच बाजूच्या दोन टोंकाजव-
ळ दोन येतील. (४) पहिल्या चौकोनाच्या ज्या बाजूवर दुसरा का-
ढिला असेल, तिच्या समोरच्याच दुसऱ्या चौकोनीच्या बारवर
तिसरा असा एक समांतरभुजचीकोन काढावा कीं, तो दिलेल्या स-
रळरेपाकृतीतल्या तिसऱ्या एका त्रिकोणायरोवर होईल, त्याचा

एक कोन दिलेल्या कोनावरावर होईल, आणि दुसरा व तिसरा
ह्यांचे दिलेल्या कोनाबरोबर केलेले कोन दुसऱ्या चौकोनाच्या को.
णन्या तरी एकाच बाजूच्या दोन टोंकाजवळ दोन येतील. ( ५)ह्याच रीतीनें दिलेल्या सरळरेपाकृतींतल्या त्रिकोणांएवढाले समा-
तरभुजचौकोन एकापुटें एक असे जोडावे. ह्मणजे इष्ट समा. भु.
चौ. तयार होतो.

१. ४५ प्रश्न १०-१. ४२, १ .४ ४ व १ .४५ ह्या प्रत्येकांत जी स.
रळरेपाकृति काढावयाची आहे, तिचे इष्टधर्म येणेप्रमाणे-

( १) '' तो चौकोन असावा, '' ( २) '' तो समातरभुज अ-
सावा, '' व ( ३) '' त्याचा एक कोन दिलेल्या कोनावरोवर अ-
साधा, '' हे तीन सदर्हू तीन कृत्यांपैकीं प्रत्येकांतले इष्टधर्म आहेत;
( ४) '' तो चौकोन दिलेल्या त्रिकोणावरोवर असावा '' हा १४२
व १. ४४ ह्यांतील चौथा इष्ट धर्म व '' तो. दिलेल्या सरळरेपाकृती.
बरोबर असावा '' हा १४५ ह्यांतील चौथा इष्टधर्म आहे;,
आणि ( ५) '' दिलेली रोग त्या चौकोनाची एक वाजू व्हावी '' हा
१ .४४ ह्यातील पांचवा इष्टधर्म आहे.

१ .४२ ह्यांतील चार इष्ट धर्मापैकीं ( ११, ( २) व ( ३) हे र
चनेवरूनच ( म्हणजे प्रत्यक्षप्रमाणें व सिद्धांत ह्यांच्या आधारावांचून)
सिद्ध होतात, आणि ( ४) हा मात्र सिद्ध करावा लागतो १२४
ह्यांतील पांच इष्ट धर्मापैकी ( ११. ( २) पे ( ५) हे रचनेवरूनच
सिद्ध होतात, आणि ( ३) व ( ४) हे सिद्ध करावे लागतात
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१. ४५ झातोल चार इष्टधर्मोपेकीं (३) हा मात्र रचनेवरून सिद्ध

होतो, वाकीचे सारे सिद्ध करावे लागतात.

पहल्या पुस्तकाच्या सहाव्या खंडावरील
( म्हणजे १ .४२ पासून १ .४५ पर्यंत सिद्धांतांवरील)

प्रश्नांविषयी सूचना
१. खंड ६ प्रश्न १-दिलेल्या त्रिकोणाच्या एका कोणविंटूंतून

त्याच्या समोरच्या बाजूली समांतर रेपा काढावी; त्याच वाजूरशी
तिच्या एका टोकाजवळ दिलेल्या कोनाण्चूवढा कोन करावा; आणि
हो कोन करणारी रेषा त्या समांतररेपेला ज्या चिंटूत मिळेल, तो च्ये

त्या वाजूचेर दुसरे टोंक ही साधावी. ह्या कृतीने त्याच वाजवूर इष्ट

त्रिकोण तयार होतो
१. खंड ६ प्रश्न ३-दिलेल्या चौकोनाच्या एका बाजूची दुप्पट

तयार करावीर त्या दुपटीच्या एका टोकागरीं दिलेल्या कोना-क्ष कोन करावा; आणि ती कोन करणारी रेपा समोरच्या वारला
जेये मिळेल, तो विठू व त्या दुपटीचे दुसरें टोंक हीं साधार्वीर ऐ.
णजे त्याच बाजूवर इष्ट त्रिकोण होतो

१. खंड ६ प्रश्न ७-दिलेल्या समा. भु. चौकोनाच्या जवळजवळच्या
दोन बाजू समान असल्यास तोच दृष्टीकोन होय. आणि अस-
मान असल्यास. मोठीचे एक टोकं मध्य व तीच त्रिज्या कलून वॅ-
तेल काटावेंर ह्याचा पेपरतेय समोरच्या वाजून जेथे' छेदील, तो विदु
आणि मध्यविंदु हे साधावेर त्या मोठ्या वाजूच्या दसऱ्या ट्रकांतून
साधणाया रेपेशी समांतर रोग फाइन ती ठेकेवरी बाजूस मिळे
तोपर्यंत वाढवावी. ह्या कृतीने मोठ्या बाजूवर जो नवा चौकोनें
तयार होतो, तो इष्ट चौकोन होय

खंड ६ प्रश्न ९-! १) दिलेल्या सरळरेपाकृतीवरोवर ते .४५
प्रमाणें एक समांतरभुजचौकोन तयार करावा, आणि त्याच्या वरावर
१. खंड ६ प्रश्न २ प्रमाणें त्रिकोण काढावा
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( २) '' कोणत्याही सरळरेपाकृतीवरोवरत्रिकोण काढावयाचा''
हें कृत्य १ .४५ व १ .४४ ह्यांच्या साह्यावाचृन करण्याची रीतिंऽ

अशीः-दिलेल्या सरलरेषाकृतीच्या एका कोणविदूच्या दोहो आ.
गचे दोन कोणविदु सांधा; त्या ( पहिल्या) कोणविद्रूतृन् सांज
णाऱ्या रेषेशी समांतर रेषा काढावी; साधणाऱ्या रेपेच्या कोणत्या
तरी एका टोंकांत मिळालेली दिलेल्या आकृतीची बाजू ह्या समांतर
रेषेस मिळे तोपर्यंत वाढवावी; ती जेथे मिळेल, तो विदु व सांधणा-
ऱ्या रेपेचे दुसरें टोंक ही साधावी.

ह्या कृतीने सांधणारी रेपा ह्या पायावर आणि समांतररेपांच्या
एकाच जोडांत जे दोन त्रिकोण होतात, त्यापैकी मूळच्या आकृती.
चा त्रिकोण टाकून त्याचे ठिकाणीं नवा त्रिकोण ध्यावा; म्हणजे
जी आकृति होते, ती मूळच्या आकृतीबरोबर असून तिची भुज-
संख्या मूळच्या आकृतीच्या भुजसंख्येपेक्षां एकाने कमी असते.

ह्याप्रमाणेच एकेक बाजू कमी करीत गेल्याने इष्ट त्रिकोण तयार
होतो.

१. खंड ६ प्रश्न १ ०-आधीं मागील प्रटसतातल्या दुसऱ्या रीतीनें
दिलेल्या सरलरेपाकृतीवरोबर त्रिकोण तयार करावा; आणि मग
१ .४२ प्रमाणें त्याच्या वरावर समा. भु. चौ. तयार करावा; ह्मणजे

१४५ हें कृत्य १ .४४ च्या सारयावाचृन् होतें.
१. खंड ६ प्रश्न १ १-पृरुणिकेंतीत्रु पृथक्करणामध्ये त्याची रीति

सांगितली आहे
१. खंड ६ प्रश्न १ ३-अक कर्ण नम, गक त्यांस इ बिंदूतू छे.

दील. न छेदील, तर अ न व
तो नमला ई बिंदूंत छे- ग ?? फ
दितो असें मान्रृं? ई वि- ग फ'
दुतन अवशीं गफ स- इ
मातर काडिली. आतां
बद्द चौकोनदबइ चौ- लेणेकोन ( प्र. प. ५१. वह चौकोनडइ चौकोन ( प्रतिज्ञा) .. देई
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चौकोनदडश् चौकोन (प्र. प्र. अ). आणि डरचौकोनदडइ चौकोन
( प्र. प्र. ९ १; ... बइ चौकोनदडद चौकोन ( प्र. प्र. इ ). हा
१ .४३ ह्याशीं विरोध. ... अक कर्ण इ बिंदु खेरीज कोणत्याही वि-
दूत नमला छेदणार नाहीं.

१. खंड ६ प्रश्न १४-! मागील प्रश्राची आकृति पहा ). ( व्य.
प्र.) नम रेपेने झालेले नड, नऊ हे चौकोन, गफ रेपेने झालेल्या
गव, गक ह्या चौकोनांशी अनुक्रमे समान आहेत, असें सिद्ध क-
सवयाचे.

डइ चौकोनऱ्बइ चौकोन ( १ .४३ १, ... नड चौकोनछगव
चौकोन ( प्र. प्र. २ ). ह्यापमाणेंच नऊ चौकोनगक चौकोन, हें
सिद्ध होतें.

१. खंड ६ प्रश्न ११) अनंत. ( २) दिलेल्या रेपेच्या मे-
त्येक अंगास दोन दोन; एकंदर चार. ( ३) दिलेल्या रेषेच्या प्र-

त्येक अंगास एकेक; एकंदर दोन.
१. ४६ प्रश्न ४-दोहोपेक्षा ज्यास्त पदार्थीची समानता जर र.वावयाची असली, तर वस्तुतः, पदार्थसंख्या व तीपेक्षा एकाने

कमी असणारी संख्या ह्यादौन संख्यांच्या गुणाकाराच्या अर्धाइ-
तक्या जोड्यांची समानता ठरविली पाहिजे. जसें चार रेघांची स-
मानता ठरवावयाची असेल, तर रेषांच्या ( ४३२ खणजे) सहा
जोड्यांची समानता ठरविली पाहिजे. पांच रेषांची समानता ठरवा-
वयाचीअसेल, तररेपांच्या (५४४-२ह्मणजे) दहा जोड्यांची समानता
ठरविली पाहिजे

दोहोपेक्षा जास्त पदार्थीची समानता ठरविण्याची सामान्य रीति
अशी आहे कीं, त्यांपैकीं ( सोईस वाटेल त्या) एकाशी इतरांपैकी
प्रत्येक पदार्थ समान आहे, असें कोणत्या तरी रीतीनें सिद्ध कराव;
म्हणजे ते इतर पदार्थ परस्पराशी समान आहेत, असें प्र. प्र. १ त्या.
वरून ठरतें, आणि मग अर्थात्ते सर्व पदार्थ परस्पराशी समान टर-
तात. कावा पहिल्यावरावर दुसरा, दुसऱ्यावरावर तिसरा, अशी
शेवटपर्यंत त्या पदार्थांची ओळ ठरवावी; म्हणजे प. म १ उप. 'ह्यावरून ते सर्वे समान ठरतात
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४७ प्रश्न २-१ .४७ च्या सिद्धतेकरितां जी कृति ग्रंथांत
केली आहे तिचं सामान्य स्वरूप असें! १) दिलेल्या काटकोन-
त्रिकोणाच्या तिन्ही वास्तूंवर चौरसें ( त्या त्रिकोणाच्या वाहेर) का-
बावी. ( २) दिलेल्या त्रिकोणाच्या काटकोनविदूपासृन् कर्णा-
वरील चौरसाच्या (कर्णावर लंब असणाऱ्या) वाजूशी समांतर रेपा
काहून ती त्या चौरसाच्या दोन बाजूंस मिळेल असे करा; आणि
( ३) दिलेल्या त्रिकोणाच्या प्रत्येक कोणबिंदूपासन् समोरच्या वाजू-
वरील चौरसाच्या कोणबिंदूरपर्यत रेषा काढाव्या.

१ .४७ प्रश्न ३-११) काटकोनत्रिकोणाच्या तिन्ही वाजूवरील
चौरसें त्रिकोणावरच काटन १४७ ह्याची सिद्धता करावयाची.

( १) ह्या आकृतति तिन्ही चौरसें त्रिकोणावर काटणे, ह्याले-
रजि वाकीची सर्व रचना शब्दशः
ग्रंथातत्य रचनेप्रमाणें करावी. नंतर ..-..इ..,.धवड आणि कथक हे त्रिकोण १. ५

1; ,'
४ मागं १ प्रमाणें समान ठरवावे; फ'''
म्हणजे १ .४१ व प. प्र. ६ त्यांवरून ते
वळ समा. भु. चौ. वग चौरसाव. व क
रावर ठरतो. ह्याप्रमाणेच कल चौ- ग
कोनाचराचर कह चौरस ठरतो.
... प्र. प्र. २ ह्यावरून इष्टसिद्धि. फ

( २) कर्णावरील चौरस त्रिकोणावाहेर व बाजूवरील चौरसें त्रि.
कोणावर काडून १ .४७ ह्याची सिद्धता करावयाची.

अब, थक, बझ ह्यांवर अनुक्रमे अ
बग, कह, बद्द ही चौरसें काढून अ ९ ह १चिद्रृंत्रून बडशीं समांतर अल काहिली; द ८३ ८१ दले

आणि अड, अडू, डफ, इस ह्यारेषा. :; गृ
साधिल्या. .. स! -

आतां अवक, फवड ह्या विको- '' फ; ' १

णांस १ .४ भाग २ लाविल्यानें बअक
कोनवफड कोन ठरेल. फब इले
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ड कोन काटकोन आहे, आणि बफग कोनही काटकोन आहे;
म्हणून डफ, फण ह्यांची डग ही एकच सरलरेषा आहे ( १ .१४ ).
आतां अवड त्रिकोण व वग चौरस हीं अब ह्या एकाच पायावर
आणि अब, डग ह्या समांतररेषांच्या एकाच जोडांत आहेत; ..
वग चौरस अबड त्रिकोणाच्या दुपटीवरावर आहे ( १ .४१ ). अ
वड त्रिकोण व बल समा. भु. चौ. ही वड ह्या एकाच पायावर
आणि बट, अल ह्या समांतररेषांच्या एकाच जोडांत आहेत; म्ह-

एन बल समा मुं. चौकोन अवड त्रिकोणाच्या दुपटीवरोवर आहे
( १ .४१ ). .. वग चौरस बल समा भु. चौकोनावरोचर ओह
(पप्र.-). ह्याप्रमाणेंच कह चौरस कल समा. मु. चौकोनावरोषरॅ
आहे, असें ठरतें. ... प्र. प्र. २ ह्यावरून इष्टसिद्धि.

( ३) कर्णावरील चौरस त्रिकोणावर आणि बाजूवरील चोंरस
त्रिकोणाबाहेर काढून १.४७ ह्याची सिद्धताकरावयाची. -.

बंक कर्णावर तर चौरस काढून व विदृंतून अब वर बफ लव
केला, आणि ड ग

अ- ल इपरतून अवशीं -एरा-. ळ
समांतर डफर्को. फ
हून तिलावलंब व कथवा-! स
जू ही मिळतील
असें केलें. अ विंदू व
तून वडशी समांतर अल काढून अंड सांधिली.

ला-आतां अवक आणि वडफ ह्या त्रिकोणांस १ .२६ भाग २ .ही

विल्याने अवबफ होते. ... बग हें अबवगल चौरस ठरत
( १ .४६ उप. २ ). वळ समा. भु. चौ. आणि बग चौरस ह्यांपैकी
प्रत्येक अवड त्रिकोणाच्या दुपटी क्रावर आहे ( १ .४१ १. ... बल
चौकोन-वग चौरस ( प्र. प्र. ६). द्याप्रमाणेच क विदतृन् थक वर
कस लंच काडणे इत्यादिक रचना केल्याने कढ हें थक वरील चौ-



प्रश्नांविषयीं सूचना. ३८५
रस ठरून तें कल समातरभुज चौकोनावरावर ठरतें, ... प्र. प्र. २
ह्यावरून इष्टसिद्धि

अथवा आधीं तिन्ही वाजृवुरील चीर काढावी, आणि वाजू-
वरील चौरसांच्या फण. सह ह्या बाजू (किंवा त्या वाढविल्या अ-
सतां) कणांवरील चौरसाच्या अनुक्रमे ड, इ ह्या -कोणविडृतूनच
गेल्या पाहिजेत,? असें ( १ .२६ भाग १) ह्याच्या योगाने क्र. वि.
रीतीनें सिद्ध करावे. पुढची सिद्धता वर लिहिल्याप्रमाणेच करावी.

१ ४७ प्रश्न ४-१ व्यक्तिप्र.) अबक ह्या काटकोनत्रिकोणाच्या

अब, अक (या बाजूवरील इ
चौरसाचे असे भाग कराव-
याचे आहेत कीं, त्यांच्या यो- ग् २
गाने कणांवरील चौरस ने-
मका व्यापिला जातो, असें
दाखविता येईल.

स( १) अक वा: कह चौ-
रस काढिले, (२) हब वा-
ढ विली, ( ३) अब वगेवर च्ये हे व
हफ केली, ( ४) हफवर फण चौरस काढले. ( ५) सग
वाडविली, ( ६) अब वरावर सइ केली, ( ७) आणि कब-

ड चौकोन तयार केला.
आतां बफड, डगड, इसक हा प्रत्येक त्रिकोण अवक त्रिको-

णाशी एकरूप आहे, असें १ .४ च्या योगाने सिद्ध होतें;. .. व? चौ-
कोनाच्या चारही वाजू समान ठरतात. आतां अकब कोनइकस
कोन ( १. ४ भाग २१. ... अकसं कोनऱ्ष्टथकव कोन ( प्र. प्र.

२१, ... इकब कोन काटकोन आहे ( व्या ३० व प्र. प्र. ११
उप. ). अशाच कांहीं आधारावरून बद्द चौकोनाचे सर्वे कोन काट-
कोन ठरतात. ... बद्द हें बक कणांवरील चौरस आहे.

१७
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ह्यावरून बाजूवरील चौरसांचे भाग पाडण्याची रीति अशी ठा
ते कीं, '' अब, अक ह्या बाजूवरील चौरस, त्यांच्या एकेक वाजू
एकाच सरलेत येतील अशा रीतीनें एकमेकांस लावून ठेवावी;
नंतर अवक आणि वफड हे त्रिकोण कापून कसइ आणि डगह्या त्रिकोणांशीं जोडावे. म्हणजे कणांवरील चौरस नेमका व्यापि-
ला जाईल, हें .उघड आहे.

१. ४८ प्रश्न २५१ व्यक्तिप्र.) अब, अक ह्यांवरील चौरसांची
बेरीज वक्र वरील चौरसावरावर आहे; तर अ कोन काटकोन आहे,
असें सि. करावयाचें

( सिद्धता) अ कोन काटकोन नसेल, तर विशालकोण मारं. अ
अविदुपासून् अध वर अड लंच करून अक

षरोबर अड केली, आणि वट सांधिली. ;?

आतां अवक आणि अवड ह्या त्रिको- व -रा, क'

णास १ .२४ लाविल्यानें बडथबक;. बडेव. चौरबक व. चौरस ( १. इ. उप. ११, .. अषॅ व.
कअड व. चौदबक व. चो (१ .४७ व प्र. प्र'. अ. उप; ... अध ).
चौकअक व. चौदवक व. चौ. (१. इ, प्र. प्र. २ व प्र. प्र. अ. उप.
पण हा पक्षविरोध. ... अ हा विशालकोण नाहीं. ह्याप्रमाणेच तोलपु
कोण नाहीं, असें सि. होतें.. इष्टसिद्धि.

पहिल्या पुस्तकाच्या सातव्या खंडावरील
( म्हणजे १ .४६, १ .४७, व १. ४८ ह्या सिद्धांतांवरील)

प्रश्नांविषयी सूचना.
खंड ७ प्रश्न १- व्यक्तिप्र.) अवक त्रिकोणाचा ध हां

औवशालकोण आहे, तर अब व. बोच?अक व., ची-बक व. चौ हें सिद्धक.;राक्याचे
अ पासून अक वर धड लंब करून

अबअड केली; आणि कड सांधिली.



प्रश्नांविषयी सूचना. ३८७
आतां कडरवक ( १ .२४ १, ... कड व. चौदवक व. चौ
( १. ई. उप. १ ). ... १. ४७, १. इ व त्याचे उप, प्र. प्र. २
इत्यादिकांवरून इष्टसिद्धि.

१. खंड ७ प्रश्न २-१ .४७ व मागचा प्रश्न ह्यांच्या आधाराने क.
वि. रीतीनें सिद्ध करावा.

१. खंड ७ प्रश्न ३ व ४-१ .४७ व मागचे दोन प्रश्न ह्यांच्या आ.
धाराने व:. वि. रीतीनें सिद्ध करावे.

१. खंड ७ प्रश्न ६-एका रेषेवर तिच्या एका टाकापासून लंब
काढून त्याचा दुसऱ्या रेषेएवडा तुकडा पाडावा, आणि जेथे तुकडा
पडेल तो बिबु व पहिल्या रेषेचे दुसरें टोंक हीं साधावी. सांधणारी
रेषा ही इष्ट रेषा होय. हें १ .४७ ह्यावरून उघड आहे.

१. खंड ७ प्रश्न ७-प्रथमत दिलेल्या रेषांपैकी दोन रेषांवरील
चौरसांच्या वेग्:जेबरावर जीवरील चौरस होईल, अशी रेषा ( माग-
च्यी प्रश्नाप्रमाणें) काढावी. पुनः ही नवी रेषा व दिलेल्या रेषांपैकी
तिसरी रेषा ह्यांवरील चौरसाच्यावेरजेवरावर जीवरील चौरस होईल,
अशी रेषा काढावी. ह्याप्रमाणेंच सर्व रेषा संपत तोपर्यंत कृति
करावी.

१. खंड ७ प्रश्न १ -दिलेल्या धाकट्या रेषेचे एक टोंक मध्य व
दिलेल्या मोठ्या रेषेएवढी त्रिज्या कल्पून एक वर्तुळ काढावें; अक्ष्मण

धाकट्या रेषेवर तिच्या दुसऱ्या टोंकापासून लंब -काढून तो एकीकडे'
परिघाला मिळेतोपर्यत वाढवावा. तो लंबच इष्ट रेषा होय. हें १ .५८७
उप. १ ह्यावरून उघड आहे.

१. खंड ७ प्रश्न २३-१ .४७ उप १ त्यावरून प्रत्येक भाग व
त्याच्या जवळची त्रिकोणाची वाजू ह्यांवरील चौरसांची वजाबाकी
लवावरील चौरसावरावर आहे, ह्मणन् प्र. प्र. १ ह्यावरून इष्टसिद्धि.

१. खंड ७ प्रश्न २०-४१ व्यक्तिप्र.) अबक त्रिकोणाच्या अ शि-
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रोविंदूपासून् वक्र पायावर अड लंब का- ४
दिला आहे, आणि वड?कड?र तर अब
अक ह्यांवरील चौरसांची वजाबाकी,
वड,कड त्यावरील चौरसांच्या वजाबाकी- ब ड क
वरावर ओह, हें सिद्ध करावयाचें. वड,
अड ह्यावरील चौरसांची बेरीज व कड, अड ह्यांवरील चौरसांची
बेरीज, ह्या दोन बेरजांची वजाबाकी, वड, कड ह्यावरील चौरसांच्या
वजाथाकीवरावर आहे ( प्र. प्र. ५ उप. १, आणि त्याच वेरजांची व-
जावाकी अब, अक ह्यांवरील चौरसांच्या वजावाकीवरावर आहे.
( १ .४७ व प्र. प्र. ३ ).. .. प्र. प्र. १ ह्यावरून इष्टसिद्धि.

१. खंड ७ प्रश्न २५८११) फग, सह मिळतील हें १. ३० उपसि.
त्यावरून ठरतें. ( २) अबक, चौ

अक्ष ह्या त्रिकोणांस१. ४ भाग ऊ ३२!१ लाविल्यानें अक्षवक ठरते.
( ३) त्याच त्रिकोणांस १. ४ !ऋ?, हे

:४.

भाग २ लाविल्यानेंगअक्षकोन! अ.!? स
अबक कोन ठरतो; ' क्ष- ?ं

।'अबकोनअवड कोन (प्र. प्र. ।रर के
११ व प्र. प्र. २,देवडशी समांतर आहे ( १. '

३-२७१, ... क्षअ पुढें वाढविली असतां बकवर लंब होईल
(१ .२९ व व्या. १०).

खंड ७ प्रश्न २६ मागील प्रश्नाची आकृति पहा ). अबक
कोन-फवन कोन ( प्र. प्र. ११ व प्र प्र ३१,. अवक आणि
बफन ह्या त्रिकोणांस १ .२६ भाग १ लाविल्यानें वकवन ठरते.
ह्याप्रमाणेंच वक-कम;. .. वय हां समातरभुजचौकोन ठरतो (.३ ). ... तो बकवंरील चौरस ठरतो ( १४६ उप २



प्रश्नांविषयी सूचना.
१. खंड ७ प्रश्न २९-डब, इक ह्या अनुक्रम फण. सह ह्यांत

अनुक्रमे न, य बिंदूंन मिळत तोपर्यंतया.?टीवर-यार आणि सत्र हो जुईला लया-; भ
त मिळे तोंपर्यत वाढविली. म र

आतां बक्ष, कक्ष हे समातरभुजची- न 'कोन आहेत; ते अनुक्रमे बग, कढ खां- चे) हे ख
वरावर आहेत; व दल, कल ह्यांबरोवर- व' क
ही आहेत, असें सिद्ध करावे म्हणजे प्र.
प्र. १ व प्र. प्र. २ ह्यांच्या योगाने इष्टसि-
द्विहोते चे ल ई

१. खंड ७ प्रश्न ३ ०-मागच्या प्रश्नांत दिलेल्या गोष्टींखेरीज जर
( १) अकोन काटकोन आमे, व ( २) बग, कढ, हीं अनुक्रमें
अन्न. अक ह्या वाजुरवरोल चौरसें आहेत, ह्या गोष्टी ज्यास्त दिले-
ल्या असतील; तर २६ व्या प्रश्नाप्रमाणे अस ही बकशीं वरावर
आणि तोवर लंब ठरेल, व अक्ष ही बडशीं वरावर व तिशीं समांतर
आहे ( प्रतिज्ञा) ... बई हा वकवरील चौरस ठरेल, आणि मग
त्या प्रश्नाला १ .४७ ह्याचेंच स्वरूप येईल.,

१. खंड ७ प्रश्न ३१ -लंबामुळे जे नवीन दोन काटकोमत्रिकोण
होतात, त्यांस १ .४७ लावून पुढें प्र. प्र. २ लावावे; आणि पुनः मृ-र

ळच्या त्रिकोणास १. ४७ लावून शेवटी प्र. प्र. १ लावावे.
दुसऱ्या पुस्तकांतल्या सिद्धांतांवरील प-ढ्यर्ताविपपी

सूचना.
२.४ प्रस -अप. बग ही अनुक्रमे अक, बक ह्यांवरील चौ-

रसे आहेत ( १ .४६ उप. २) आणि अ
नफ, फस ह्यांपैकीं प्रत्येक चौकोन व
थक, बक ह्यांचा काटकोनचौकोर्न ग स.

आहे, हें थोडक्यांत सिद्ध होतें. ... न म '

इष्टसिद्धि.

२.४ प्रश्न ६५! व्यक्तिप्र.) अबव- व पश्
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रोल चौरस-अक व. चौकवक व. चौकर ( थक, वक्र काटकोन
चौकोन) ( सिद्धता) अब अककथिकेवथक व चौकलऊ नऊ का (२३१, आणि अब, कब का-बक
व चौकअक, बक का (२). .. अब, अक का-अब, बक
काळक व. चौ-बक व. चौकrD(अक, वक्र का) ( प्र. प्र २ ).

आतां अब. अक काकअव, बक का-अब व. चो (२२)... अब
व. चौऱ्यऊ व. ची-धऊ व. चौफD(अक, बक का) (प्र. प्र१ ).

२५ प्रश्न व व्यक्तिप्र.) अड, डक काफकड व. चौऱ्वक
व चा.

( सिद्धता) अकवक प्रतिज्ञा १,. .. चक, डच काध्यवक, इव
का ( २. व्याख्या ११, आणि

कड, डब काकड व. चौऱ्बऊ, कड अकॅड वॅ
का (२ ).. .. अक, डच काकड, डब कारकड व. चौ
वक्र, डच काकवक, कड का ( प्र. प्र. २ ). आतां अक, डच कॉ

कड, डर का-अड, डब का ( २.११, व बक, डब गावक,
कड काऱ्दक व. चौ (२ ).. .. अट, डव काकड व. च-
बक व. चौ ( प्र. प्र. २ व प्र. प्र. १ ).

२७ ह्याची आकृतीवाचून् सिद्धता- १' व्यक्तिप्र.) श्रद्ध

व. चरक व. चौ२ ( अब, बक का) कथक व.
चौ (सिद्धता) अब, अकॅवबक काअक, बक काक व. चौ ( २३ ते:. .. २ ( अब, बक
का १-२ ( भक, बक का. (वक्र व. चौ) (प्र. प्र. २ उपातें. ).

.. २ (अद, बक का )कथक व. चौ२ ( अक. बक कॉ )'२ (बक व. चौ भिक व. चौ ( प्र. प्र. २ ). आतां २ ( धक,
बक का )स्२( वक व. चौ)-अक व. चौधश्रव व. चौक व.
ची (२४ व प्र. प्र. २ ).. .. अब व. चौकवक व. चौ२ (अध,
यक का ),श्रक व. चौ ( प्र. प्र. १ ).

२. ड प्रश्न ५४ व्यक्तिप्र.) अब, बक ह्यांच्या वेरजेवरील ची-
रस- ( अव, बक का )कअक व चौ
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(सिद्धता) बक बरोबर वड केली. अं कवै ड
आता अश् व. चौक वु. चौच्च२(भव, बक का )कथक व. चौ
१२-७, आणि वक-बड, ... अब व. चौकवड व. चीटर! अब,
बक का भिक व. ची ( २. व्याख्या २१. आणि २ ( भव, वड
का -२ अब, वक का) ( २. व्या. १ ). ... अब व चौ-बड
व. चौ,nD( अब, वड का -४ ( अब, बक का )-अक व. चौ
( प्र. प्र. २ ). आणि अब वु. चौकबड व. चौक२ (अब, वड कान
अड व. चौ ( २४१, ... अड व. चौ-; ( अब, बक का )फअक
व. चौ ( प्र. प्र १ ).

अथवा (व्यक्तिप्र.) अब, वक्र ड अ ई क. ब
त्यांच्या बेरजेवरील चौरस-Z( अब. बक का रकक्षक व. चौ.
(सिद्धता) वभ वाढवून बक बरोबर डलं केली, व उब ही ई विं.
दूत दुभागिली. आतां डई व. चौऱ्श्रब, अड काकभई व. चौ (२५)
.. ४१ डई व. चौ १-४ अब, अड का १४१ अई व. चौ) ( प्र.

प्र. २ उपसि ). आतां ४ डई व. चौ -व व. चौ आणि ४ अई
व. चौ -क व. चौ ( २४ उपसि. २ ). ... डव व. चौरस-;
भव, अड काकअक व. चौ ( प्र. प्र. २ व. प्र. प्र. १ ). अड
बक आणि डव-अंवकवक:. .. अबू, बक यांच्या बेरजेवरील चौरस
- ८ ( अब, चक का. )कअक व. चो
२५ प्रश्न ४- व्यक्तिप्र.) भड व. चौकडव व. चेंाएए४D ( अक

व. चौ -२१ कड व. चौ ).
( सिद्धता) वड वरावर अई करून अब वर अन चौरस का.

दिला; आणि बन कर्ण काढणें इ- अ ई के फे व
त्यादिक वाकीची सारी रचना ल ग
केली. इ त

आतां हें सहज सिद्ध होईल ट र
कीं, लय हा अडवरील चौरस
आहे, डग हा वड वरील चौरस म
आहे, टक्ष अथवा कर हा अक ते य क्ष में न
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वरील चौरस आहे, आणि पफ अथवा फस हा कडवरील चौ
रस आहे; तसेंच कज्ञपट आणि रत-सक्ष

आतांअड व. चौकवड व. चौब्दलयकडगटक्षकपटकसक्षस्
बुधकडगकपफकफस-टक्षक(कज्ञकरतकदुधकडग )कपफकफस
च्चटक्षककरकपफ-क्ष्मसब्दर ( अक व चो १२ ( कड व चौ).

.९ प्रश्न ५- ( व्यक्तिप्र.) धड व. चौकडब व चौर ( अक
व. चौरे कड व चौ)
सिद्धता अड व. चौअक व. चौककड व चौरे ( अक? कड
का) ( २४). स्त व थे-?कडवेबोडब व. चीचक व. चौककड व चौक२ ( अक, कड का)
कडव व. चौ ( प्र. प्र. २ ). अकवक,. २ ( धक कड का ओ,

डब व. चौd( बक, कड का )फडव व चौ ( २ व्या १ वू प्र.प्र. २ ). आणि २ ( वक्र, कड का )फडव व चविक व. चास्
कड व. चौ ( २७ -क व. चौककड व चौ. अड व'
चौरडव व. ची-२ ( थक व. चौ )९२ ( कड व चौ) ( प्र प्र.

प्र. १)
.१ ० प्रश्न १ -२९ ह्याच्या रचनेमध्ये ईद, फड त्यांचा मेलनें.

बिंदु जो फ, त्यापासून अवशीं समांतर रेषा काढून ती ईक लयाला
मिळविली आहे. तसें २ .१ ० ह्यातकेले नाही त्याच्या आकृतीमध्येही
जर इव. फड ह्यांचा मेलनविदु ग ह्यापासन अवशीं समांतर रव'
काडून तिला ईफ लंय मिळविला, तर त्योच्या सिद्धतेमध्यें कांहीं
फरक होत नाहीं
त्या च्ये' प्रअ ४-२५ प्रश्न ४ ह्याच्या आकृतीमध्यें ३ ही मूळची

हे व ती क बिंदूत दुभागून अपर्यत वाढविली आहे असें
चा२आर. २१० ह्याची सिद्धता त्या प्रश्नांत झाल्यासारिखी-

व. ३गेले३१ ४:-८ ९३सिद्धता अक्षरशः २५ प्रश्न ५ प्रमाणेंचआहे..!
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२.११ प्रश्न २-प्रथातल्या रचनेपैकीं अक लंब काढणें, तो अब-
बरोबर करणें, तो टुभागणें, ईब सांधणं, ईव बरोबर ईफ करणें,
व आड वरोवर अह करणें, एवढीच रचना अवघे इष्टभाग होण्या-
स आवश्यक आहे; चौरसें तयार करणें इत्यादिक वाकीची रचना
सिद्धतेलाच लागते

२. ११ प्रश्न ३ -ह्या रचनेतील साधणाऱ्या रेषेचा राहिलेला भाग
२.११ च्या आकृतींतल्या अफ रेषेवरोवर होतो.. .. इटसिद्धि.

रं. ११ प्रश्न ४-! २. ११ ची आकृति पहा) अवयबई ( १. १९
प्रश्न ३). .. अकदईफ ( प्र. प्र. अ व उप.). .. ईकरअफ
( प्र. प्रण. ).. .. अवच्या अर्धापेक्षां भह जास्त आहे ( प्र. प्र. अ ).

२११ प्रश्न ५-२. ११ च्या आफतींत अब दुभागिली म्हणजे मा-
गील प्रश्नाच्या आधारानें इष्टसिद्धि होते.

दे. ११ प्रश्न ६ -२. ११ च्या आकृतीत कफ, अफ काभ्यवन व.
चौ हें २.११ च्या सिद्धतेमध्यें सिद्ध झालें आहे.

२. ११ प्रश्न ८-२. ११ च्या आकृतीत कफ ही दिलेली रेषा मा-
निली, तर प्र. ६ ह्यावरून तिच्या २.११ प्रमाणें केलेल्या भागांपैकी
अक हा मोठा भाग आहे, त्याच्या बरोबर अब रेपा आहे;, व तिचा
कफच्या लहान भागाएवढा तुकडा पाडिल्यानें तिचेही २.११ प्रमा-

णेंच भाग झाले आहेत.. .. इष्टसिद्धि.

२.१२ प्रश्न ३-२. १२ ची ग्रंथांतली सिद्धता. २.१२ प्रश्न २७. प्र.

१, प्र. प्र. ०९, व प्र. प्र. ४ उपसि. ४ ह्यावरून इष्टसिद्धि होते.
२. १३ प्रश्न ५-वड? सांधिली. आतां धवड त्रिकोणाचा अ हा

लघुकोण आहे.. .. वड व. चौकर(अब, अई अ ५

का) अब व. चौकअड व. चौ (२. १३ १:
तसेंच वड व. चौकर! अक, अड का ओ- हे
अब व. चफिअड व. चरे (२१३ ). प्र.प्र. १, प्र. प्र. ३ व प्र. प्र. ४ जोते. ०' जी- ८,वरून इष्टसिद्धि



३९४
२१३ प्रश्न टZ-ह्या प्रश्नांत. लाया '?ं शब्दाचा जो अर्थ दिल ।

आहे, त्याप्रमाणें २१२ ची आकृति व २.१३ च्या ( ११, ( २) ह्या

आकृति, ह्या तिहींमध्यें वड ही अवची बक वरील छाया होय.
' २.१२ च्या प्रतिज्ञे स्वरूप:-'' विशालकोणत्रिकोणाच्या वि-
शालकोणासमोरच्या वाजुवुरील चौरस हा, इतर बाजूवरील चोर-
साच्या वेरजेपेक्षां, इतर बाजूपैकी एक व तीवरील दुसरीची छाया
ह्यांच्या काटकोनचीकोनाच्या दपटीने, जास्त असतो. '' २१ पै

च्या प्रतिज्ञेचे स्वरूप- त्रिकोणाच्या कोणत्याही लघुकोणासमा.
रच्याबाजृवुरील चौरस हा, इतर वाजूदुरील चौरसांच्या वेरजेपेक्षां,
इतर बाजूपैकी एक व तीवरील दुसरीची छाया ह्यांच्या काटकोन-
चौकोनाच्या दुपटीने, कमी असतो. ''

छाया ह्या शब्दाची योजना खालीं लिहिल्याप्रमाणे बिंदु व १
ह्या दोहींच्या संवंभानें केली असतां वराच उपयोग होईल. ( १

'' दिलेल्या बिंदूंपासून दिलेल्या अमर्याद रेषेवर काढिलेला लंब त्यी

रेषेला ज्या विद्युत मिळतो, त्या बिंदूला दिलेल्या बिंदूची दिलेल्या अ.
मर्याद रेषवेरील छाया म्हणावे. '' जसे, अ बिंदू- अ
पासून कड या अमयार्द रेषेवर अइ लंच कारि- -१ -डला आहे, तर इ बिंदु ही अ विंदूची कड या कें ई
अमर्याद रेषवेरील छाया होय.

उपसि. दिलेला बिंदु जर दिलेल्या अमर्याद रेपेतच असेल, पेर
त्याची छाया तोच बिट्टे होय.

( २) '' दिलेल्या समर्याद रेषेच्या दोन्ही टोकांपासून दिलेन्य
अमर्याद रेषेवर दोन लव काढिले असतां,, लवामध्ये अमर्याद ते.
वेचा जो भाग सांपडतो, त्याला दिलेल्या समर्याद रेपेची दिलेल्या अ.
मर्याद रेपेवरील छाया म्हणावे '' असे.,

अब ह्या समर्याद रेषेच्या अ, व ह्या ' उ६५!दोन्हीं टोकापासन् कड ह्या अमर्याद
रेषेवर अनुक्रमे अन्, बक हे लव का. कदुढिले आहेत; तर इफ ही अवरजप कड- फ



वरील छाया होय.

प्रश्नांविषयी सूचना.

क '

३०५

उपसि. १ दिलेल्या समर्यादरेषेचें एक टोंक दिलेल्या अमर्याद

वरेपेतच असेल, तर दुसऱ्या टोंकापासून
अमर्याद रेषेवरकाढिलेल्या लंबाचे त्या प-
हिल्या ट्रकापासून जें अंतर, तीच इष्ट-

छाया होय. म्हणून प्रस्तुत प्रश्नामध्ये सा-
गितलेल्या छाया शब्दाच्या अर्थाचा ह्या क अ पेडअर्थात अंतर्भाव होतो.

उपसि. D-द्दिलेल्या समर्याद रेषेची दोन्ही टोके दिलेल्या अमन
यांद रेषेतच असतील, तर ती समर्याद रेषा हीच तिची त्या अमर्याद

रेपेवरील छाया होय.
उपसि. ३-दिलेली समर्याद रेषा दिलेल्या अमर्याद रेषेशी समा

तर असली, तर तिची त्या अमर्याद रेषेवरील छाया तिच्या बरोबर
असते.

उपसि. ४-दिलेली समर्याद रेषा दिलेल्या अमर्याद रेषेवर लंब
असेल, तर तिची त्या अमर्याद रेषेवरील छाया त्या रेपांचा मेलन-
बिटू हीच होय.

दुसऱ्या पुस्तकावरील प्रश्नांविषयी सूचना.
२. प्रश्न १- १) दुसऱ्या पुस्तकामध्यें मुख्य दोन विषय आहेत.

रेपांचे निरनिराळ्या प्रकारांनीं कल्पिलेले भाग व त्या रेषा
ह्यांच्या काटकोनचौकोनांची व त्यावरील चौरसांची परस्परांशीं तु-
लना करणें, हा एक विषय होय; आणि काटकोनत्रिकोणाच्या
बशिरीत चौरसांची जशी परस्परांशीं तुलना १४७ यांत करून
दाखविली आहे, तशीच विशालकोणत्रिकोण व लघुकोणत्रिकोण
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ह्यांच्या पाजूवरील चौरसाची पग्स्पराशीं तुलना करणें, हा दुसरा
विषय होय.

( २) २ व २३ ह्यांचा २१ ह्यांत समावेश होतो; २र्र
ह्याचा २५ ह्यांत समावेश होतो; आणि २१० ह्याचा २. ह्यांत

होतो
( ४) '' दिलेल्या समर्याद रेपेमध्ये किंवा ती वाडवून् तीमध्यें

एक भिंटु घेतला. असतां, त्या रेपेच्या दोन्ही टोंकांपासृन् त्या बिंदूष
येत जी अंतरे, त्यांना त्या रेपेचे भाग ह्मणावें '' अशी ''रेषेचे भाग''
ह्या पदाची जर व्याख्या केली, तर रेषेचे भाग दोन प्रकारचे होता
त. '' रेपेमध्ये पिंटू घेतला असतां जे तिचे दोन भाग होतातु,
त्यांना त्या रेकेचे आतरभाग ह्मणावें, '' जेन्नक-वकजसे, अब रेघेचे अक, बक पै आतरभाग होत. '' रेषा७तीम-ये पिटु घेतला असतां जे तिचे भाग होतात, त्यांना या ग
घाह्यभाग म्हणा. '' असे, अब रेपेचे अर्क, बक हे बाह्य
हातधन व कण ह्या शब्दांच्या अर्थाविषयी जो गणितातला संकेत
आहे, त्यावरून पाहता बक, बक ह्या दोन भागांपैकी एकास धन व

दुसऱ्यास कण ह्या संता देता येतील.
आतरभाग व बाह्यभाग ह्या संज्ञा रेषेच्या दोन दोन असमान -

गांना मात्र लसून योजावयाच्या, हें पक्के ध्यानांत असलें पाहिजे.
९ ह्याच्या( ५) रेषेच्या भागांचे असे दोन प्रकार मानिले, तर २.

प्रतिज्ञेतच २१० ह्याच्या प्रतिज्ञेचा समावेश होईल. कारण २०.
ह्यांत रेषेचे आतरमाग आहेत व २ .१ ० ह्यांत बाह्यभाग आहेते.

( ६) धनर्ण रेषांविषयी जोवर संकेत सांगितला, त्याखेरीज २धनरेपांचा अथवा दोनक्रणरेषाचाकाटकोनचौकोनव रेषेवरीलचोरस
हे धनध्समजावे.'' आणि '' धनर्णे रेपांचा काटकोनचीकोन कण सभे-
जावा'' असे आणखी संकेतकेले, व धनर्ण परिमेयांच्या वेरज्रेदि-
पयीं आणि वजावाकीविषयी सख्यागणितातील जे संकेत आहेत, तरी
स्वीकारिले; तर २.२ व २. २४ व २७ २५ व २६ आणि
२१२ व श् .१ ३ त्या दोन दोन सिद्धांतांचा एकेकच सिद्धांत होतो.



प्रश्नांविषयीं सूचना. ३९.
प्रश्न २-४, व ह्या रेषांचा डफ हा काटकोनचौकोन तयार

करून त्याच्या डग, ड ह्या बाजूंचे क रेपेएवद्वाले तुकडे पाहिले,
तैं अनुक्रमें ५ व ३६ भरले, व छेदनविंदूरतुन् डग, डद्द ह्यांशी समा-
तर रेषा काढिल्या; तेव्हां त्या चौकी- अ'नात सारी क रेषवेरील चौरसा- वएवढालीं चौरसे तयार झाली. क--आतां ह्या चौरसांची संख्या ठरवा-

ड ग
वयाची. तर प्रत्येक ओळींत पांच!!!पांच चौरसें अशा तीन ओळी आ-
हेत, अथवा प्रत्येक ओळीत तीन -.----तीन चौरसें अशा पांच ओळी आ- ६-- फ
हेत; ह्यणृन् पांच चौरसांची तिप्पट अथवा तीन चौरसांची पाचपट
केल्याने चौरसांची संख्या समजेल. ह्यावरून अ, व रेषांतल्या, क
रेषेएवडाल्या भागांच्या संख्या ज्या ५ व ३, त्यांचा गुणाकार केल्याने
अ, व ह्यांच्या काटकोनचौकोनांतील, क रेषेएवढाल्या चौरसांची
संख्या उत्पन्न झाली. त्याप्रमाणेंच केवढ्याही रेषांच्या संबंधाने सि-
द्धता करितां येईल. म्हणून इष्टसिडि.

(काटकोनचौकोनाच्या जवळजवळच्या दोन वाजू तिसऱ्या
एका रेषेने मोजिल्या असतां येणाऱ्या भागसंख्या पूर्ण आहेत, असें
वरच्या उदाहरणांत मानिलें आहे. आतां ह्या भागसंख्यांपैकीं एक
किंवा दोन्ही अपूर्ण संख्या असल्या, तरी देखील ह्या सिद्धांताची
सत्यता आकृतीच्या योगाने प्रत्ययास आणून देता येते परंतु का-
टकोनचौकोनाच्या जवळजवळच्या दोन बाजू जर अन्योन्यापरिच्छे
द्य असल्या, म्हणजे कोणत्याही एकाच रेषेने त्या दोन्ही वरावर मो.
जितां येणे असंभाव्य असले, तर मात्र ह्या सिद्धांताची सत्यता आ
कृतीच्या योगाने प्रत्ययास आणून देता येत नाहीं. मग हा गीण
तांतील परमावधीच्या नियमावरून खरा ठरवावा लागतो)



३९८ दुसऱ्या पुस्तकांतल्या

२. प्रश्न ४-'' दिलेल्या क्षेत्रामध्ये ( म्हणजे पातळीमध्ये) अमुक
प्रकारची क्षेत्रपरिमाणे अमुक आहेत, असें दाखविणाऱ्या संख्येला
त्या क्षेत्राचे क्षेत्रफळ म्हणतात. '' क्षेत्र मोजण्याकरितां जी परिमाणे
योजावयाचीं तीं अर्थातक्षेत्रात्मकच असलींपाहिजेत. तीं परिमाणे
त्रिकोण, चौकोन, वर्तुळ इत्यादिक कोणत्याही अच्युतीची असली
तरो चालतील. परंतु क्षेत्र मोजण्याला चौरस हेंच परिमाण योज-
ण्याची वहिवाट अनादिसिद्ध आहे,. आणि त्यांतही रेषा मोजण्या-
करितां कल्पिलेलीं जी हात, फट,कोस, मैल इत्यादिक परिमाणे, त्या-

वरोल चौरसें हींच क्षेत्र मोजण्याकरितां परिमाणें योजितात; व
प्रत्येक रेषापरिमाणाच्या मागें चौरस हें विशेपण लावून तेंच त्या रेषा-
परिमाणावरील चौरसाचे नांव समजतात. असे, एक हात लांबीच्या
रेपेवरील चौरसाला '' चौंरसहात'' म्हणतात.

२ प्रश्न १५-खालीं लिहिलेल्या प्रत्येक रीतीतल्या सर्व रेषांच्या
लाव्या ( हात, फूट इत्यादिक) कोक्या तरी एकाच रेषापरिमाणाने
दाखवून त्या रीतींची योजना करावी, आणि जी संख्या येईल, तो
त्याच रेपापरिमाणावरील चौरसांची संख्या'समजावी, म्हणजे तें इष्ट

क्षेत्रफळ होईल
( १) काटकोनचीकोनाचे क्षेत्रफळ काढण्याची रीति-जवळज-

वळच्या दोन त्राजृंड्रेया लाव्या' ( ज्यास लावी व रुंदी अथवा पार्या
व उंची ह्मणतात त्या) दाखविणाऱ्या संख्यांचा गुणाकार करावा.
(आधार. २. प्रश्र २)

( २) चौरसाचे क्षे०-एका वाजुची लावीv.दाखविणाऱ्या सह्ये-
चा वर्ग करावा. (आधार २. प्रश्न ३)

( ३) त्रिकोणाचें क्षे० -पाया व उंची दाखविणाऱ्या संख्या'
च्या गुणाकाराचे अर्ध करावे. (आधार. १ .४ १ व २ प्रश्न २ ).

(४) समश्रुजचोकोनाचे क्षे० -कणीच्या लांब्या दाखविणाऱ्यी
सख्यांचा गुणाकार करावा. ( समभुजचौकोनाचे कर्ण परस्पर
वर लंब असतात;. .. ( ३) (प्रा रीतीवरून ही रीति ठरते ).
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( '९) समांतरभुजचीकोनाचे क्षेZ-पाया व उंची दाखविणाऱ्या

संख्यांचा गुणाकार करावा. (आधार. १. ३५ व २. प्रश्न २ ).
( ६) समातरद्विभुजचौकोनाचे क्षे०-समांतर असणाऱ्या दोन

वाजू दाखविणाऱ्या संख्यांची वेरीज व त्या वाजृंम्रधील अंतर ( म्ह-
णजे एकीतील कोणत्याही विदूपासूरन् दुसरीवर काढिलेला लंच) दा-
खविणारी संख्या ह्यांच्या गुणाकाराचें अर्ध करावे. ( ह्या चौको-
नाचा एक कर्ण कादिला म्हणजे त्यांत दोन त्रिकोण होतात. त्या

चौकोनाच्या समांतर असणाऱ्या वाजू, हे त्या त्रिकोणांचे पाये, व
त्या वाजूमधील अंतर ही ला प्रत्येक त्रिकोणानी उंची असे मानून

५( ३) ही रीति योजावी; म्हणजे ही रीति उत्पन्न होते ).
( ७) चौकोनाचे क्षे.०-एका कणीवर इतर कोणविद्रृंपासून का-

डिलेल्या लंबांची बेरीज दाखविणारी संख्या व कर्ण दाखविणारी
संख्या, ह्यांचा गुणाकार करावा. ( एका कर्णाने जे दोन त्रिकोण
होतात, त्यांस ( ३) ही रीति लावावोर म्हणजे ही रीति ठरते.)

( ८) कोणत्याही सरळरेपाकृतीचें क्षे०-दिलेल्या सरळरेषाकृ-
तीचे कोणतेही दोन कोणविंटु ( व मुख्यत्वेकरून जे दोन कोणविंदु
परस्परांपासून फार दूर आहेत असें दिसेल ते) साघावेर सांधणा-
ऱ्या रेपेवर इतर प्रत्येक कोणबिंदूपासुन् लंब काढावे; म्हणजे दिले-
त्या आकृतीत नुसते त्रिकोण व समातरद्विभुजचौकोन होतात. मग
( ३) व ( ६) ह्या रीतींची योजना करावी, म्हणजे इष्ट क्षेत्रफळ

होईल.
२. प्रश्न ७-मासल्याकरिता थोडे सिद्धांत संख्यांस उद्देशन लिहन

दाखवितो.
( ९४ -कोणत्याही संख्येचा वर्ग हा, तिच्या दोनभागांचे वर्ग व

त्यांच्या गुणाकाराची दुप्पट ह्यांच्या थेरजेपरोबर असतो
( २५ उपसि. )-दोन असमान संख्यांच्या वर्गाची वजावा.

की ही, त्याच संख्यांची -पेरीज आणि वजाबाकी ह्यांच्या गुणाकार
बरोबर असते.
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( २.११ -संध्येचे असे दोन भाग करावयाचे कीं, सव संख्या

व तिचा एक भाग (यांचा गुणाकार, दुसऱ्या भागाच्या वर्गाबरोबर
होईल.

पृथक्करण-अ ही दिलेली संख्या आणि क्ष हा तिच्या इष्टभागा-
पैकी दुसरा ( म्हणजे ज्याचा वर्ग, सर्व संख्या व पहिला भाग ह्यांच्या

गुणाकारायरोवर होणार तो) सापडला, असें जर मानिलें, तर अ-
क्ष हा दुसरा भाग होईल. ... क्षं-ध ( अ-क्ष) ( प्रतिज्ञा ).
.. अंरकअक्ष-अ. हें वर्गसमीकरण सोडविले असतां अ-४२-
अ असें ठरतें. ... अ-४-२४८०अ... ३८अहा दिलेल्या

२. -डूसंख्येचा पहिला भाग, ८६ अ हा दुसरा भाग होय. म्हणजे प-
हिला भाग हा दिलेल्याघटन-८- ह्या संख्येनें गुणिल्यानें येतो,
व दुसरा भाग दिलेल्या संख्येला ८६ ह्या सख्येने गुणिल्यानें येतो,
असें राळ-३६५री संख्या ३ पेक्षां कमी आहे..' पहिला भाग
मूळच्या संख्येच्या अर्धापेक्षा कमी असतोर व अर्थातदुसरा भाग
अर्थापेक्षा जास्त असतो.

२. प्रश्न ५-अवक त्या त्रिकोणाचा क कोन काटकोन आहे.
ल्प अ अ अं

०वक्र ह्यांच्या लाव्या ही न ९.)वदल्रृ देता धक बाजूक; .५ ।

टोळभोवती फिरविली.; रे, ा? '

तिच्या अंक, अंक ईणं- हे' -अदिक प्रत्येक स्थितीमध्ये अब, अचा इत्यादन्क रेषा काढून अहं, थेड
इत्यादिक लंब काढिले. क कोन कमी करित करितां अगदी ना
हींसा केला, तेव्हां प्रमकची अंक ही स्थिति झाली. व अबची
अव ही स्थिति झाली. क कोन वाढविता वाटवितां अक, बक
ह्यांची एकच सरलरेपा केली. तेव्हां अकची अक ही स्थिति
झाली, व अवची अद्य ही स्थिति झाली
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अक. वक्र ह्यांच्या लांब्या बदलत नाहींत, म्हणून त्यांच्या सर्व

स्थितींमध्यें त्यांच्या चौरसांची बेरीज कायम राहते. भकच्या उ-
जव्या गास अश् ही उत्तरोत्तरकमी होत जाते, व श्रव ह्या स्थि-
तीत ती लघुतम होते; तसेंच अकच्या डाव्या अंगास अब ही वा-
दत जाते, आणि अब ह्या स्थितींत ती महत्तम होते. म्हणून अव
वरील चौरस देखील, तिच्या अब ह्या स्थितींत लघुत्तम व अव ह्या

स्थितींत महत्तम होतो. अकच्या मूळच्या स्थितीत तिची बक व.
रील छाया मुळींच नाहीशी होते, आणि ती दोन्ही अंगास वाढता
वाटता शेवटीं थक बरोबरच होते; म्हणून अकची बक वरील
लाया आणि वक्र त्या दोहोंच्या काटकोनचौकोनाची दुप्पट ही,
अकच्या मूळच्या स्थितींत मूल्य होते; व अक, अंक ह्या स्थितीत
ती, २१ अक, बक का) द्याबरोबर होते.

आतां अऊच्या प्रत्येक स्थितीमध्ये अब वरील चौरसाची, धक,
वक्र त्यावरील चौरसांच्या वेरजेशीं तुलना करावयाची आहे, असें
समजा. तर थकव्या

( १) अंक ह्या स्थितींत त्यांची तुलना २७ ह्यांत केली आहे.
( २) अंक. अल त्यांच्या मधल्या अक इत्यादिक स्थितींत त्यांची

तुलना २.१३ ह्यात केली आहे.
( ३) धक ह्या स्थितीत त्यांची तुलना १ .४७ ह्यांत केलो

आहे.
( ४) अक, क ह्याच्या मधल्या अक इत्यादिकस्थितींतत्यांची

तुलना २१२ ह्यांत केली आहे.
५४

( ५)क ह्या स्थितींत त्यांची तुलना २४ ह्यांत केली आहे.
त्याप्रमाणें ह्या पांच सिद्धांतांची सांगड बनली आहे.
२ प्रश्न १ -१ व्यत्ति;प्र.) अवक त्रिकोणाच्या बक पायाचा ड

मध्य आहे, तर अब व. चफिअक व. चौ२ ( धड व. चौर( वड व. चौ) हें सिद्ध करावयाचें.?



हें. २
(१) अ

दुसऱ्या पुस्तकातल्या

(९) अ (३)
अ

बं ड इ के ब ड क इ

ड( १) अट रेषा वकवर लव असेल, तर १ .४७ व प्र. प्र. २ ह्या

वरून इष्टसिद्धि होईल. अ'( २) व ( ३) भट रेषा बुकवर लंब नसेल तर्र बकवर

:तैं?० १?
प्रं?क्य?ंए???:: ग्ऋउ?त??९त:१.०८!?ते?vंहों ( वर व न व चौ१ कद व. चौकअररइ व. चा :२(७वट व चौ ४९ ( रं,ऽ? १ ११? ४४लन -ले१.,.ह्या सिद्धांताला इतःपर दुसऱ्या पुस्तकाचा अ सिद्धांत म्हणू.

२ प्रश्न ११ -१ खंड ४ प्रश्न १२. अ, प्र. प्र. २ व २ .४ उ
सि. २ ह्याची योजना करावी.

२. प्रश्न १२१- व्यक्तिप्र.) अवकड ड १
चौकोनाच्या भक, बट कर्णाचे अनुक्रमे
इ, फ हे मटयआहेत; तरचारीवाजुदुरील .......-फ
चौरसाचीदेरीजऱ्श्रक व. चोकवड व. अ व
ची-४७इफ व. चो) हें सिद्ध कराव्याचे.

आस, कफ सांधिल्या. आतां अबड, कवड ह्या त्रिकोणास ऐ.
अ व प्र. प्र. २ लाविल्यानें चार वाजवरील चौरसांची बेरीज-
( डफ व. चौ १२. ( अश्रू व. ची ]फ२ ( कफ व. चो ). ४ डफ
व चौ) -उब व चौ ( २ .४ उप. २) व अकफ त्रिकोणास
२. अ लाविल्यानें २१ अफ व. चौ )९०९ ( कफ द्ये. चौ १-४! इफ
व. चा १४ ( अअज व. चौ ). ... ९४ उपसि ०६, प्र. प्र. २ व प्र

प्र. १ त्यांवरून इष्टमिद्धि
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समातरभुजचोकोनाच्या कर्णाचे मध्य सांधणारी रोग नाहींशो

होते, म्हणून मागील प्रश्र ह्या प्रश्राचा विशेप प्रकार आहे.

२. प्रश्न १ ३-२. अ ह्याची योजना तीन वेळ करून, प्र. प्र.

४ उपसि. २ व प्र. प्र. ३ ही योजावीं.

२. प्रश्न १ '५-अवड, अवक ह्या त्रिकोणांस २. अ, प्र. प्र. २,
२४ उपसि. २, इत्यादिक लावित्यौने अक व. चौकवड व. चीफ

ड इ कअट व. चौक व. चौ-अब व. चीर
( डफ व. चौ)फलइ (कफ पे. ची. १, आ रण ग
कफड त्रिकोणास २. अ, प्र. प्र. २ उपसि.. हे.

व २ .४ उपसि. २ लाविल्यानें २ ( डफ व. -ते;चौ १२ ( कर्वे व. चौ -डक व. चौ- ( इफ व. चौ ). ..

प्र. प्र. २ व प्र. प्र. १ त्यांवरून सिद्ध होतें कीं, धक व. चौकवड व.
चौकअड व. चौक बक व. चौऱ्यब: व. चातक व. चौ( इफ व, चौ ). ह्याप्रमाणेंच सिद्ध होईल कीं, अक व. चौकवड व.
चौफअव व. चौक डक व. चौथड व. चौक व. चौक
(गह व. चौ). .. ९.२, प्र. प्र. ३ व प्र. प्र. ४ उपसि. ४ त्यांची
योजना केल्याने इष्टसिद्धि होईल.

२ प्रश्न १ -दिलेल्या काटकोनचौकोनाचे कर्ण काढून, त्यांचा

छेदनविदु व दिलेला विटु हे साधावेर आणि दिलेला विदु हा ज्यांचा
शिरोबिंदू आहे, असे दोन कर्णावर जे दोन त्रिकोण होतात, त्यांस

२. अ व प्र. प्र. १ ही लावावी. म्हणजे इष्टसिद्धि होते.

२. प्रश्न १५-२१३ ची योजना दोन वेळ करून प्र. प्र २ व प्र

प्र. ३ हीं लावावी. म्हणजे इष्टसिद्धि होते.

२. प्रश्न २०-१. खड ७ प्रश्न ३१, २४, प्र. प्र १ प्र प्र ३
व प्र. प्र. ४ उपसि. ४ हीं अनुक्रमे योजावी. म्हणजे इष्टसिद्धि

होते-
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झे

२. प्रश्न २१ व! व्यक्तिप्र.) अबक
त्रिकोणाचा अ कोन काटकोन आहे, व
अड रेषा बक वर लव आहे, तर ग्रह लं
व. चौध्यवक, वड का हें सिद्ध करा-
वयाचे.

( सिद्धता) अड व. चौबड, हुड का (२. प्रश्न २० ). ... अड
व. चौकवड व. चौबड, कड कापड व. चौ ( प्र. प्र. २)
.. १ .४७, २.३ व प्र. प्र. १ ह्यावरून इष्टसिद्धि होईल.
२. प्रश्न २-१ व्यक्तिप्र.) अ

अअबक समद्विभुज त्रिकोणाच्या (१) (२)
बक पायांतील ड चिंटू व अशि-
रोत्रिंदु त्यास सांधणारीअडरेषा बडक व इ ड कॅ
आहे; तर अड व. चौकबड, कड काट्यव व. चौ हें सिद्ध क-
राव्याचे.

( १) अड ही वकवर लंब असेल, तर १ .४७ वरून इष्टसिद्धि

होईल.
( ई) अड ही बकवर लंब नसेल, तर बक वर अइ लंब काहि-

ला. आतां १ .२६ भा. २ ह्यावरून अडू, वकला दुभागिते. ... बर्ड,
कड काफडश् व. ची-व-२ व. चौ ( २५ ). ... वड, कड कार
ज व. चीफअड व. चौबइ व. चौकअइ व. चौ ( प्र. प्र. २ ).

.. १ .४७, प्र. प्र. २ व प्र. प्र. १ त्यांवरून इष्टसिद्धि.

२. प्रश्र २३-मागील प्रश्नाच्या ( २) ह्या भागांत २५ च्या ठि-
काणीं २६ लावावयाचार एवढाच कायतो भेद.

२. प्रश्न २४-११ त्या भागांतील प्रत्येक काटकोनचौकोन १४१
प्रमाणें दिलेल्या काटकोनत्रिकोणाच्या दुपटविरोबर वाहे..' प्र.

प्र. ६ ह्यावरून इष्टसिद्धि होईल. ' (२) हा भाग १४७ उप,२ .७. उप
व प्र. प्र. १ त्यांच्या योजनेने क्र:. रीतीनें सि होतो.
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२. प्रश्न ०५५ ( १ -१ .४७, प्र. प्र. २,२४ व प. प्र. १ ही
योजावी

( ०६ -२ .४७, २७ प्रश्न ३ व प्र. प. १ हीं योजावी.
२. प्रश्न २५ उपसि.-वरील ( १ ). व ( २) हे सिद्धांत, प्र. प्र.

२ व प्र. प्र. ३ ह्यावरून उघड आहे कीं, ' काटकोनत्रिकोणाच्या
भुजकोटी ह्यांची बेरीज आणि वजाबाकी ह्यावरील चौरसांची वेरी-
ज ही, कर्णावरील चौरसाच्या दुपटीवरोवर असते.

२. प्रश्न २६-२५ प्रश्न ७ ( १) व (२) पहा.
२.. प्रश्न २७-१. खंड रे प्रश्न २२ व ९४ उपसि. २ हे योजावे.
२. प्रश्न -९८-१. खंड ३प्रश्न २३ व २४ उपसि. २ हे योजावे.
२. प्रश्न २५- व्यक्तिप्र.) अवक्र त्रिकोणाच्या बक बाजूवर

अड लव आहे; आणि वड, कड का?ड व. चौ; तर अ कोन
काटकोन आहे, हें सिद्ध करावयाचें.

वड, कड का-अड व. चौ (प्रतिज्ञा) अ
.. २! वड, कड का -२! अड व. चौ)
( प्र. प्र. २ उपसि. १, ... वड व. चौक
कड व. चौक२ (वड, कड का) वड व. द

व ड
चौककड व. चौकर ( अड व. चौ) ( प्र. २ ). ... २४,१ .४७,
प्र. प्र. ९, प्र. प्र. १ व १ .४८ ह्यावरून इष्टसिद्धि होईल.

२. प्रश्न ३० -(भुज, कोटि, कर्णे इत्यादि जे,शव्द खालीलिहिलेल्या
रीतींमध्ये योजिलेआहेत, ते, त्यांच्यालांव्याएकेकाचरेषापरिमाणाच्या
योगानेंदाखविणाऱ्यासंख्यांच्याठिकाणींयोजिलेआहेत,असें समजावे.)

( १ )-प्रथम भुजकोटी ह्यावरून कर्ण काढावा. नंतर युज व
कोटि ह्यांच्या गुणाकाराला कर्णाने भागावे, म्हणजे लंब येईल ( २.
प्रश्न २४ ( ११, आणि मग १ .४७ उपसि. १ ह्याच्या आधाराने
आषाधा काढाव्या.

( २ -१ .४७ उपसि. १ ह्याच्या आधाराने कोटि अथवा भज,
काढितां येईल
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( ३ -दोन्ही आवाधांच्या गुणाकाराचे वर्गमूळु काटिलें, म्हणजे

लंच येईल (२. प्रश्न २० ).
( डे -पुन व कोटि ह्यापैकी जें दिलें असेल, त्याच्या वर्गाला

त्याच्याच जवळच्या आवाधेनें भागिलें असतां कर्ण येईल. (२.
प्रश्न २१)( ५) लंबाच्या वर्गाला एका आवाधेनें भागिले असतां दुसरी
आवाधा येईल. (२. प्रश्न २०)

( ६ -आधी १ .८७ उपसि १ ह्याच्या आधाराने एक आबाधा
काढावी, नंतर (५) ह्या रीतीनें दुसरी आवाधा काढावी.

( ७ )-ह्यात प्रथम असा सिद्धांत सिद्ध केला पाहिजे कीं, ''१टकोनत्रिकोणाच्या कर्णावरील चौरस व लंबावरील चौरसाची चू-
पट, ह्यांची वजाबाकी ही, दोन्ही आवाधांच्या वजावाकीवरील चा
रसावरीवर असते. ''

( व्यक्तिप्र. -ल हा लंच, क हा कर्ण व अ, आ ह्या आवाधा
आहेत; तर क व. चौ-; ( ल व.
चौ -आ ह्यांच्या वजाषाकीवरील
चौरस हें सिद्ध करावयाचें.

ल(सिद्धता) क-अकश्रा ( प्रीतर्ज्ञा ). -के... क व.चौ- व चौक्या व चौकअ
ई ( अ, आ का) (२४ ते; आणि ४ ल. व. चौक४ (अ, थ का)
(.२. प्रश्न २०१५ ... क व. चौ-४ ( ल व चौ- अ व वीरेशी
व. चौ १-२ ( भ, श्रा का) ( प्र. प्र. ३ ). अ व. चौ- व. चा
-२! अ, आका-,आ ह्यांच्या वजाभाकीवरील चौरस२ प्रश्न

७. )... कॅ. व. चौ-४( ल व. चौ १-, आ द्यांच्या वजाबाकी-
वरील चौरस ( प्र. प्र. १ ).

ह्यावरून, कर्णाच्या वर्गातून लंचाच्या वर्गाची चौपट वजा करूमन

वाकी राहील तिचें वर्गमूळ काढावे, म्हणजे ती दोन्ही आवाधाच
वजावाकी येईल. मग कर्ण ही दोन्ही आवाधांची घेरीज व ती व-
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जोबाकी ह्यांच्या बेरजेचे अर्ध केल्याने एक आवाधा येईल ( २.
मर्च २६ ).

( ८ -कर्णाच्या वर्गाच्या दुधटींतून भुजकोटी ह्यांच्या बेरजेचा
वर्ग वजा केला, म्हणजे त्यांच्या वजावोकीचा वर्ग राहील ( २. प्रश्न

२१९ उपसि. ). त्या वाकीचे वर्गमूळ काडिलें म्हणजे भुजकोटी ह्यांची
वजायाकी येल; आणि बेरीज दिलेली आहेच; म्हणून २. प्रश्न

२६ ह्यावरून भुजकोटी काढितां येतील.
( ९ ओ-कर्णाच्या वर्गाच्या दुपटींतृन् भुजकोटी ह्यांच्या वजाबाकी-

चा वर्ग वजा केल्याने भुजकोटी ह्यांच्या बेरजेचा वर्ग येईल ( २.प्रश्न

२५ उपसि. ). पुढे २. प्रश्न २६ ह्याची योजना करावी.
( १० -कर्ण व भुज ह्यांची वेरीज अथवा वजाबाकी हिने को-

टीच्या वर्गास भागावे, म्हणजे कर्ण व भुज ह्यांची अनुक्रमे वजा-
वाकीअथवावेरीजयेईल. मग. प्रश्न२६ योजावा. किंवा'कर्णयुऽजांची
बेरीज ( अथवा वजावाकी) व कोटि ह्यांच्या वर्गाच्या अंतरास त्या

बेरजेनें ( अथवा वजावाकीने) भागिले असतां भज निघतो ''
युछिडच्या पहिल्या चार पुस्तकांवर

प्रश्न.
१. १ .४, १२६,१ .२१ ह्याचे दोंन्ही भाग व १ .२६भाग पहि-

ला, त्या सिद्धांतांमध्ये त्रिकोणांच्या. संबंधाने ज्या गोष्टी सिद्ध
झाल्या आहेत. त्या इतर कोणत्याही सरलरेषाकृतींना लागूआहेत
असें दाखवा.
२.१ .५ उपसि. व १ .६ उपसि. ह्यांत त्रिकोणाचे जे धर्म सिद्ध

झाले आहेत, ते इतर कोणत्याही सरलरेषाकृतीला लागू आहेत
काय १ ( म्हणजे '' जी सरलरेपाकृति समभुज असते ती तमकोण

३. '? त्या असते ती समभूज असते '' हे सिद्धांत
उ.७ शिरोविंदण्यपासून पायावरकाटिलेला लव जर त्रि-

कोणातचथडला, तर ( १) इतर दोन वाजू समान असल्यास पा.
याचे लंपानें झालेले भाग समान असतात आणि ( २) इतर दोन
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वाजू असमान असल्यास पायाच्या लंबानं झालेल्या भागांपैकी मोहुब
वाजू जवळचा भाग मोठा असतो

४. त्रिकोणाच्या शिरोबिंदूपासूरन पायावर टाकिलेला लंच जर त्रि-

कोणांत पडला, तर ( १) इतर दोन वाजू समान असल्यास, तो लंब
शिरकोनास दुभागितो; आणि ( २) इतर दोन वाजू असमान अ-
सत्यास, शिरकोनाच्या दोन भागांपैकी मोठ्या वाजजवळचा भाग
मोठा असतो

७५. त्रिकोणाच्या शिरकोनास दुभागणारी रेषा पायास मिळे तो-
येत वाढविली असतां, ( १) जर इतर दोन वाजू समान असल्या,
तर पायाचे दोन भाग समान होतात; आणि ( २) जर इतर वाजू
असमान असल्या, तरपायाच्या भागांपैकी मोठ्या वाजृजुवळचाभाग
मोठा असतो

६. त्रिकोणाच्या शिरकोनास दुभागणारी रेषा पायास मिळे तप-
येत वाढविली असतां, ( १) जर इतर वाजू समान असल्या, तो
त्या रेषेने पायांशीं केलेले साहग्नकोण समान असतात; आणि ( २
जर इतर वाजूअसमान असल्या, तर त्या सहग्नकोणापैकी मोठ्या
वाजन्नसमोरचा कोन मोठा ( व विशालकोण) असतो

७. ( १) त्रिकोणाच्या प्रायाखेरीज दोन बाजू समान असल्या,
तर शिरोविंटु व पायाचा पश्य त्यांस सांधणारी रेपा शिरकोणास टप-

गिते, आणि ( २) आणि जर इतर वाजू असमान असल्या तर
त्या रेषे झालेल्या शिरकोणाच्या दोन भागांपैकी मोठ्या बाज

६दत्ऊंइात१ईानेंदूट५८.: न. २क्रुर.

:::७८८७६: उउ:::कैसु
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तर त्या सल्लग्नकोणापैकी मोठ्या वाजूरसमोरचा कोन मोठा असतो.
( सुचना- २५ योजावा.)

५. ( १) त्रिकोणाच्या पायाखेरीज दोन बाजू समान असल्या,
तर शिरोत्रिदूपासून पायावर टाकिलेलालंब, शिरकोनास दुभागणारी
रेषा, आणि शिरोबिंदु व पायाचा मध्य त्यांस सांधणारी रोग, ह्या
तिन्ही मिळून जातात, आणि ( २) इतर दोन वाजू असमान अ-
सत्या, तर शिरकोन दुभागणारी रेघा इतर दोन रेषांच्या मध्ये पडते;
व लंवापेक्षां शिरकोन दुभागणारी रेषा मोठी आणि तिच्यापेक्षा शि-
रोबिंदु व पायाचा मध्य ह्यास साधणारी रेषा मोठी, असें त्यांचें म.
हत्त्व असतें.

१०. .' ज्याची एक किंवा अनेक उत्तरे संभवतात, त्याला संभा-
व्यकृत्य ( अथवा प्रश्न) म्हणावे '' व '' ज्याचे एकही उत्तर संभवत
नाहीं, त्याला असंभाव्यकृत्य म्हणावे. '' संभाव्य कृत्यांपैकीं ''ज्याचीं
उत्तरे अनंत संभवतात, त्याला अनियतकृत्य म्हणावे '' आणि
'' ज्याच्या उत्तरांची संख्या निश्चित असते, त्याला नियतकृत्य म्ह-

णावे.'' ह्या व्याख्यास अनुसरून, खाली लिहिलेल्या कृत्यांपैकीं प्रत्येक
संभाव्य किंवा असंभाव्य आहे वसंभाव्य असल्यास नियत किंवा अ-
नियत आहे, हैं सांगा. जें कृत्य नियत असेल त्याची सर्व उत्तरे काढून
दाखवा; जें अनियत असेल त्याचें एखादे उत्तर काढून दाखवून
त्याची अनियतता प्रत्ययास आणून या; आणि जें असंभाव्य असेल,
त्याच्या असंभाध्यतेचें कारण सांगा.

(१) दिलेल्या एका ओवदंरत्रृन जाणारी सरलरेषा काढावयाची.

२ दिलेल्या दोन बिंदूंतून जाणारी सरलरेपा काढावयाची.
( ३) दिलेल्या दोन विईतून ज्याचा परिघ जाईल असें वर्तुल

काढावयाचे.

४ दिलेल्या तीन विंद्रृंतृन् जाणारी सरलरेषा काढाषयाची.
: ५) दिलेल्या तीन विदुरतुरन ज्याचा परिघ जाईल असें वर्तुल

काढावयाचें.
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( ६) दिलेल्या वर्तुलाच्या परिघांतल्या तीन रिपातून तमाम
अंतरांवर असणारी व त्या वर्तुळास न छेदणारी अशी अमर्याद रोग
काडावयीची

( ७) ज्याच्या दोन वाजू दिलेल्या दोन रेषांशी अनुक्रमे घरावर
होतील, असा त्रिकोण काडा.

( ०) ज्याचा शिरकोन पायाकडील प्रत्येक कोनाच्या चौपटी.
वरावर आहे, असा समद्विभुजत्रिकोण दिलेल्या रेषेवर काढा.

( ९) ज्याचा प्रत्येक कोन काटकोन होईल (अथवा १ । काटक
होईल) असा एक बहुकोण काढून दाखवा.

( १०) ज्याचा शिरकोन दिलेल्या कोनावरोवर होईल
समद्विभुजत्रिकोण दिलेल्या रेषेवर काटा.

। अ-( ११) त्रिकोणाच्या ( तीन वाजू व तीन कोन ह्या) सह ...
वयवांपैकीं कोणते कोणते अवयव दिले असतां तो त्रिकोण काटणे ह
कृत्य नियत होतें? हें सांगून त्या त्या अवयवांच्या योगानं तो विको
ण काढून दाखवा

( १२) एक अमर्याद रेषा व तिच्या दोहीं अंगास दोन १

दिले आहेत. तर त्या रेपेत असा एक बिंदु काटा कीं, त्यापासून
दिलेल्या दोन किंचुपर्यत काडिलेल्या रेषांनी झालेला कोन दिलेल्या

रेषेने दुभागिला जाईल
( १३) त्रिकोणाचा पाया, पायाकडील एक कोन व इतर दी'वास्तूंची बेरीज, ही दिली असतां तो त्रिकोण काढावयाच्यी.श( १४) १ दिलेल्या दोन बिंदूंपासून सारख्या अंतरांवर

रोग काढावयाची. अशा रेपा किती संभेवतील? २६८व
विद्रूतृन् अशी एक रेषा काढा कीं ती दुसऱ्या दोन दिलेल्या ''ई
पासून सारख्या. अंतरांवर असेल

( १५) असा एक समभुजत्रिकोण काटा कीं, त्याचा -९३दिलेल्या अमर्याद १६, असेल, व इतर दोन वाजू ( अथवा त्या

जिल्या असतां) अनुक्रमे दिलेल्या दोन बिंदूतून जातील.
.४



पहिल्या चार पुस्तकांवर प्रश्न. ४११
( १६) '' अमुक प्रकारच्या ९६१३ निधान काढावयाचे '' हें

कृत्य अनियतच असलें पाहिजे, हें विंदुनिधानाच्या व्याख्येवरून स्पष्ट

करून दाखवा
११. दोन समांतर रोदास मिळणाऱ्या रेषेच्या मध्यांतून एक रेषा

काढून ती त्या समांतररेपांस मिळे तोपर्यत वाढविली, तर तीही त्या

पहिल्या १७१ दुमागिली जाते.
१२. दोन समांतर रेपांपासून सारख्या अंतरांवरच्या एका विंट्रृतूरन

त्या रेषांस छेदणाऱ्या दोन रेषा काहिल्या, तर त्या दोन रेर्षामध्ये जे
समांतर रेषांचे भाग सांपडतात, ते समान असतात.

१३. ( १) समांतरभुजचीकोनाच्या कर्णाच्या मध्यांतून जाणारी
कोणतीही अमर्याद रेषा त्या चौकोनास दुभागिते; आणि ( २)
त्याच्या समोरासमोरच्या दोन बाजूचे जे दोन दोन भाग त्या रेषे-
तें होतात, त्यांपैकीं समोरासमोरच्या कोणीवबुजूवळचे भाग समान
असतात.

१४. समातरभुजचीकोनास दुभागणारी रेषा त्याच्या प्रत्येक कर्णा-

च्या मध्यांतून जाते
१५. समातरभुजचौकोनास दुभागणाऱ्या रेषेच्या मध्यांतून जा-

णारी दुसरी कोणतीही अमर्यादरेघा त्या चौकोनास दुभागिते.
१६. दिलेल्या विंदूरपास्रन अशी एक अमर्याद रेषा काढा कीं,

तिने दिलेला समातरभुजचौकोन दुभागिला जाईल.
१७. समांतरभुजचौकोनाच्या समोरासमोरच्या दोन बाजूऽतील

समोरासमोरच्या दोन कोर्णी-वदुंप्राइन अनुक्रमे सारख्या अंतरा-
वरचे दोन विट सांधिले, तर. ती सांधणारी रेषा त्या चौकोनास
दभागिते.

१८. '' एका सरलरेषाकृतीचे सर्व कोणबिंदु दुसरीच्या बाजू-
मध्ये असले, तर ती सरलरेषाकृति दुसरीमध्ये काढिली आहे,
असें म्हणावे. '' ह्या व्याख्येला अनुसरून, दिलेल्या समातरमुज-
चोकौनामध्ये असा एक समभजचौकोन काढा कीं, दिलेल्या



चौकोनाच्या एका बाजूतुलि एक दिलेला विट इच्छिलेल्या चौको.
नाचा एक कोणींत्रदु होईल.

१९ दोन अमर्याद रेषा व एकींत एक विटु ही दिलीं आहेत
तर तीमध्येंच दुसरा असा बिंदू काढावयाचा कीं, तो दिलेली दु-
सरी रेषा व दिलेला बिबु ह्यापासूनुसारख्या अंतरांवर असेल.

२० '' त्रिकोणाच्या एका कोणबिंदुप्रासृन् त्याच कोनाच्या २५
बाजूचे त्यांच्या त्यांच्या तृतीयांशाएवढाले तुकडे पाडिले, आणि त
ज्या बिंदूंत पडले ते विदु साधिलेर तर सांधणारी रेषा तिसऱ्या बार

जशी समांतर होते, व तिसरीच्या तृतीयांशावरच होते ' अशे
सिद्ध करा; आणि हा सिद्धांत सिद्ध करण्याच्या पद्धतीवरून असें७कीं '' चतुर्थाश, पंचमांश इत्यादिक '' कोणत्याही हिश्शाना हा ते
द्धांत लागून आहे

२१. अवक ह्या समद्विभुज त्रिकोणाच्या अब, थक मवा:ज्ञृंमुध्ये अनुक्रमे ड, ई हे असे विदु काढा कीं, वड, डई, इंक ह्या

रेषा समान होतील
२२. अवक ह्या समद्विभुजत्रिकोणाच्या बक पायावरनसणारी एक रपो अव बाजूला ड विटत छेदिते, आणि या०५----अ बाजूला ई बिंदूत मिळते. तर श्रेड, अई ह्या समान आहे,

असें सिद्ध करा
२३. समद्विभुजत्रिकोणाच्या पायाच्या टोकांपासून सेंअं!र(rइrrं?

वास्तूंवर काढिलेल्या लवानी पायाशी जे कोन होतात, ते प्रत्येकी १
रकोनाच्या अर्धावरोवर असतात

२४. अवक त्रिकोणाच्या वाजुव्र, त्या त्रिकोणाच्या बाहेर,२बफ, अकई, वकड असे तीन समभूजत्रिकोण काढिले अ 'हेत '
तर अड. तई, कफ ह्या रेपा समानआहेत, असें सिद्ध करा.

२५. समद्विभुजत्रिकोणाच्या पायाकडील कोनांस दुभाग-रेषा मिळत तोपर्यंत वाढविल्या; तर त्या रेपांमधीलकोन हा, निइंचइrएएई:चा पाया वाढवून होणाऱ्या ( मूळच्या त्रिकोणाच्या) बाहेरील क
नाथरोपर असतो.
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२६. अवक त्रिकोणाच्या अब, अक वाजू वक्र पाया पलीकडे
वाढविल्या असतां होणारे बाहेरचे फोनांत दुभागणाऱ्या रेषा ड विदूरत
मिळतात, तर बडक कोन व अर्धा अ कोन यांची बेरीज एक का-
टकोन आहे, असे सिद्ध करा.

२७. त्रिकोणल्यापायाची टोके व समोरच्या बाजूचे मध्य खास
साधणाऱ्या रेषा त्या मध्यांच्या पलीकडे वाढवून त्यांचे त्यांच्या एव-
ढालेच तुकडे पाडिले; तर ज्या विद्युत ते तुकर्ड पडतात, ते दोन बिटू
व त्रिकोणाचा शिरोविंदु हे तीन विदु एकाच सरळरेषेत असतात.

२८.(१ असा एक समद्विभुजत्रिकोण काढा कीं, त्याच्या पायाक-
डील प्रत्येक कोन शिरकोनाच्या दीडपट होईल. (२) हें कृत्य नियत
आहे किंवा अनियत आहे? कां?

२९, बभक हा एक लघुकोण आहे. त्याच्या दोन वाजूमुध्ये
व, क हे असे दोन विठू काडा कीं, अव, बक ह्यांची बेरीज '(का
दिलेल्या रेषेवरावर होईल; व अबक कोन दिलेल्या दुसऱ्या कोना-
बरोबर होईल

३०. अवक त्रिकोणाचे अ, व, क कोन डाफ त्रिकोणाच्या
ड, ई, फ कोनांशीं अनुक्रमे समान आहेत, आणि अबच्या दुपटी-
बरोबर ८६ आहे, तर अक, वक्र ह्यांच्या दुपटींवरोवर अनुक्रमे

डफ, ईफ आहेत, असें सिद्ध करा: आणि हा सिद्धांत सिद्ध कर-
ण्याच्या पद्धतीवरून, तिप्पट, चौपट इत्यादिक कोणत्याही पटीला
हा सिद्धांत लागू आहे, असें दाखवा.

३१. समद्विभुज त्रिकोणाच्या पायाच्या टोकापासून समोरच्या
बाजूपर्यंत काटिलेएया रेषा जर पायाशीं सारखे कोन करतील,
तर त्या रेषाची टोके सांधणारी रेषा पायाशीं समांतर होते.

३२. अब, धक ह्या दोन रेषांपैकीं अब मध्ये प हा एक विंदू
दिला आहे, तर अक रेषेत ड हा असा बिंदु काढा कीं, अपड
.कोन अडप कोनाच्या तिपटीवराबर होईल.

३३. त्रिकोणाच्या पायाखेरीज दोन बाजूच्या बेरजेएवढ्या एका
रेषेच्या एका टोकाशी त्या त्रिकोणाच्या शिरकोनाच्या अर्धाएवढा
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कोन केला; व कोन करणाऱ्या रेषेवर पहिल्या रेषच्या दुसऱ्या
टोंकापासून लंच काटिलार तर तो लंब त्रिकोणाच्या पायापेक्षां मोठा
नसतो.

३४. असा एक त्रिकोण काढा कीं, त्याचा पाया दिलेल्या एका
रेषवेरायर होईल, त्याच्या इतर दोन बाजूची वेरीज दिलेल्या दुसऱ्या
रेषेवरावर होईल, व शिरकोन दिलेल्या कोनावरावरहोईल. ह्यातदि-
लेल्या रेपांच्या सबंधाने कोणती अट दिली पाहिजे?

३५. असा एक त्रिकोण काडा कीं त्याचा पाया दिलेल्या एका
रेषेवरावर होईल, इतर दोन बाजूची वजाबाकी दिलेल्या दुसऱ्य्रा

रेषेवरावर होईल, व शिरकोन दिलेल्या कोनावराबर होईल. त्यांतांद-
लेल्या रेषांच्या सवधानें कोणती अट दिली पाहिजे?

३६. त्रिकोणाचा पाया उंची व शिरकोन ही दिली असतां ता
त्रिकोण काढावयाचा.

३७ त्रिकोणाच्या तीन बाजूची बेरीज व त्याचे दोन कोन
दिली असतां तो त्रिकोण काढावयाचा. ह्या कोनांच्या सत्रधान

कोणती अट दिली पाहिजे?
३८. दोन समांतर रेषा व त्यांपैकीं 'एकीतही नसणारा असा २विंदु हीं दिली आहेत; तर त्या दोन रेपांमध्ये असे दान हिंदु

काटा कीं, त्यापासून दिलेल्या विद्युत काढिलेल्या दोन रेपा समान

व परस्परांवर लंच होतील.
३५. एका चौकोनाच्या दोन याजू परस्परांशी समांतर आहेत,

तर त्याव दुसऱ्या दोन करु समान आहेत, पण समांतर. नाहींत;
चौकोनाचे समोरासमोरचे दोन कोन मळून दोन काटकोनावरावर
आहेत, असें सिद्ध करा

४०. अवकड चौकोनाच्या अव, कड ह्या वाजू समान आह
तरत, पण समांतर नाहींत; व अ, ड हे कोन समान आहेत.

अड ही बकशीं समांतर आहे, असें सिद्ध करा.
४१. दिलेल्या (वदंरतूनु जाणारी व दिलेल्या दोन समांतर रेषदि।



पहिल्या चार पुस्तकांवर प्रश्र. ४१५
देणारी अशी एक रेघ काढा कीं, तिचा त्या दोन रेपांमध्यें सांपड-
लेला भाग तिसऱ्या एका दिलेल्यारेषेवरावर होईल. तिसऱ्या रेच्या
सवधाने कोणती अट दिली पाहिजे?

४२. असा एक बिंदु शोधून काढा कीं, त्यापासून दिलेल्या दोन
अमर्याद रेषांची अंतरे दुसऱ्या दोन दिलेल्या रेषांशीं अनुक्रमे समान
होतोल. असे चिंटू किती सापडतील?

४३. दिलेल्या दोन अमर्याद रेघांस छेदणारी अशी एक रेपा
काढा कीं, ती दिलेल्या तिसऱ्या रेषेशीं समांतर होईल, व तिचा
त्या दोन रेपामध्ये सांपडलेला भाग दिलेल्या चौथ्या रेषेवरावर
होईल.

४४. कोणत्याही समर्याद रेषेची दोन्ही टोके व तिचा मध्य अशा
तीन विदूपासून दुसऱ्या एखाद्या अपार रेषेवर लंच टाकिलेर तर
( १) दुसरी रेषा पहिलीला छेदीत नसल्यास, पहिलीच्या दोन्ही
टोकांपासून टाकिलेल्या लंबांची बेरीज नद्यापासून टाकिलेल्या लं-
वाच्या दुपटीवरावर असते, आणि ( २) दुसरी रेपा पहिलीला
छेदीत असल्यास, टोकापासन टाकिलेल्या लंबांची वजाबाकी मध्या-
पासून टाकिलेत्प्रयालवाच्या दुपटीवरावर असते. (३) हे सिद्धांत सिद्ध
करण्याच्या पद्धतीवरून असें दाखवा कीं, ह्यांत लंबांच्या ठिकाणी
परस्परांशी समांतररेषाकाढिल्या, तक्'देखील हे सिद्धांतखरे ठरतात.

४५. दिलेल्या समांतरभुजचौकोनास न कापणाऱ्या एका अम-
र्याद रेघेवर त्या चौकोनाच्या चारही कोणांबईपासून लंब काढिले
आहेत; तर समोरासमोरच्या दोन कोणीवदूपासून् काढिलेल्या
लंषांची बेरीज, इतर दोनलवाच्यावेरजेबरावर आहे, असेंसिद्ध करा.

४६. ज्या षटुकोणाकृतीच्या समोरासमोरच्या दोन दोन बाजू
समांतर असतात, तिच्या समोरासमोरचे कोणविदु साधणाऱ्या
तिन्ही रेपा एकाच लोटून परस्परांस छेदितात.

४७. सममुजत्रिकोणाचे पायाकडील कोन दुभागणाऱ्या रेषांच्या
मेलनविद्रृपासून इतर दोन बाजूर्शी समांतर रेषा कान त्या पायास
मिळत तोपर्यंत वाढविल्या, तर पायाचे तीन समान भाग होतात
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कर-४८. अवकड त्या समांतरभुजचोकोनाच्या अब, कड ह्या
वास्तूंचे अनुक्रमे ई, फ हे मध्य आहेत; तर अफ, ईक ह्या रेषांनी
बड कर्णाचे तीन समान भाग हातात, असें दाखवा.

४९. दोन मिळणाऱ्या अमर्याद रेपांच्या मधील दिलेल्या बिंदूंतून
जाणारी अशी एक रेषा काटा कीं, तिचा जोभाग त्या दोन रेघांच्या
मध्ये सापडेल, तो दिलेल्या विद्युत दुभागिला जाईल.

५०. दिलेले तीन बिंदु ज्या त्रिकोणाच्या तिन्ही वाजूच मध्य

होतील, असा त्रिकोण काढा. ह्या तीन बिंदूंन्या सवधाने कोणतं

अट दिली पाहिजे?
५१. ( ते) एकाच पायावर आणि त्याच्या भिन्न अंगास अस-

णाऱ्या दोन ( क्षेत्रफळाने) समान त्रिकोणांचे शिरोविंदु सांधणारी
रोग पायाने, अथवा वाढविलेल्या पायाने, टुभागिली जाते: व (२)
एकाच पायावर आणि त्याच्या भिन्न अंगास असणाऱ्या दोन त्रिका-
णांचे शिरोबिंदु सांधणारी रेघा जर पायाने अथवा वाढविलेल्या या-
यानें दुभागिली जाईल, तर ते त्रिकोण समान असतात.

५२. त्रिकोणाच्या पायाशी समांतर असणाऱ्या रेषेचा जो भाग
त्रिकोणाच्या इतर दोन वास्तूंच्यामध्ये सांपडतो तो, त्रिकोणाथ्रा
शिरोबिंदु व पायाचा मध्य ह्यास साधणाऱ्या रेषेने दुभागिला वत-

५३. त्रिकोणाच्या दोन वास्तूंचे मध्य व समोरचे कोणाबई
ह्यास साधणाऱ्या रेपांचा छेदनविदु वे तिसरा कोणबिंदु त्यांस सांध-
णारी रेषा तिसऱ्या बाजूस मिळे तोपर्यंत वाढविली, तर तिने तिसरी
वाजू दुभागिली जाते

५४. त्रिकोणाच्या दोन वास्तूंवर समोरच्या कोणीवरूपासृन् की!
दिलेल्या लंचांचा छेदनबिंदु व तिसरा कोणचिंदु ह्यास साधणार
रेषा तिसऱ्या बाजूस मिळे तोपर्यंत वाढविली, तर ती तिसऱ्या वाई
वर लंब होते.

५. ( १) त्रिकोणाच्या तिन्ही बाजूच्या मध्यांपासून त्या त्या

कजुगुर काढिलेले लव एकाच विदुत मिळतात. ( २) त्रिकोणाच्या
तिन्ही वास्तूंचे मध्य व समोरचे कोणदिंड ह्यास साधणाऱ्या रेषा
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एकाच बिंदूंत मिळतात; ( ३) त्रिकोणाच्या तिन्ही कोनांस दुभा-
गणाऱ्या रेषा एकाच विदूत मिळतात; आणि ( ४१ त्रिकोणाच्या
तिन्ही कोणविदुपासून् समोरच्या बाजूवर टाकिलेले लव एकाच
विंदंत मिळतात.

??

५६. त्रिकोणाच्या पायांतील एक दिलेला विडु व शिरोबिबु
ह्यास साधणाऱ्या रेपेशी पायाच्या मध्यांतून समांतर रेघा काहिली,
आणि ती त्रिकोणाच्या एका बाजूला (ती वाजू न वाढविता) जेथे
मिळेल तो बिंदु व दिलेला चिंटू ३ सापिलेर तर सांधणारी रेषा त्रि-

कोणास दुभागिते.
५७ एका अमर्याद रेषेच्या एकाच अंगास दिलेल्या दोन ावईंदुं-उ

पैकी एकापासून त्या रेषेवरलंव टाकिला; तो तिच्या दुसऱ्या अंगास
वाडव्रृन, त्या वाढविलेल्या भागाचात्या लवाइतकाच तुकडा पाडिला;
आणि जेथे तुकडा पडला तो चिटु व दिलेला दुसरा बिंदु हे सांधिले.
तर सांधणारी रेषा दिलेल्या अमर्याद रेषेला ज्या बिंदूत छेदिते,
त्यापासून दिलेल्या दोन बिंदूंच्या अंतरांची बेरीज लघुत्तम असते
( म्हणजे ती बेरीज त्या अमर्याद रेषेतील इतर कोणत्याही चिंदूपा-
सून दिलेल्या दोन त्रिद्रुपर्यत अंतरांच्या बेरजेपेक्षां कमी असते १:
आणि ही अंतरे त्या अमर्याद रेषेशी सारखे कोन करितात.

५८. एकाच पायावर असणाऱ्या समानत्रिकोणांपैकीं समद्विभुजड

त्रिकोणाची परिमिति लघुत्तम असते.

५५. ( १) ज्यांच्या दोन दोन बाजू दिलेल्या दोन रेषांशी अनु-
क्रमे समान आहेत, अशा सर्व त्रिकोणांपैकीं, ज्याच्या त्या दोन बाजू
परस्परांवर लंब असतात, तो त्रिकोण महत्तम असतो. ( २)
ज्यांचे कर्ण दिलेल्या दोन रेषाशी अनुक्रमे समान आहेत, अशा सर्व

समातरभुजचौकोनामध्ये समभुजचोकौन महत्तम असतो.
६० ज्यांच्या जवळजवळच्या दोन दोन वाजू दिलेल्या दोन

रेषाशी अनुक्रमे वरावर आहेत, अशा सर्व समांतरभुजचौकोनां-
पैकीं काटकोनचौकोन महत्तम असतो.
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६१ ज्यांच्या परिमिति सारख्या असून सर्व कोन काटकोन आहेत

अशा सर्व चौकोनांपैकी चौरस महत्तम असतो.
६२. जे त्रिकोण एकाच पायावर आणि सारख्या शिरकोनांचे

आहेत, त्यांपैकीं समद्विभुजत्रिकोण महत्तम असतो.
६३. अवक त्रिकोणाच्या अ ह्या शिरोविदुपासून व अब, थक्क

ह्या बाजूच्या ई, फ ह्या मध्यांपासून वक्र 'पायावर अड, ईन, फय हे लंब काढिले
आहेत; आणि ईफ, ईट, फड सांधिल्या ईस्ट-?आहेत. तर असें दाखवा कीं,

वनड. न

( १) ईअफ त्रिकोण ईडफ त्रिकोणा-शीं एकरूप आहे,
( २) बिन त्रिकोण ईडन त्रिकोणाशी एकरूप आहे;
( ३) फकम त्रिकोण फडम त्रिकोणाशीं एकरूप आहे;
( ४) इम हा काटकोनचौकोन आहे, व तो अवक्र त्रिकोणाच्या

अर्थावरावर आहे.
( ५) ह्या चार गोष्टींच्या आधाराने त्रिकोणाकृति कागदाच्या

अशा घड्या पाडून दाखवा कीं, त्यांच्या योगानं '' त्या त्रिकोणाच्या
तीन कोनांची बेरीज दोन काटकोनांवराबर आहे '' व '' त्या त्र्रि-

कोणाचे क्षेत्रफळ, पाया आणि उंचो त्यांच्या अर्धाच्या काटकोनचा.
कोनाच्या दुपटीवरात्रर आहे '' ह्या गोष्टी स्पष्ट दिसतील.

अ६४ अवक त्रिकोणाच्या जय,
धक ह्या वास्तूंचे ड, इ हे मध्य व
समोरचे कोणबिंदु ह्यास साधणाऱ्या
वइ, कड रेषा फ विश छेदितातू
आणि फब, फक ह्या रेपांचे मध्य
सांधणारी रेषा गन आहे. तेर व
असं सिद्ध करा कीं

( १) ड ही गनशा समांतर व समान आहे,
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( २) गफ, फर शा समान आहेत;
( ३) '' त्रिकोणांच्या वास्तूंचे मध्य व त्यांच्या त्यांच्या समोरचे

कोणन्यिदु ह्यास साधणाऱ्या रेषांचा छेदनर्विदु व कोणत्याही वाजूचा
मध्य ह्यांचें अंतर हें, तोच मध्य व समोरचा कोणीचंदु ह्यांच्या म-
धील अंतराच्या तुरतीयांशाभरावर असतें, ( हा सिद्धांत पदार्थवि-
ज्ञानांत उपयोगी पडतो.)

तरमजअ ड५. अवकड सुचौकोनाच्या अब बाजूच्या वा.
ढविलेल्या भागांतील ग हा एक
बिंदु व ड कोणविंदु ह्यास सांध-
णारीगड रेषा वक्र लाफ -दबून? क्र

छेदितेर आणि आम, गक सा- इ.धित्या आहेत. तर अवक त्रि-
कोण गकफ त्रिकोणावरावर ग

होईल.
क६६ ( १) ऽम हा एक चिटु, अब म '

डक ह्या समातरभुजचौकोनरूया अडन--गकर्णानें झालेल्या दोन त्रिकोणांपैकीं अ-
कड त्रिकोणांत आहे; आणि त्यापासून
त्या चौकोनाच्या चारही कोणविदुप्रर्यत अथरोग काढिल्या आहेत. तर य हा ज्याचा
शिरोबिंदू आहे, अशा त्रिकोणांपैकीं थक बाजू व अड कर्ण ह्या-

वरील त्रिकोणांची बेरीज अब वरील त्रिकोणावरावर आहे ५, असें
सिद्ध करावयाचें

( सूचना-- म बिंदूंतून कडर्शी नग समांतर काढावी. नतंर
अग, कर ह्या चौकोनांची बेरीज अड चौकोनावरावर आहे, ही
गोष्ट, १ .४१ वकांहींप्र. प्रमाणेंह्यांच्याआधारानें, अमवआणि कमड
ह्या त्रिकोणांची बेरीज अकड त्रिकोणावराबर ठरवावी. म्हणजे



४२० सुकुडच्या
प्र. प्र. ३ ह्यावरून अमव त्रिकोण, अमक, अमड ह्यांच्या बेरजे-

बराबर ठरतो)
( २) म विदु जर अकड.त्रिकोणाच्या धक, कड किंवा अड

ह्या बाजूत असला, अथवा क, ड किंवा अ ह्या कोणबिंदूशी एलाला; तर ( १) ह्या सिद्धांताच्या प्रतिज्ञेचे स्वरूप कसे होईल, ह
सविस्तर सांगा, आणि म बिंदूच्या ह्या प्रत्येक स्थितीमध्यें तो सिद्धांत

खरा आहे, असें दाखवा.
( ३) य बिंदु अवड त्रिकोणांत असेल, तर ( १) ह्यांतील

सिद्धांताच्या प्रतिज्ञेचे जें स्वरूप होईल तें सांग; आणि तो सिद्धांत

सिद्ध करून दाखवा.
( ४) म विंदु दिलेल्या चौ-

कोनाच्या बाहेर आहे; परंतु व. .अ.?( थक, अड ह्या रेषा अमर्याद क ' ड
मानिल्या असतां) कअड को-
नाच्या आतच तो विदु आहे.
तरी देखील ( १) ह्यांतीलसि-,वद्धांत खरा आहे. असें सिद्ध
करूनदाखवा

( सृचुना-अग समांतरभुजचीकोन तयार करा आतां अडे '
का ह्या चौकोनांची बेरीज अग चौकोनावरावर आहे. ... अकडे,
कमड ह्या त्रिकोणांची बेरीज अमब त्रिकोणावरोवर आहे ( ह्ये.

४१ व कांहीं प्र. प्र. ). ... अमक, अमड ह्या त्रिकोणांची बेरीज
अमव त्रिकोणावरावर आहे.)

( ७१) म विंटु अक, वड, भड ह्यांच्या वाढविलेल्या भागात
असला, तर ( १) ह्यांतील सिद्धांताच्या प्रतिज्ञेचे जें स्वरूप होईल,
तें सागन सिद्ध करा



पाहत्या चार पुस्तकावर प्रश्न.

वितु जर दि- ग क ड
लेल्या चौकोनाच्या वाहेर ८ए-?असून कअड कानोच्याही कर्तृत्व-
वाहेर ऽ असेल; तर म हा?ज्यांचा शिरोविंदु आहे, णे अ घ

अशा.त्रिकोणापैकीं '' थक, अब ह्या बाजूवरील त्रिकोणांची वे.
रीज थड कर्णावरील त्रिकोणाषरावर होते, '' असें सिद्ध करा.

( सूचना-बग समातरमुजचीकोन तयार करा. आतां अग
चौकोनकअड चौकोनऱ्बग चौकोने ( प्र. प्र. उ)

.. अमक त्रिकोणकअकड त्रिकोणध्यमवडत्रि० ( १ .४१ व
कांहीं प्र. प्रमाणें)

अग्रज त्रि-कअफड त्रि०९अपद त्रिच वमड त्रिच ९
अभव विष्णू ( प्र. प्र. २ ).

आणि बमड त्रि०९थमव त्रि०युअवडम चौकोन ( प्र. प्र. उ ).
व अबडम चौकोन?यड त्रि०९श्रवड त्रि० ( प्र. प्र. उ ).
...अमक त्रि०कअकड त्रि०९श्रयब त्रि०ब्दअमड त्रि.

अवड त्रि- ( प्र. प्र. १ उप २ ).
...अमक त्रि०९श्रयब त्रिःअमड वि- (१ .३४ व प्र. प्र.३).
( ७) कथड कोनाच्या संबंधानें म चित्त्या ज्या निरनिराळ्या

स्थिति, त्यांना लक्षन. वर सिद्ध केलेले सिद्धांत, बश्चड कोनाच्या
सवधानें य बिंदूच्या सर्व स्थितींना लक्ष म्हणा, व ते सिद्ध करा.

( ८) कअड, बअड ह्या कोनांच्या वाजूअ बिंदूच्या पलीकडे
वाढविल्या असतां जे कोन होतील, त्यांच्या सवधाने म बिद्दरया
निरनिराळ्या स्थितींना लसून् वरचे सहा सिद्धांत म्हणा; व ते
सिद्ध करा.

६७. ( मागील प्रश्राच्या ( १) व ( ४) ह्या भागांच्या आकृति
पहा-



-ऽ५याकुडच्या
( १) म हा बिंदू, अवडक समातरभुजचोकोनाची थक वाजू

व अट कर्ण ह्यांच्या मधील कोनांत अगर त्याच्या वाजुत् कोठेतरो
आहे, तर अर्क बाबू व तिचे मपासन् अंतर ह्यांचा काटकोन-
चौकोन आणि अड कर्ण व त्याचें म पासून अंतर ह्यांचा काटकोन-
चौकोन ह्यांची बेरीज ही, अवकज्रृव तिचे य पासून अंतर (यांच्या
काटकोनचौकोनावरावर आहे. ( २) म. हा पिटु कश्रड कोनाच्या
(व कथ, डथ बाजू अ बिंदुलीकडे वाडवृन् होणाऱ्या कोनाच्या-
हो) वाहेर असेल, तर अब, अक ह्या वाज व त्यांची म गाळून
अंतरे त्यांच्या काटकोनचौकोनांची बेरीज ही, अड कर्ण व त्याच

म पासून अंतर ह्यांच्या काटकोनचौकोनावरोवर होते. ( ३) य
पिंटूच्या ( २) ह्या भागांतील स्दितीमध्ये अब, धक, अड ह्याच-
रील लंब धन समजावयाचे, आणि मच्या इतर कोणत्याही स्थितींत
ज्या लंबाची दिशा बदलेल, तो मण समजावयाचा '' असा संकेत
मानारर. प्रश्न १ ह्यावरील टिपणाच्या (४१, (५), (६), ह्या भागार-

तलेही संकेत स्वीकारा; आणि ह्या सर्व संकेतांच्या आधाराने २दाखवा कीं, वर ( २) ह्या भागांत सांगितलेला सिद्धांत म तं
दृच्या इतर कोणत्याही स्थितीला शब्दश. लागूऽआहे. ( हा सिद्ध

पदार्थविज्ञानशास्त्रांत फार उपयोगी पडतो.)
६८. (१) एकात्रिकोणाच्या तीनवाजू दुसऱ्याच्या तीन वाजूश

अनुक्रमे समांतर असतील, तर ते त्रिकोण मिथःसमकोण- असतात.
( २) एका त्रिकोणाच्या तीन वाज दसऱ्या त्रिकोणाच्या तीन

' ' ' ओणबाजूंवर अनुक्रमे लंब असतील, तर ते त्रिकोण मिथःसमक
असतात.

६५. ज्याची परिमिति व क्षेत्रफळ ही अनुक्रमे दिलेल्या विकी-
णाची परिमिति व क्षेत्रफळ ह्याशीं वरावर होर्ताल, असा एक सभा-
तरभुजचौकोन काढा

७०. एक त्रिकोण व एक काटकोनचौकोन हे समान असू
समान उंच्यांचे असतील, तर त्या चौकोनाची परिमिति त्रिकोणाच्या
परिमितीपेक्षा कमी असते



पहिल्या चार पुस्तकांवर प्रश्न.

७१. ( १) '' समान उंच्यांच्या दोन त्रिकोणापैकीं एकाचा पाया
दुसऱ्याच्या पायाच्या कांहीं पटीवरावर अथवा कोणत्या तरी हिश्शा-
वरावर असल्यास, पहिला त्रिकोण ( म्हणजे त्याचें क्षेत्रफळ) ब्रुस-
ऱ्याच्या अनुक्रमे त्याच पटीवरावर किंवा त्याच हिश्शा-
बरोबर असतो. ( २) समान पायांच्या दोन त्रिकोणांपैकीं एकाची
उंची दुसऱ्याच्या उंचीच्या कांहीं पटीवरावर अथवा कोणत्यातरी
हिश्शाबरावर असल्यास, पहिला त्रिकोण दुसऱ्याच्या अनुक्रमें
त्याच पटीवरावर अथवा त्याच हिरशावरावर असतो. ( ३) ( क्षेत्र-

फळानें) समान असणाऱ्या त्रिकोणापैकी एकाचा पाया दुसऱ्याच्या
पायाच्या कांहीं पटीवरावर अथवा कोणत्या तरी हिश्शावरावर अस.
त्यास, पहिल्याची उंची दुसऱ्याच्या उंचीच्याअनुक्रमें त्याच हिश्शा-
वरावर अथवा त्याच पटीवरावर असते. '' हे तीन सिद्धांत प्रथमतः
दुप्पट व अर्थ आणि तिप्पट व तृतीयांश त्यांच्या सवधाने सिद्ध
करून दाखवा; आणि त्या सिद्धतेवरून त्या व्यापक सिद्धांतांची
सत्यता स्थापित करा.

७२. एक समद्विभुजत्रिकोण व एक विषमभुजत्रिकोण त्यांमध्यें

( १) पायांची समानता, ( २) उंच्यांची समानता व ( ३) क्षेत्रांची
समानता त्यापैकीं कोणतेही दोन धर्म दिले असल्यास, समद्विभुज
त्रिकोणाची परिमिति विषमभुजत्रिकोणाच्या परिमितिपेक्षा कमी
असते.

७३. ( १) समातरद्विभुजचौकोनाच्या समांतर असणाऱ्या
वास्तूंचे मध्य सांधणारी रेषा त्या चौकोनास दुभागितेर व ( २) समा-
तर नसणाऱ्या दोन वाजूचेर मध्य सांधणारी रेषा इतर दोन बाजूच्या
बेरजेच्या अर्धावरावर असते.

७४. समातरभुजचौकोनाच्या एका कर्णातील एकाच विंद्या
सवधाने जे कर्णाभोंवतालचे समातरभुजचौकोन होतात, त्यांचे दुसरे
कर्णे समांतर असतात.

( सुचना-त्या कर्णाची एकेका आगचीं टोके साधणाऱ्या रेषा
पुरक समांतरमुजचौकोनांचे कर्ण होतात; आणि कर्णात घेतलेला



४२४ युलिडच्या

बिंदु ज्यांचा कोणीबटु आहे, अशींत्या पूरकांची अर्थ समान ठरतात.
ह्यांत त्यांच्या जवळचा एकच त्रिकोण मिळवून प्र. प्र. २ में १ .३९
ह्यांची योजना करावी.)

७५. बाजूस काढिलेल्या२. ११ च्या
आकृतीत बफ सांधिली आहे, आणि
कष्ट सांधून वाकला ल बिंदूत मिळे.
तोपर्यंत वाढविली आहे; तर खालीं
लिहिलेले सिद्धांत सिद्ध करा.

फ

( तं) अवफ, अकह हे त्रिकोण एकरूप आहेत.
(२) अकह, बलह हे त्रिकोण मियःसमकोण आहेत.
( ३) कलरेचा बफवर लंब आहे.
( ४) फकल त्रिकोण बओल त्रिकोणाशी समकोण आहे.
(५) इओ रेषा अकच्या अर्धाषरावर आहे.
( ६) अथ रेषा कहवर लंब आहे.
७६. असा एक समभुजचौकोन काढा कीं तो दिलेल्या त्रिकोणां-

क्रावर होईल व त्याची प्रत्येक बाजू त्या त्रिकोणाच्या महत्तम बाझ--
वरावर होईल

७७. ( १) समद्विमुजत्रिकोणाच्या दोन्ही समान वाजू, समा-
ज्या कोणविढ्रृपासन् सारख्या अंतरांवर असतात. (२) समभ-''
त्रिकोणाच्या सर्व बाजू समोरच्या कोणविदूपाकृरन सारख्या अंतरांवर
असतात.

७८. ( १) समद्विभुजत्रिकोणाच्या पायांतील कोणत्याही कटू-
पासून त्याच्या समान बाजूंच्या अंतरांची बेरीज ही, समान वारं
पैका एक व तिच्या समोरचा कोणघिंटु ह्यांच्यामधील अंतरावरावर
असते; आणि ( २) समद्विभुजत्रिकोणाचा पाया वाढवून वाटवि-



पाडल्या चार पुस्तकावर प्रश्न. ४२५
लेल्या भागांत प्रक विरु घेतला असतां, त्यापासून समान वार्टेश
अंतरांची वजाबाकी ही, समान बाजूपैकी एक व तिच्या समोरचा
कोणबिंदु ह्यांच्या अंतरावरावर असते.

७५. ( १) समपुत्रत्रिकोणातील कोणत्याही विदूपासून त्याच्या
तिन्ही वात्रूपर्यंत अंतरांची बेरीज ही, त्याची कोणतीहीवाजू व
तिच्या समोरचा कोणावेदु ह्यांच्या अंतरावरावर असते; आणि! २)समभुजत्रिकोणाचा बाहेरील कोणताही बिटू, त्या त्रिकोणाच्या ज्या
दोन वाजू अमर्यादमानिल्या असतां त्यांच्यामधील कोनांत येत असेल,
त्यांच्या त्या बिंदूपासून अंतरांची बेरीज व त्या विद्दपातृन् तिसऱ्या
वाजचेऽ अंतर ह्यांची वजाबाकी ही, त्रिकोणाची कोणतीही बाजू
व समोरचा कोणबिंदु ह्यांच्या अंतरावरावर असते.

८०. चौकोनांतल्या कोणत्याविदुपास्रृन त्याच्या चारही कोणविद्रु-
पर्यंत अंतरांची बेरीज लघुत्तम असते?

या. अवक (या त्रि-

कोणाचा अ कोन काट-
फकोन आहे; अब, बक

आणि अक्र ह्यांवर अनु- म
क्रमेंअफ, बईआणि अग .--२पही चौरसे ( त्रिकोणाच्या यक'वाहेर) कादिलीं आहेत: ' ड
सब, ईक वाढवून त्यांवर
अनुक्रमे फन, गयलव कादिले आहेत, आणि ा?

स ई
अट हा बकवर लंब कादिला आहे. तर खालीं लिहिलेल्या गोष्टी
सिद्ध करा.

( १) वन, कम ह्या रेषा अनुक्रमें वड, कड ह्यांवरावर आहेत.
( २) फस, गईह्यांवरील चौरसांची बेरीजवकवरीलचौरसाच्या

पाचपटीक्रावर आहे



युल्लिडच्या

८२. ( १) चरसाच्या चारही वा:ज्रृंमध्ये त्याच्या कोणींवदुपास्रृन
सारख्या अंतरांवर एकाच अनुक्रमाने चार विंटु घेऊन तेजर एकाच
अनुक्रमानें सांधिले, तर जो चौकोन होतो, तो चौरस असतो;
आणि ( २) तो चौरस, घेतलेल्या विंदमुळे चौरसाच्या कोणत्याही
एका बाजूचे जे दोन भाग होतात, त्यावरील चौरसांच्या वेरजेबग-
वर असतो.

८३. ( १) समद्विभुजत्रिकोणाचा शिरकोन काटकोन असेल,
तर त्याच्या पायाकडील कोनास दुभागणाऱ्या रेषेने समोरच्या

बाजू जे दोन भाग होतात, त्यांपैकीं कणीजवळच्या भागावरील
चौरस हें, दुसऱ्या भागावरील चौरसाच्या दुपटीवरायर असतें.

( सुचुना-छेदनविंद्रृपासून कर्णावर लव टाकिला असतां, तो
दुसऱ्या भागावरावर असतो.)

( २) दिलेल्या १चे असे दोन भाग करा की, त्यांपैकीं एका ध्यै।-

गावरील चौरस दुसऱ्यावरील चौरसाच्या दुपटीवरायर होईल.
( सूचना-! १) ह्या भागावरून रीति ठरवावी.)
८४. दोन असमान रेपांवरील चौरसांची बेरीज ही, त्यांच्या काट

कोनचौकोनाच्या दुपटीपेक्षा जास्त असते
( सूचना-., ५,२५ व कांहीं प्र. प्रमाणें यांची योजना करा)
८५. समभुजत्रिकोणाचें क्षेत्रफळ, त्याची कोणतीही बाजू व तिचे

अर्ध ह्यांच्या काटकोनचौकोनापेक्षा कमी असते

८६. समद्विभुजत्रिकोणाच्या समान बाडूंपेकी एकीवर समोरऐया
कोणविद्रूपाहून टाकिलेल्या लंबावरील चौरस हें, त्या बाजूच्या
(लंबाने झालेल्या) दोन भागांच्या काटकोनचीकोनाची कु 'पायाजवळील भागावरचा चौरस ह्यांच्या बेरजेबरोवर असतें.

८७. अबई, कडई ही दोन वर्तुळे परस्परांस ई विदूंत बाहेरून
पर्श करितात; अव, कड हे त्यांचे समांतर व्यास आहेत, आणि
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अनक्रमें फ, ग हे त्यांचे मध्य झे
आहेत. तर ( १) अईफ, ड-
आग हे त्रिकोण मिथःसमकोण
आहेत; व ( २) अ, ड ही इ
व्यासांची व्युत्क्रम टक आणि -अ
ई हा स्पर्शविटुहे तिन्हीएकाचंसरळरेषेंत आहेत, असें सिद्ध करा.

( ३) ही वर्तुळे आतून स्पर्श करणारी असतील, तर त्यांच्या
समांतर व्यासांची एकाच आगची टोके व स्पर्शविट, हे तीन विट
एकाच सरल रेषेत असतात.

८८. अबड, अकई ह्या रेषा एका तुलासा अनुक्रमे व, क बिंदूत
स्पर्श रितातः आणि डईरेपा वड. कड ह्यांच्या वेरजेवरोवर आहे.
तर जुई ही त्या वतुर्ळास स्पर्श करिते, असें सिद्ध करा.

८५. एका अर्धवर्तुळाचा अब व्यास आणि क मध्यबिंदू आहे;
ज्याचा मध्यविंदु ओ आहे असें एक वर्तुल त्या अर्धवर्तुळांत कादि-
ले आहे ( म्हणजे तें वर्तुळ त्या अर्धवर्तुलास व त्याच्या व्यासास
स्पर्श करिते १, तर ओ विंदु हा, अर्धवर्तुळाची अवशीं समांतर
असणारो स्पर्शरेपा वक बिंदु ह्या दोहोपासुरन समान अंतरांवर आहे.

५०. वर्तुळांत काटिलेल्या अवकड चौकोनाच्या अड वाज्रृमध्यें
बहुलमध्य आहे, तर (१) त्याचे बक हे कोन विशाळकोण असतील,
आणि ( २) वक्र वाढवून तिजवर ८६ लव टाकिला, तर अड-
वरील चौरस हें, अब, बक, कड ह्यांवरील चौरसें व बक कई
काटकोनचौकोनाची दुप्पट ह्यांच्या बेरजेवरोबर होईल; असें
सिद्ध करा.

९१. वर्तुळांत काढिलेल्या अवकड चौकोनाच्या अट वाजूत बहु-
ळमध्य आहे; तर ( १) अब, डक ह्या वाजू अनुक्रमे ब, क चिट-
पलीकडे वाढविल्या असतां मिळतील; व ( २) त्यांचा वतनाचे
फ, आणि अक, वड कर्णाचा छेदनीषदु ग ह्यास सांधणारी फण
रेषा वाढविली असतां ती अड वर लंब होईल, असें सिद्ध करा



शुक्लबऱ्या

५९. वर्तुळात काटिलेल्या एका चौकोनाचा एक कोन काटकान
आहे, तर मध्यबिंर्रृपासन् त्याच्यासर्व बाजेवर टाकिलेल्या लंबांवरील
चौरसांची बेरीज ही, त्रिज्येशील कोरसाच्या दुपटीवरोवर होईल.

५३. वर्तूळमध्यांतन न जाणाऱ्या ज्यापैकी पहिलीला दुसरी

' ६

टमागिते, दसरीला तिसरो टमागिते, ह्याप्रमाणें प्रत्येकीला तिच्या
पुटची दुभागिते; तर त्या ज्या उत्तरोत्तर वाढत जातात, अस
दाखवा.

९४. दिलेल्या वर्तुळाचा व्यास वाढवून त्यांत असा एक विदु काटा
कीं, त्यापासून त्या वर्तुळास काढिलेली. स्पर्शरषौ दिलेल्या समर्याद

रेषेवरावर होईल
५५. ( १) एका वर्तुळाच्या दोन ज्यांनी परस्परांस वर्तुळांत

छेदिलें असलें, तर त्यांच्या मधील कोन हा तो व त्याच्या समोरचा
कोन ह्यांच्या समोरील कंसांच्या बेरजेच्या अर्धाएवड्या कसावरील
मध्यकोणावरावर असतो. ( २) एका वर्तुळाच्या दोन ज्या वाट-
विल्याने मिळत असल्या तर त्यांच्या मधील कोन हा, त्या ज्याच्या-
मध्यें सांपडलेल्या दोन कंसांच्या वजावाकीच्या अर्धाएवढ्या कसीम-
रोल मऱ्यकोणावरावर असतो.

तत६. वर्तुळांत काढिलेल्या अबक त्रिकोणाच्या अ कोनासमो
कंसांतल्या प बिंदूपासूनतिन्हीचवास्तूंवर लंब काटिले; तर ( १)
अब, अक ह्या दोन्ही वाजवरचे
लंघांपैकी जर एकीवरचा लंच
तिला वर्तुळांत मिळाला, तर दु-
सरीवरचा तिला वर्तुळाबाहेरच.
मिळेल ( म्हणजे दोन्ही लंब पणें)वर्तुळात किंवा दोन्ही वर्तुळाबाहेर मिळणार नाहींत १, आणि एकी'

८२२ परिघांत मिळाला, तर दुसरीवरचाही तिला परि-
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अश्, अक, यक त्यावर अनुक्रमे पड, पश्, पफ हे लंब का-

दिले; पब, पक साधिल्यार आणि डफ, फई सांधिल्या. तर
( २) पफड कोन पबड कोनावरावर आहे.
( ३) पफड कोन पकई कोनावरावर आहे.
( ४) पफड, पफईकोनांची बेरीज दोन काटकोनावरात्रर आहे.
( ५) वर्तुळांत काढिलेल्या त्रिकोणाच्या तिन्ही बाजूंवर परिघा-

तील एखाद्या विदुरपास्रृन लंब टाकिले; तर ते त्या वाजूस ज्या विटत
मिळतात, ते तिन्ही बिंदु एकाच सरळरेषेत असतात

५७. ( १) डनय, ईफग ह्यावर्तुळाचेअ, व हे मध्यबिंदु आहेत;
त्यांच्या रे न-स्ट?२. ई२८८जे. ९८
केद्र असेंक-
सह वर्तुळ काटिले आहे; व पासून कसह वर्तुलाला बकही स्पर्श-

रेपा काटिली आहे; स्पर्शविद्रूतून जाणारी डनम वर्तुळाची अड
ही त्रिज्या काटिली आहे; बई त्रिज्या अडशीं समांतर काढिली
आहे; आणि डई सांधिली आहे. तर ८६ रेपा डनम, ईफग ह्या

दोन वर्तुळास साधारण स्पर्शरषो आहे, असें सिद्ध करा.
( २) मागच्या रचनेत डनम, ईफग ह्या वर्तुळांच्या त्रिज्यांच्या

क

व फ



४३० मुखडच्या
वजावाकीएवह्या त्रिज्येने कसह वर्तुळ काढिलें होतें, एथे डन.ईफग ह्या वर्तुळांच्या त्रिज्यांच्या वेरजेएवप्रा त्रिज्येने कसह वर्तुळ

काटिले आहे, आणि वाकीची सर्व रचना मागच्या रचनेप्रमाणेच
केली आहे तर -६. ही डनम, ईफग ह्या वर्तुळांस साधारण स्पर्श-

रेषा आहे, असें सिद्ध करा.
( ३) दोन वर्तळांस साधारण स्पर्शरेषा काढण्याच्या रीति

मागत्या दोन कोंच्या आघाराने तयार करून दाखवा. दिलेली
वर्तुळे समान असतील, तर ( १) ह्या कलमातील रचनेत काय
फरक केला पाहिजे?

( ४) एकमेकांपासून दूर असणाऱ्या वर्तुलास ( १) चे ( २)
ह्या प्रत्येक कलमातील रीतीनें दोनदोनसाधारण स्पर्शरेषा निघतात.

( ५) परस्परास बाहेरून स्पर्श करणाऱ्या वर्तुलास तीनच सा-
धारण स्पर्शरेषा काटितां येतात.

( ६) परस्परांस छेदणाऱ्या वर्तुळांस दोनच साधारण स्पर्शरषी

काढिता येतात
( ७) परस्परांस आतून स्पर्श करणाऱ्या वर्तुलांस एकच साधा-

रण स्पर्शरेपा काटिता येते.
( ८) एक वर्तुल दुसऱ्याच्या आत असून त्यास स्पर्श कर

नसेल, तर त्यांना साधारण स्पर्शरषो मुळच काटितां येत, नाही.
५८. वर्तुळांत काढलेल्या अवकड चौकोनाच्या अब, डक वाजू

व, क विद्रूपलीकडे वाढविल्या असतां प बिंदूत मिळतात, बक,
अट वाज क, ड दिद्रुपलीकडे वाढविल्या असतां स बिंदूत मिळ-
ताल, बकप, डकस ह्या त्रिकोणांच्याभोंवतीं काढिलेल्या वर्तुलांचा
क खेरीज छेदनविंदु ई आहे. तर प, ई, स हे बिंदु एकाच सरल-
रेषेत आहेत, असें सिद्ध करा

५५. त्रिकोणाच्या कोणत्याहीकोनास दुभागणारी रेपा त्या त्रिको-
णाभोवती काढिलेल्या वर्तुलाच्या परिघात जेथे पुनः मिळते, तो बिंदू
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व त्या कोनासमोरच्या वाजूचा मध्य ह्यास सांधणारी रेषा, त्या समो-
रच्या वाजुवूर लंब असते.

१००. त्रिकोणाच्या कोणत्याही कोनास दुभागणारी रेषा व त्या

कोनासमोरच्या बाजूच्या मध्यापासून तिजवरच काढिलेला लंब,
ह्यांचा मेलनबिंदु हा, त्या त्रिकोणाभोवती काढिलेल्या वर्तुलाच्या
परिघांतच असतो

१०१. ( आकृति १) अवकड ह्या अर्धवर्तुळांतल्या अक,
हू १)

बट ज्या ई बिंदूंत छेदितातू द्ये

डईक त्रिकोणाभोवती जुई-
कस वर्तुळ काहिलेर ड वि- २
टुरतृन् सय. नम ह्या अनु- -७ क

२७ चे दुसवूयाई क्ष ई

आले अट सांधिली. तर अ व

असें सिद्ध करा कीं,
( १) अडक्ष कोन

नडई कोनावरावर आहे.
( २) क्षय, नम त्या

परस्परांवर लंच आहेत.

( ३) (आकृति : २) थक, वड ज्यांचा इ हा मेलनबिंदु
अर्घवतलावाहेर असला, आणि डईक त्रिकोणाभोंवर्ती वर्तुळ का-
ढिले, तरीही ड अथवा क विद्रुतून दोन्ही वर्तुलांस काढिलेल्या
स्पर्शरेषा एकमेकींवर लंब असतात.



( सुरचना-नडब कोनमडई कोनईकडकोनअबड कान...
नडव कोन-अवड कोन; आणि बडय कोनदअड कोन.... न.
डय कोनक्तअव कोनकडवभ कोन-; काटकोन.)

१०२ एका वर्तुलाच्या अब ज्येला क, ड या दोन बिंदूत भेर्
णारें व त्या वर्तुळास ई विंदृंत् आतून स्पर्श करणारे वर्तुळ काढिल
आहे, आणि ई विदृप्रासून अ, क, ड, व विदपर्यत रेषा काटिल्या
आहेत. तर अईक कोन बईड कोनावरावर आहे, असें सिद्ध करा.

१०३ दोन ( समांतर अथवा असमांतर) रघोपैकीं ठकीतू
तीतील दिलेल्या विद्युत स्पर्श करणारे व दुसरीला कोठे तरी स्पश

करणारे वर्तुळ काढा.
१ .४ ज्याचा परीघ दिलेल्या एका विद्रृंतृन जाईल, व ज :लेल्या दोन ( समांतर किंवा असमांतर) रेषास स्पर्श करील, अस

वर्तुळ काढा१०५. दिलेल्या वर्तुळांत जितके .चौकोन काढितां येतात, त्या

सर्वामध्ये त्याच वर्तलांत काढले चौरस महत्तम असतें.
-०( सूचना-वर्तुलांत काढिलेल्या चौकोनाच्या कोणविद्रूपर्यत कालेल्या त्रिज्यांनीं जे चार त्रिकोण होतात, त्यांच्या बेरजेवरावर तार

चौकोन असतो; आणिज्यांच्या दोन दोन वाजू दिलेल्या दोन रेपांशी
अनुक्रमें समान असतात अशा सर्वत्रिकोणांमध्यें ज्यांच्या त्या बाजू
परस्परांवर लंब असतात, तो महत्तम असतो.)

१०६ दिलेल्या वर्तुळाचे असे दोन खंड करा कीं, त्यांपैकीं एका
तील कोन दुसऱ्यांतील कोनाच्या अकरापटविरात्रर होईल. ३

एका वर्तुळातल्या दिलेल्याविदूतूनु जाणाऱ्या सर्व- ज्यामD
त्या मित्रस्त बुभागिली जाणारी ज्या लघतम असते.

१०८ एका वर्तुळाच्या परस्पगवर लंब असणाऱ्या आणि चतु
ळांत परस्परास छेदणाऱ्या दोन ज्यांनी त्या वर्तुळाच्या परिघाच
जे चार भाग होतात, त्यांपैकीं समोरासमोरच्या भागांची बेरीज प.
.प्रघार्धापरावर असते
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१०९. दिलेल्या बिंदुतूनु जाणारी व दिलेल्या वर्तुळास छेदणारी
अशी एक रेषा काढावयाची कीं, तिनें त्या वर्तुळाचे जे दोन खंड
होतील, त्यांपैकीं एकातील कोन दिलेल्या कोनावरावर होईल. हा
बिंदु दिलेल्या वर्तुळांत असला, तर त्याचें मध्यांतर निदान किती
असलें पाहिजे?

११०. दिलेल्या अमर्याद रेषेमध्ये असा एक कि- काटा कीं, त्या-

पासून दिलेल्या वर्तुळास स्पर्शरेपा काढिली असतां, ती दिलेल्या
रेषेशीं दिलेल्या कोनाएवढा कोन करील.

१११. त्रिकोणाभोंवतीं काढिलेल्या वर्तुळाचा मध्य व त्याचा एक
कोणबिंदु त्यांस सांधणारी रेषा व त्याच कोणविदूपासून समोरच्या
बाजूवर काढिलेला लंब, त्यांनीं, त्याच कोणर्षिदूजवळ, त्रिकोणाच्या
दोन्ही याडूंशी जे कोन होतात, त्यांपैकीं साधणाऱ्या रेषेने एका
वाज्रुशी केलेला कोन, लंबाने दुसरीशीकेलेल्या कोनात्ररावर असतो.

११२. त्रिकोणांत व त्याच्या भोंवतीं काटिलेल्या वर्तुलाचेमध्यबिंटु
सांधणारी रेषा जर त्याच्या एका बाजूला दुभागील, तर त्याच्या

इतर वाजू समान असतात.
११३ ( १) दोन वर्तुळांत दोन साधारण स्पर्शरेषा काढिल्या,

तर एका वर्तुळाचे दोन स्पर्शबिंदु सांधणारी रेषा दुसऱ्याचे स्पर्शबिंदु
साधणाऱ्या रेपेशी समांतर असते; व ( २) त्या स्पर्शस्थपचेश्वपर्शीचेडूं-

मधील भाग समान असतात.
११४. एका त्रिकोणाकृति इलाख्याच्या तीन वाजू २१०,२३०

व ३६० कोस लावीच्या आहेत. त्यांतील मुख्य शहरापासून इला.
रूपाच्या तिन्ही कोपऱ्यापर्यतआगगाडीचेसरळ रस्ते तयार करण्याचा
मक्ता एकाने ८० लाख रुपयास घेतला. पुढें त्याला समजले कीं,
एके कोस रस्त्यास वीसहजार रुपयांपेक्षा कमी खर्च पुरत नाहीं.
तर त्याला तोटा होईल किंवा नफा होईल.

११५. वर्तुलापासून त्याच्या त्रिज्येइतक्या अंतरावरील एका वि.
दृपासुन् त्याला स्पर्शरेपा काहिली, तर ती त्रिज्येच्या (सुमारे) किती

१९
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पटी वरावर असेल? आणि तो विदु व मध्यबिंटु' ह्यास साधणाऱ्या
रेषेशी स्पर्शरेषेने केलेला कोन कितो अंशांचा असेल?

११६. एकाच वर्तुलाच्या समांतर नसणाऱ्या दोन स्पर्शरेषां-
मध्यें जो कोन होतो, तो त्या स्पर्शरेषांच्या मध्ये सांपडलेल्या वाहिली
कंसावरील मध्यकोणाचा पूरक असतो.

११७. वर्तुळाच्या परिघार्घापेक्षां मोठा नसणाऱ्या एका कंसाच्या
दोन टोंकांजवळ दोन कोन वर्तुळाच्या बाहेर झाले आहेत, प्रत्येक

कोनाची एकेक वाजू त्या वर्तुळास स्पर्श करिते; दोन कोनांच्या
इतर दोन वाजू परस्परांशीं समांतर आहेत; व ते दोन्ही कोन १
समांतररेषांच्या एकाच अंगास आहेत. तर त्या कोनांची बजावावा.
त्या कसावरील मध्यकोणावरावर असते.
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भूमितिशास्त्राचें व त्यांत मुख्यत्वेकरून युळ्ड्यिच्या भूमितीचे थोडे
तरी अध्ययन करणें हा बहुतेक सुधारलेल्या देशांत विद्यार्थ्यांच्या

अध्ययनाचा एक आवश्यक भाग मानितात, ह्याचे कारणं विद्या-
शर्यांच्या ध्यानांत आलें पाहिजे, म्हणून त्याविषयी थोडेसे सांगतो.

कोणत्याही विषयाचे शास्त्र, त्या विषयाची कला, आणि अनुभवा-
वलीयशास्त्र व अनुमानावलंपिशाख हे शास्त्राचे दोन भेद, ह्याविषयी
ह्या पुरुणिकेच्या शेवटीं जें ओह लिहिले आहे, त्यावरून स्पष्ट दि.
सेल कीं अनुमानावलंविशास्त्राची योग्यता फार मोठी आहे. ज्या
विषयाच्या शास्त्राला हें स्वरूप देता आलें, तो विषय प्रृर्णावस्थेस प.
चला असें समजतात. म्हणूनच शास्त्रकार कोणत्याही विषयाच्या
शास्त्राला हें स्वरूप देण्याविषयी करवेल तितका यत्न करितात. त-
स्मातू ह्या शास्त्रादिक गोष्टींविषयी व मुख्यत्वेकरून अनुमानावलंवि-
शास्त्राविषयीं विद्यार्थ्यांस थोडी तरी माहिती असणें आवश्यक आहे.
कोणत्याही विषयाच्या शास्त्राची व त्यांत अनुमानावलषिशास्त्राची
रचना मुख्यत्वेंकरून पृथक्करण व संयोगीकरण नांवांच्या दोन पद्ध-

तींना अनुसरून असते; म्हणून त्याची रचना ध्यानांत येण्यास ह्या

दोन पद्धतींविषयीं विद्यार्थ्यांची चांगली समजूत झाली पाहिजे. ह्या

दोन पद्धतींमध्यें अनुमानाचे इतके प्राधान्य आहे कीं, त्या अनुमाना-
त्मकच आहेत असें झटले तरी चालेल; म्हणून ह्या पद्धतीविषयी
समजूत होण्यास विद्यार्थ्यांना अनुमानाची शुद्धाशुद्धता चांगली सम-
अली पाहिजे. र

पृथक्करण व संयोगीकरण ह्या पद्धति व अनुमान ह्यांची योजना
करण्याचा प्रसंग शास्त्ररचनेंतच येतो असें नाहीं. कोणत्याही का-
याचें कारण शोधण्याचा, अमुक कारणापासून अमुक कार्य कसें उ.
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लव झालें असावें हें शोधण्याचा, आणि आपण केलेला शोध अनु-
मानद्वारा दुसऱ्याच्या ध्यानांत आणून देण्याचा प्रसंग जेव्हां जेव्हां
पडतो, तेव्हां तेव्हां (या दोन पद्धतींची योजना करावी लागतेच.
अनुमानाची गोष्ट तर अशी आहे कीं, ज्यात अनुमान करण्याचा
प्रसंग पडत नाही. असा (सुपुसीखेरीज) मनुष्याचा बहुधा एक क्षणही
जात नाहीं. म्हणून त्या दोन्ही पद्धति व अनुमान ह्यांविपयी विद्यार्थ्यांस
झार चांगली माहिती असली पाहिजे, हें उघड आहे.

आतां अनुमानादिकांची चांगली माहिती होण्यास त्या विषया
वरील स्वतंत्र ग्रंथाचे अध्ययन केलें पाहिजे. परंतु ही गोष्ट पुष्कळ
अडचणींमुळें सर्व विद्यार्थ्याच्या लाहून घडत नाहीं; ह्याकरितां अनु-
मानादिकांचे गुणदोष समजून निदान निर्दोप अनुमानें करण्याची स-
वई लाग, आणि अमुक गोष्ट अमुक प्रकारची आहे असें अनुमान-
द्वारा दुसऱ्याच्या ध्यानांत आणून देतेसमयीं अनुमानें सुघोष वणा
अनुक्रमानें सांगतां येणें ( म्हणजे संयोगीकरणपद्धताची योजना व-
नचूक करितां येणे) ह्या गोष्टी तरी विद्यार्थ्यास साधल्याच पाहिजेत
ह्या गोष्टी साधण्याला युन्ज्ञिडच्या भूमितीचे येई तरी अध्ययन करणे
हा उत्तम उपाय आहे, असें बहुतेक सुधारलेल्या देशांतले विद्वान
लोक मानितात. युष्टिडची भूमिति हा सारा ग्रंथ संयोगीकरणपद्ध-
तीनेच लिहिलेला आहे; आणि तो अनुमानद्वारा कोणतीही गोष्ट

सिद्ध करून दाखविण्याच्या अत्यंत सुत्रोध पद्धतीचा व एकंदरीत सं.
योगीकरणपद्धतीनें लिहिलेल्या अनुमानावलविशास्त्राचा इतका उ-
तम मासला आहे कीं, त्याचें योग्यपद्धतीनें अध्ययन केलें असतां
पूर्वोक्त गुण विद्यार्थ्यांचे अंगीं अंशतः तरी येतीलच अशी विहातू
लोकांची खातरी आहे; म्हणूनच विद्यार्थीकडून ह्या ग्रंथाचे थोड
तरी अध्ययन करविण्याविपयीं त्यांचा आग्रह असतो

अनुमानादिकांचे गुणदोपसमजावृन् देणेइत्यादिकजो वरधरातो युक्तिद्यडच्या ग्रंथाच्या अध्यापनाचा एक उद्देश झाला ह्या र-
जि त्रिकोणामिति, भहत्वमापन इत्यादिक शद्धगणिताचे कांहीं भाग

प्रेरणाशास्त्र, ज्-योतिशास्त्र इत्यादिक संगताचे कांहीं भाग
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ह्यांच्या अध्ययनाला शमितीचे वरेच शान आवश्यक असतें, तें
विद्यार्थ्यांस प्रास व्हावें, हा युग्निडकृत भूमितीच्या अध्यापनाचा
दुसरा उद्देश होय. परंतु भूमिति ह्या विषयावरचा युक्लिडचाच
ग्रंथ विद्यार्थ्यांस आरंभीं शिकविण्याविषयीं जो विद्वानांचा आग्रह व-
हुतेक सुधारलेल्या देशांत दिसून येतो, तो मुख्यत्वेकरून पहिलाच
उद्देश सिद्धीस नेण्याकरितां आहे, ह्यांत संदेह नाहीं. कां कीं, जर
मुख्यत्वेकरून दुसरा उद्देश सिद्धीस न्यावयाचा, तर युलिडची ''लाव-
लचक '' पदीत राकून कामापुरत्या सिद्धांतांनी पुल असे भूमितीवर
संक्षिप्त ग्रंथ तयार केले आणि ते विद्यार्थ्यांस शिकविले, म्हणजे झालें.
ही गोष्ट अशक्य होती काय? अथवा आजपर्यंत कोणास सुचली
नसेल काय १ तथापि युझिडच्या '' लावलचक '' पद्धतीमध्यें
फारसा फेरफार न होतां सुमारें दोन हजार वर्षे त्याच्याच ग्रंथाचे
अध्ययन अविच्छिन्न चालू आहे. ह्यावरून पहिल्या उद्देशाचे प्रा-
धान्य सहज दिसून येतें ह्या उद्देशाकडे विद्यार्थ्याचें ( व कांहीं
ठाध्यापकाचेंही) अगदीं दुर्लक्ष होतें, त्यामुळें ह्या ग्रंथाचे अध्य-
वन उभयपक्षी व्यर्थ व कंटाळवाणे वाटतें. पहिल्या उद्देशाकडे
दुर्लक्ष होण्याचे सुरू कारण (मराठी भाषेत भूमिति शिकणारांच्या
संबंधाने) असें दिसते कीं, युथ्डिकृत ग्रंथाच्या अध्ययनानें ज्या
अनुमानविपयक नियमांचे व पृथकरणादि पद्धतीचे ज्ञान करून घ्या-
वयाचे, ते नियम व त्या पद्धति ह्यांविषयीं त्या ग्रंथाच्या मराठी भा-
येतील वावृत्तीत एक अक्षरही लिहिलेले नाहीं. ही अडचण दूर
करण्यार्कारतां न्यायशास्त्रविपयक कांहीं शब्दांच्या व्याख्या, अनु
मानादिकांविपयीं कांहीं नियम व पृथक्करणांदिकांचें संक्षिस वर्णन

अशा कांही गोष्टी ह्या पृरुणिकेमध्ये लिहिल्या आहेत. असल्या सं-
क्षिप्त वर्णनावरून ह्या गोष्टींचे चांगलेसें शान होणार नाहीं, हें उघड
आहे; तथापि पूर्वोक्त पहिला उद्देश सिद्धीस जाण्यापुरतेंज्ञान होईल,
असें वाटतें. निदान ह्या वर्णनावरून ह्या गोष्टींविपयीं विद्यार्थ्यांना
जिज्ञासा व अध्यापकांना त्या शिकविण्याविषयीं उत्कंठा उत्पन्न झाली,
तरी पुष्कळ झालें.
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आतां युक्लिडच्या ग्रंथाचें योग्य पद्धतीनें अध्ययन केलें असतां
पहिला उद्देश अंशतः तरो सिद्धीस जाईल, असें वर सुचविले आहे,
ती त्याच्या अध्ययनाची योग्य पद्धति येणेप्रमाणे:-

पहिल्यानें युक्किडच्या भूमितीचा कांहीं भाग लक्षपूक वाचून
त्यांतील सिद्धांत सुक्लिडच्याच सुयोध पद्धतीने व ग्रंथाच्या मदती.
वाचून सिद्ध करितां येतील अशी तजवीज करावी. ग्रंथाचा विषय
समजण्याकरितां असा हा यत्न करीत असतां आरंभी त्यांतल्या कृ.
त्यांच्या व प्रमेयांच्या पृथक्करणाचा विचार करावयास लागू नये, म्ह.

णजे अमुक कृत्यांत अमुक रचना केली असतां इष्टप्राति होईल हें
युक्लिड ह्यानें कसें शोधून काढिलें असावें, अमुक प्रमेयाची सिद्धता
करण्याची सामग्री त्यानें कशकशी शोधून काहिली असावी, इत्यादि
गोष्टींचा विचार आरंभी करू नये. ग्रंथांत सांगितलेल्या रचनांच्या
व प्रमाणांच्या योगाने त्यांतील कृत्यांत इच्छिलेल्या गोष्टी कसवःशा
प्रास होतात, व प्रमेये कसकशीं निर्दोप अनुमानांच्या योगाने६होतात, हें मात्र आरंभीं निमूटपणे चांगले समजून ध्यावे. ह्याप्रमाण

ग्रंथाच्या कांहीं भागाचें चांगले अध्ययन झालें, म्हणजे वावरदिकांचे नियम आणि पृथक्करण व संयोगीकरण ही समजून घेऊन ता
आपण पाठ केलेल्या भूमितींतल्या उदाहरणास व सोडविण्याकरिता
दिलेल्या प्रश्नास लागूकरून पहावी. ह्या योगाने त्यांचा घराच प-
रिचय झाला, म्हणजे संख्यागणितादि इतर शास्त्रांतल्या आणि५हारांतल्या गोष्टी अनुमानद्वारा सिद्ध करण्याचे कामी त्या नियमांचं
योजना करावयास शिकावे

ह्या पूरणिकेतील न्यायशास्त्रविषयक गोष्टींना मुख्यत्वेकरून इंग्रज

भाषेतील मिल, जेव्हन्स आणि फौलर ह्यांच्या न्यायशास्त्रविषयक
ग्रंथांचा आधार घेतला आहे; व रा. रा काशिनाथबाळकृष्ण मराठे
ह्यांच्या (मराठी) न्यायशास्त्रांतल्या कांही संज्ञा घेतल्या आहेत.
त्यांपद्दल मी त्याचा फार आभारी आहें परणिका तयार करण्याचे
फार्मी माझ्या गुरुजींनी व माझ्या एका बहर मित्राने मला पुष्कॅळ
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महत्त्वाच्या रुचा केल्या. परंतु त्यांच्या नांवाला शोभतील अशा
गोष्टी ह्या पृरूणिकेत नाहींत; म्हणून त्यांची नांवें एथे लिहीत नाहीं.

ह्या पूरणिकेला न्यायमार्गोपदेशिका म्हटलें तरी चालेल.
विनति-ह्या ग्रंथांत ज्या चुका आढळतील, त्या कृपा करून

अगत्य कळवाव्या; म्हणजे त्यांच्या सत्यासत्यतेचा विचार करून त्या

पुढच्या आवृत्तींत दुरुस्त करीन.
पुणे. तास २० मे ग्रंथकर्सा.

सन १८८५.
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---दमतिज्ञा व तिचे भेद.
प्रतिज्ञा.-'' अमुक पदार्थ' अथवा पदार्थसमुदाय अमुक प्रकारचा

आहे अथवा नाहीं '' अशा अर्थाच्या वाक्याला प्रतिज्ञा म्हणावें
असें, '' विष्णु विद्वान्आहे ''र '' कांहीं त्रिकोण समभुजनसतातू''
'' त्रिकोणाच्या कोणत्याही दोन बाजूची बेरीज तिसरीपेक्षां जास्त
असते '' त्या सर्व प्रतिज्ञा होत.

हवें प्रतिज्ञा हा शब्द वाक्यार्थाच्या सत्यतेलाकिंवा असत्यतेला
लक्ष्रुन योजिला नाहीं. ''मनुष्य हा तीन डोळ्यांचा प्राणी आहे'' ह्या

वाक्याचा अर्थ जरी खोटा आहे, तरी तो अर्थ वर सांगितल्याप्रकारचा
आहे; म्हणून ह्या वाक्याला प्रतिज्ञा म्हणावयाचेंच.

:ग्द्देश्यपद विधेयपद व योक्षक-प्रतिशेच्या ह्या स्वरूपाचे तीन
भाग करितां येतात. '' अमुक पदार्थ अथवा पदार्थसमुदाय '' हा
पहिला भाग, '' अमुक प्रकारचा '' हा दुसरा भाग, आणि '' आहे
अथवा नाही '' हा तिसरा भाग. पहिल्या भागाला प्रतिज्ञेचे उ-
ऐक्य व दुसऱ्याला विधेय म्हणतात; आणि त्यांचे वाचक जे शv-५

ऊ पदार्थ ह्या शब्दाचा व्यवहारातला व पदार्थविशानविषयक मराठी
ग्रंथांतला जो अर्थ आहे, त्यापेक्षांही व्यापक असा अर्थ आपणांस एथें
घ्यावयाचा आहे. तो हा कॉ, '' ज्याला ज्याला स्वतंत्र सत्ता अपने भ-
स्तित्व) आहे किंवा ज्याच्या स्वतंत्र सत्तेबिषयी मनाला कल्पना तरी क-
रिता येते, त्याला पदार्थ ह्मणावें. '' व्याकरणांत घ्या शब्दास नामे ज्या-
तात, त्यांनीं जे जे दाखविले जातात. ते सारे पदार्थच होत.

विवक्षित पदार्थाचा वाचक जो शब्द किंवा शब्दसमुदाय, त्याला
८' पद '' झणाचे. हा पदशब्दाचा अर्थ व्याकरणातील पदशब्दाच्या अ-
थपासन भिन्न आहे, हें ध्यानांत असावें.
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किंवा गदसमुदाय त्या प्रतिज्ञेत असतील, त्यांना अनुक्रमे उद्देश्य-
पद आणि विधेयपद ह्मणतात. तिसरा भाग म्हणजे उद्देश्याची वि-
धेयाशीं तुलना (अथवा योग) दाखविणारें जे '' आहे, '' '' नाहीं, ''
'' असतें, '' '' नसतें '' '' होय '' इत्यादिक एकादे क्रियापद,
त्याला योजक म्हणावे. जसे पूर्वोक्त तीन प्रतिज्ञांमध्यें '' विष्णु, ''
'' कांहीं त्रिकोण '' '' त्रिकोणाच्या कोणत्याही दोन बाजूंची बेरीज ''
ही उद्देश्यपदेंर '' विद्वान्, '' '' समभूज, '' '' तिसरीपेक्षां जास्त ''
ही विधेयपदे; आणि '' आहे, '' '' नसतात, '' '' असते '' ही यो-
जके होत.

प्रतिज्ञेच्या लक्षणावरून स्पष्ट आहे कीं, ' उद्देश्यपदानें २लेल्या सर्व अथवा कांहीं ''व्यक्तीचे विधेयपदानें दर्शविलेल्या -६व्यक्तींशी ऐक्य आहे, अथवा सर्व व्यक्तीशी ऐक्य नाही'' हें दाखविणे
अथवा उद्देश्य-पदानें दर्शविलेल्या व्यक्ति किंवा व्यक्तिसमुदाय ९.
विधेयपदानें दर्शविलेल्या वंजातीतला आहे किंवा नाहीं'' हें दाखविणू:
हाच कायतो प्रतिज्ञेचा अर्थ असतो. असें, '' विष्णु विद्वान् आहे,
एथे '. विष्णु'' ह्या पदाने दर्शविलेल्या व्यक्तीचे .' विद्वान् पुरुष '
ह्या पदाने दर्शविलेल्या जातींतल्या एका व्यक्तीशी ऐक्य आहे, अ-
थवा '' विष्णू '' ही व्यक्ति '' विद्वान् पुरुष '' ह्या जातीतली आहे,
असें दर्शविले आहे. '' कांहीं त्रिकोण समभुज नसतात, ह्या
प्रतिज्ञेत '' त्रिकोण '' ह्या जातींतल्या कांहीं व्यक्ति '' समभुज (नि'
कोण) '' ह्या जातींतल्या नाहींत, असें दर्शविले आहे. .' लक-
रीचे वस्त्र उबदार असतें '' ह्या प्रतित '' लोंकरीचें वस्त्र '' ह्या जार-

तोतल्या सर्व व्यक्तींचे .' उबदार ( वस्त्र) '' ह्या जातींतल्या काहा

-?च्ये '' ही गाय '' हें व्यक्तिवाचक पद आणि ६' गाय '' हें जोतिबा'
चक पद. '' काशींतलें विश्वेश्वराचे देवालय '' हें व्यक्तिवाचक पद व

'' देवालय'' हें जातिवाचक पद. '' ही सभा '' हें व्यक्तिवाचक पद :सभा '' हें जातिवाचक पद '' विष्णूच्या कानातली मोप्यांची जोडो '
हें ण्यक्तिवाचक पद व '' मोत्यांची जो '' हें जातिवाचक पद. '' पफ
व्यास '' हें व्यक्तिवाचक पद आणि '' ण्यास '' हें जातिवाचक पद
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व्यक्तांशी ऐक्य आहे, म्हणजे '' लोकरीचे वस्त्र '' ह्या जातींतल्या
सर्व व्यक्ति '' उबदार ( वस्त्र) '' ह्या जातींतल्या कांहीं व्यक्ति आहेत,
असें दर्शविले आहे

उद्देश्यपद, विधेयपद आणि योजक असे कोणत्याही प्रतिज्ञेचे

तोन भाग असावयाचेच; परंतु प्रतिझेला हें वर सांगितले स्वरूप
नसलें, तर तिचे ते तीन भाग स्पष्ट दिसत नाहींत. मुख्यत्वेकरून
योजक हें विधेयाशी मिसळलेलें असतें; आणि तिचे तीन भाग स्पष्ट

दिसतील असें स्वरूप तिला देऊं लागल्यास भाषासंप्रदाब सुटतो.
परंतु तिचे भाग स्पष्ट दिसणे हें प्रस्तुत (म्हणजे न्यायशास्त्रसवधी)
विचारामध्यें फार सोईचे आहे; म्हणून प्रत्येक प्रतिशेचे उद्देश्य आणि
विधेय ही आधीं संदर्भावरून अथवा वक्त्याच्या उद्देशावरून ठरवावी
आणि मग भाषासंप्रदाय राखवेल तितका राखून त्या प्रतिज्ञेतेला पूर्वक्त

स्वरूप द्यावे, व तिचे ते तीन भाग स्पष्टपणे दाखवावे. जसे, ज्या
संख्येच्या एकंस्थानीं विषम अंक असतो, तिला चोहोनीं भाग तुटत
नाही '' ह्या प्रतिज्ञेमध्यें जिच्या एकंस्थानीं विषम अंक असतो तिचा
धर्म सांगण्याचा उद्देश असल्यास, ( १) जिच्या एकस्त्यानी विषम
अंक असतो ती संख्या (२) चोहोंनीं विभाज्य ( ३) नसते '' असें
म्हणावेंर आणि चार ह्या संख्येचा धर्म सांगण्याचा उद्देश असल्यास

'' ( १) चार ही संख्या (२) जिच्या एकंस्थानीं विषम अंक असेल
तिला विभागणारी ( ३) नाही '' असें ह्मटले पाहिजे. '' रामा
जेवला '' ह्या प्रतिज्ञेचे ( १) '' रामा, '' ( २) '' जेवलेला '' व
( ३) ८' आहे '' हे तीन भाग होत. '' रामा नीतीनें वागतो '' ह्या
प्रतिज्ञेचे ( १) '' रामा, '' ( २) '' नीतीने वागणारा '' व (३)
न' आहे '' हे तीन भाग होत. '' विष्णू आहे '' ह्या प्रतितेचे ( १)
'८ विष्णु, '' ( २) '' वर्तमानकालिकसत्तावान्, व ( ३) '' आहे''
हे तीन भाग होत.

व्यक्तिप्रतिज्ञा व जातिप्रतिज्ञा-ज्या प्रतिज्ञेचें उद्देश्यपद
व्यक्तिवाचक असतें, तिला '' व्यक्तिप्रतिज्ञा '' म्हणावे, आणि जिचे
उद्देश्यपव जातिवाचक असते, तिला '' जातिप्रतिज्ञा '' म्हणावे
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असे, '' हो गाय तांबडी आहे '' ही व्यक्तिप्रतिशा आणि '' सर्व

गाई (अथवा कांहीं गाई) तांवड्या असतात '' ही जातिप्रतिज्ञा.

'' एफ व्यास त्रिज्येच्या दुपटीत्ररोवर आहे '' ही व्याक्तप्रतिज्ञा,

आणि '' व्यास त्रिज्येच्या दुपटीवरोबर असतो '' ही जातिप्रतिज्ञा

होय.
व्यापकार्थकपद आणि व्याप्यार्लुकपड-प्रतिज्ञेमध्ये उद्देश्य-

स्थानी किंवा विधेयस्थानीं योजिलेल्या पदाने ज्या व्यक्ति दर्शविल्या

जाण्याचा संभव आहे, त्यांपैकी प्रत्येक व्यक्तीला लक्षन तें पद त्या

प्रतित योजिले असेल, तर तें त्या स्थळी '' व्यापकार्थकपद ??

म्हणा, आणि त्या पदानें दाखविलेल्या जाणाऱ्या व्यक्तीपैकीं कांहीं
व्यक्तींना मात्र लसुन् तें पद योजिले असेल, तर त्याला ''व्याप्यार्थक
पद '' म्हणावे. असे. '' प्रत्येक ( अथवा कोणताही) चौरस हा
समांतरमुजचौकोन असतो '' अथवा '' सर्व चौरस हे समातरमुज-
चीकोन असतात '' ह्या प्रत्येक प्रतिज्ञेचा अर्थ ''चौरसह्या जातींतील
सर्व व्यक्ति समातरमुजचौकोन ह्या जातींतल्या काही व्यक्ति आहेत
असाच आहे. म्हणून के '' चौरस '' हें पद व्यापकार्थक ई!'' समांतरभुजचौकोन '' हें पद व्याऱ्गर्यक झालें. '' कांहीं नाणी
रुप्याची नसतात'' येथे ''नाणी'' हें पद व्याप्यार्थक आणि ''रुप्याचा
( नाणीं) '' हें पद व्यापकार्थक आहे काकी 'नाणी '' ह्या जाती
तल्या कांहीं व्यक्ताचे '' रुप्याची नाणी '' ह्या जातीतल्या कोणत्याही

ल,' हव्यक्तीशीऐक्य नाहीं, असा ह्या प्रतिज्ञेचा अर्थ आहे, म्हणजे ''ना
जातिवाचक पद त्या जातींतील कांहीं व्यक्तींस लढून शनिले
आहे, व '' रुप्याची नाणी '' हें जातिवाचक पद त्या जातींतल्या सूर्य

व्यक्तींस लधून योजिले आहे. '' कखग त्रिकोण समभूज आह
येथें '' कलम त्रिकोण '' हें व्यापकार्थक पद आहे, व '' समभुत्र
( त्रिकोण )'' हें व्याष्यार्थक पद आहे.

प्रतिज्ञेतल्या पदांची व्याप्यार्थकता किंवा व्यापकार्थकता दाखीव:
णारे ' कांहीं, '' '' कित्येक '' '' प्रत्येक '' '' कोणताही '' सर्व,
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इ-गाईक शाह, भाषासंप्रदाय न सोडित प्रत्यक्ष योजितां येतील,
तर अगत्य योजावेर म्हणजे प्रतिज्ञेचा अर्थ संदिग्ध रहात नाहीं

व्यापकप्रनिज्ञा आणि व्याप्यप्रतिज्ञा-प्रतितेचें उद्देश्यपद
व्यापकार्थक असलें, तर तिला '' व्यापकप्रतिज्ञा म्हणावे; '' आणि
उद्देश्यपद व्यत्ययार्थक असलें, तर तिला '' व्याप्यप्रतिज्ञा '' म्हणावे.
जसे, '' प्रत्येक चोरस समकोण असतो '' ही व्यापकप्रतिज्ञा; व
कांहीं समातरभुजचौकोन समकोण नसतात '' ही व्याप्यप्रतिज्ञा

झाली.
व्याति-व्यापकप्रतिज्ञेचे उद्देश्यपद जातिवाचक असल्यास तिला

'' व्याप्ति '' असें म्हणतात.
सत्तार्थकप्रतिज्ञा व अमावार्थकप्रतिज्ञा.-प्रतिज्ञेचे योजक

''आहे'' '' असतें '' इत्यादिक एखादे असलें, तर तिला ''सत्तार्थक-
प्रतिज्ञा '' म्हणावे आणि योजक '' नाही '' '' नसतें '' इत्यादिक
असलें, तर त्या प्रतिकेला '' अभावार्थकप्रतिशा '' म्हणावे. जसे,
'' अ रेपा क रेषेशी समान आहे '' ही सत्तार्थकप्रतिशार व '' अ
रेपा क रेषेशी समान नाहीं '' ही अभावार्थक प्रतिज्ञा होय.

व्यापकप्रतिज्ञा आणि व्याप्यप्रतिज्ञा हेभेद उद्देश्यपदाच्या व्यासीला
लक्षनुकेले,आणि सत्तार्थकप्रतिज्ञा वअभावार्थकप्रतिज्ञा हेभेद योजका-
च्याभाववाचकतेलावअभाववाचकतेला लधून केले. आतांह्या दोन्ही
गोष्टीस एकदम लधून प्रतिज्ञांचे भेद कल्पिले, तर ( १) सत्तार्थक-
व्यापकप्रतिलार ( २) सत्तार्थकव्याप्यप्रतिज्ञा, ( ३) अभावार्थक-
व्यापकप्रतिज्ञा आणि (४) अमावार्थकव्याप्यप्रतिज्ञा असे चार भेद
होतील. ह्यांना अनुक्रमे अ, इ, ए, ओ अशा संज्ञा देऊं. '' चौ-
रस '' आणि '' समकोण ( ज्याचे सर्व कोन सारखे आहेत असा )''
ह्या उद्देश्यविधेयपदाच्या एकाच जोडोला लसुरन ह्या चारही प्रका-
रच्या प्रतिज्ञा तयार केल्यास त्यांची स्वरूपे अशीं होतील:-

अ-प्रत्येक चौरस समकोण असतो.
इ-कोणताही चौरस समकोण नसतो.

ए-काही चौरस समकोण असतात.
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ओ-कांहीं चौरस समकाण नसतात.
इ प्रतिज्ञेच्या उद्देश्याला '' प्रत्येक, '' '' हरएक,, '' दरएक, ''

'' सर्व '' हो विशेषणें लाविलीं असतां ती प्रतिज्ञावहुघा संदिग्धार्यक
होते ही गोष्ट '' प्रत्येक हिंदु काळ्या वर्णाचा नसतो, '' '' सर्व

हिंदु काळ्या वर्णाचे नसतात, '' ६' हरएक इंग्रज काळ्या वर्णाचा न-
सतो, '' '' सर्व इंग्रज काळ्या वर्णाचे नसतात '' ह्या प्रतिज्ञांवरून
स्पष्ट दिसेल. ह्याकरितां इ प्रतिज्ञेच्या उद्देश्याला '' कोणताही,
'' कोणताच, '' '' एकही, '' '' एक देखील, ' .' एक सुद्धा,

हीं विशेषणे लावावी
उद्देश्यविधेयपदांच्या व्याप्तीविषयीं नियम:-
( १) व्यापकप्रतिज्ञांचीं उद्देश्यपदे व्यापकार्थक असतात.
( २) व्याप्यप्रतिज्ञाचीं उद्देश्यपदे व्याप्यार्थक असतात.
( ३) सत्तार्थक प्रतिज्ञांचीं विधेयपदें व्याप्यार्थक असतात. (परत्रे

त्या पदांना '' कांहीं '' इत्यादिक व्याप्यार्थकतादर्शक विशेषण लाव-
ण्याचा भापासंप्रदाय नाही.)

( ४) अभावार्थक प्रतिज्ञांचीं विधेयपदें व्यापकार्थक असतात.
ह्या चार नियमांवरून खालीं लिहिलेले नियम निघतात.
( १) अ प्रतिज्ञेचें उद्देश्यपद व्यापकार्थक असते आणि विधयें-

पद व्याप्यार्थक असतें.

(२) इ प्रतिज्ञेची दोन्ही पदे व्यापकार्थक असतात.
( ३) ए प्रतिक्षेची दोन्ही पदं व्याध्यार्थक असतात.
( ४) ओर्प्रातज्ञेचे उद्देश्यपद व्याप्यार्थक असतें; आणि विधेथें.

पद व्यापकार्थक असतें.
उद्देरयविधेयांच्या एकाच जोडीला लसुन् तयार केलेल्या अ, इ,

ए, ओ ह्या चार प्रतिज्ञांचे जे परस्परांशीं संबध त्यांचीं नावे-,(झे) व्यावकविपरीत प्रतिज्ञा-अ आणि इ ह्या प्रतिज्ञा पर-
स्परांच्या ' व्यापकविपरीत प्रतिज्ञा '' म्हणाच्या; आणि त्यांच्या सब-
घाला व्यापकवैपरीत्य, '' म्हणावे.

( २) व्याष्यविपरीत प्रतिता-ए आणि ओ ह्या प्रतिज्ञा परें-
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स्वरांच्या '' व्याप्यविपरीत '' म्हणाच्या, आणि त्यांच्या संबंधाला
'' व्याप्यवैपरीत्य '' म्हणावे.

( ३) व्याक्यप्ण्ढ्यग्राहक प्रनिज्ञा-अ आणि इ ह्या प्रतिज्ञा अनु-
क्रमें ० आणि ओ ह्यांच्या व्यापकप्रतिज्ञा, व ए आणि ओ ह्या

अनुक्रमे अ आणि इ ह्यांच्या व्याष्यप्रतिज्ञा आहेत म्हणून अ आणि
ए ह्यांचा व इ आणि ओ ह्यांचा जो परस्परांशीं संबध त्याला

'' व्याध्यव्यापकभाव '' म्हणावे.
( ४) विरुद्धप्रतिज्ञा.-अ आणि ओ, तशाच इ आणि ए ह्या

परस्परांशीं '' विरुद्धप्रतिज्ञा '' म्हणाच्या, आणि ह्यांच्या संबंधाला

'' विरोध '' म्हणावे
व्यक्तिप्रतिज्ञा ही ( व्यापकप्रतिज्ञेच्या लक्षणाप्रमाणें) व्यापक प्रति-

ज्ञाच होय. तिची व्याप्यपतिला संभवत नाहीं. म्हणून कोणत्याही
व्यक्तिप्रतिज्ञेची व्यापकविपरीतप्रतिज्ञा आणि विरुद्धप्रतिज्ञा ह्या

दोन्ही एकच असतात. ही गोष्ट भूमितीमध्ये फार उपयोगी आहे.
( ५) व्यच्यास.- कोणतीही प्रतिज्ञा आणि तिच्या उद्देश्यावधे-

यपदांचा व्यत्यास केल्याने (म्हणजे उद्देश्यपदाच्या ठिकाणी विधेयपद
आणि विधेयपदाच्या ठिकाणी उद्देश्यपद ठेवणे एवढीच अद्दलाबद्दल
केल्याने) होणारी प्रतिज्ञा, त्या दोहोंपैकीं कोणत्याही एकीला '' मूल
प्रतिज्ञा '' अथवा ''मूल'' म्हणावे, आणि दुसरीला तिची ''व्यत्यस्तप्र-
तिज्ञा'' किंवा तिचा ''व्यरयास'' म्हणावे, आणि अशा दोन प्रतिज्ञांच्या

परस्पर संबंधाला '' म्रृलव्यरयासभाव '' म्हणा. जसे, ''समसंख्या
ही अविभाज्यसंख्या नसते,'' आणि '' अविभाज्यसंख्या ही समसंख्या
नसते '' ह्या दोन प्रतिज्ञांपैकीं कोणतीतरी एक? मूलप्रतिज्ञा ''
अथवा '' पूल '' मानिले, तर दुसरी तिची '' व्यत्यस्तप्रतिज्ञा ''
अथवा तिचा '' व्यp--यास '' होय.

मूलांतील पदे व्याध्यार्थक किंवा व्यापकार्थक जशी असतील
तशींच व्यत्त्यासांत ठेविली पाहिजेत असें नाहीं; पदं तींच असून
त्यांची व्यासि बदलली, तरी त्याला व्यत्यासच म्हणावयाचें, असा
ह्या ग्रंथांतला संकेत समजावा. जसे, '' प्रत्येक चौरस हा समकोण-
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चौकोन असतो '' ह्या प्रतिज्ञेचे '' प्रत्येक समकोणचौकोन हा चौरस
असतो '' आणि ''कांहीं समकोणचौकोन चौरस असतात '' हे दोन्ही
व्यत्यासच समजावयाचे. ह्या दोहोंपैकी पहिल्यामध्यें '' समकोण-
चौकोन '' ह्या पदाची व्याति बदली गेली, हें उघड आहे.

कोणत्याही प्रतिज्ञेचा व्यत्त्यास व्याप्यप्रतिज्ञात्मक असल्यास त्याला

'' व्याघ्यव्यरयास '' ह्यणावें, आणि व्यापकप्रतिज्ञात्मक असल्यास
त्याला .' व्यापकव्यत्यास '' म्हणावें. असे, '' प्रत्येक चौरस हा स-
मकोणचौकोन असतो ' ह्या मूलप्रतिज्ञेचा '' कांहीं समकोणचौकोन
चौरस असतात '' हा व्याप्ग्व्येत्यास होय आणि '' प्रत्येक समको-
णचोकोन चौरस असतो '' हा व्यापकव्यत्यास होय.

( ६) प्रतियोग -प्रतिज्ञेच्या विधेयपदाच्या ठिकाणी त्याचें प्रे''-
तियोगिपद घालणे व योजक सत्तार्थक असल्यास अभावार्थक करणें
आणि अभावार्थक असल्यास सत्तार्थक करणें, एवढाच त्या प्रतिज्ञे-

मध्ये फेरफार केला असतां जी प्रतिज्ञा होते, तिला मूलप्रतिज्ञेची

'' प्रतियोग '' म्हणा. असे, '' चोहोंनीं विभाज्य असणारी संख्या
सम असते '' ह्या प्रतिज्ञेचा '' चोहोंनीं विभाज्य असणारी सख्य
विपम नसते '' हा प्रतियोग होय. अशा दोन प्रतिज्ञा हे परस्परांच
प्रतियोग असतात

अ आणि इ त्यांपैकीं प्रत्येक प्रतिज्ञेच्या प्रतियोगाला ( तिचा अर्थ

न बदलता) दुसरीचे रूप येतें. तसेंच ए आणि ओ ह्यांविषयीं ही'
समजावे.

?-?एएr'ं कोणत्याही पदाने दर्शविलेली व्यक्ति किंवा व्यक्तिसमुदाय हाव्याजाता-
तील व्यक्तिसमुदायाचा भाग आहे, असें प्रसंगविशेषीं मानिलें असेल,२जातीतल्या इतर सर्व व्यक्तीचे दर्शक जें पद, त्याला मूळ पदाचे '' प्रत-
योगिपद '' ह्मणावें जसे, '' समसंख्या '' ह्या पदाने दर्शविलेला व्यं-
क्तिसमदाय हा '' पर्णसख्या '' ह्या जातींतल्या व्यक्तिसमुदायाचा आजूग

मानिर्लो आहे, अन त्या जातींतल्या इतर सर्व व्यक्तीचे वाचक
'' विपमसंख्या '' हें पद, तें '' समसंख्या '' ह्या पदाचे प्रतियोगि पऐ
समजावे. '' देशस्थ ब्राह्मण '' द्या पदाचे प्रतियोगिपद '' कोकणस्थ
आश्रण '' हें नये; दशेस्थगित ब्राह्मण '' हें होय
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( ७) अन्वयव्यतिरेक.-'' जी जी व्यक्ति अमुक एका प्रकारची

असते, ती ती अमुक दुसऱ्या प्रकारची असते '' अशा अर्याच्या प-
तिशेला '' अन्वयव्याति '' ( अथवा '' अन्वय '' असेही) म्हणतात;
आणि '' जी जी व्यक्ति अमुक एका प्रकारची नसते, ती ती अमुक
दुसऱ्या प्रकारची नसते. '' अशा अर्थाच्या प्रतिज्ञेला '' व्यतिरेक-
व्याति '' ( अथवा '' व्यतिरेक '' असेही) म्हणतात. असे, '' जो
जो त्रिकोण समभूज असतो, तो तो समकोण असतो '' ही अन्वय-
व्याति, आणि '' जो जो त्रिकोण समभुज नसतो तो तो समकोण
नसतो '' ही व्यतिरेकव्याप्ति होय.

कार्यकारण.-'' ज्या एक किंवा अनेक गोष्टी एकाच काळी
विद्यमान असतां उत्तरक्षणीं दुसरी अमुक गोष्ट उत्पन्न व्हावयाचीच,
त्या एक किंवा अनेक गोष्टींना मिळून त्या उत्पन्न झालेल्या गोष्टीचे
कारण म्हणावे; आणि त्या उत्पन्न झालेल्या गोष्टीला त्या कारणाचे
कार्य म्हणावे. '' जसे, '' दोन समर्याद सरलरेषांपैकीं ( १) एकीचे
एक टोंक दुसरीच्या एका टोंकाशी मिळणे, ( २) त्यांची दिशा एक
होणें व ( ३) त्या समान असणें, ह्या तीन गोष्टी एकाच काळी वि-
द्यमान असतां त्याची दुसरी टोके मिळणे, ही चवथी गोष्ट उत्पन्न

व्हावयाचीच; म्हणून पहिल्या तीन गोष्टी मिळून चवथीचें कारण
होय; आणि चवथी हें त्या तिहीचे मिळून कार्य होय. ह्या व्याख्येत
सांगितल्या प्रकारचा कार्यकारणभाव ज्या गोष्टींमध्ये आहे, त्यांचा
नित्य संबंध असतो, म्हणजे जेव्हां जेव्हां तें कारण उत्पन्न होईल
तेव्हां तेव्हां तें कार्य उत्पन्न व्हावयाचेंच असा नियम असतो ( ह्या
व्याख्येप्रमाणें अनेक गोष्टी मिळून जर एखाद्याकायार्चे कारण असलें,
तर त्यांपैकीं प्रसंगवशातू कोणत्याही एकाच गोष्टीला देखील कारण
ही संज्ञा व्यवहारांत देतात. हा कारण शव्दाच्या व्यावहारिक व
न्यायशास्त्रोक्त अर्थामधील भेद ध्यानांत ठेवावा; आणि '' काका, ''
'' ज्यापक्षीं '' इत्यादिक कारणवर्णनारंभसृचुकशकद व '' म्हणून ''
'' त्यापक्षी ' इत्यादिक कार्यवणर्नारमसुचूकशव्दृ योजितेवेळीं, ज्या



४५० भूमितीची पूरणिका.

गोष्टींना उद्देशून ते योजावयाचे, त्यांचा न्याय शास्त्रोक्त कार्यकारण-
भाव आहे अशी खातरी झाली, तरच ते शब्द योजावे. '')

प्रत्यक्षपद्धति, शाब्दुपडीत व अनुमानपडान--अमक
प्रतिज्ञा ( निर्विवाद) सत्य आहे, असें ठरविण्याच्या मुख्य पद्धति तीन
दिसतात. ( १) त्या प्रतिज्ञेविषयीं इंद्रियद्वारा प्रत्यक्ष अनुभव घेणे

ही एक पद्धति. हिला '' प्रत्यक्षपद्धति ' म्हणावं. असें, '' अमुक
देवालय शिवाचे आहे '' असें ठरवावयाचें आहे, तर त्यांतील मुद्धेंष्ये

देवता प्रत्यक्ष पाहून ठरविणे ही प्रत्यक्षपद्धति झाली. ( २) कोणा
'णे हीयथार्थ वक् याच्या वाक्यावरून एखादी प्रतिज्ञा खरी ठराव

दुसरी पद्धति, हिला '' शाव्दपद्धति '' म्हणा. असें, प्राचीनका-
ळच्या बहुतेक गोष्टी आपण इतिहासकर्त्याच्या वाक्यांवरून स्वाऱ्या

ठरवितो ही शाव्दपद्धति झाली. ( ३) तिसरी. अनुमानपद्धत
हिचें उदाहरण असें कीं, '' ह्या दोन खांबांच्या उंच्या सारख्या आ-
हेत '' असें ठावावयाचें आहे, म्हणून एकच काठी दोन्ही खांबाना

आतांजोडून पाहिली, ती प्रत्येकाशी सारखी भरली असें समजा.
'' एकाच पदार्थाशी समान असणारे पदार्थ परस्परसमान असतात,
दोन खांबांच्या उंच्या हे पदार्थ काठीची लांबी ह्या एकाच २,थांशीं समान आहेत; म्हणून त्या उप परस्पर समान आहेत
ही अनुमानपद्धति झाली.

:न्मपमानपद्धति -अमक प्रतिज्ञा खत आहे, असें ठरविण्याची

'' '' अशीआणखी एक पद्धति मानितात. हिला '' उपमानपद्धर्ति ० ( ज्ञ
संज्ञा देऊं. हचें सामान्य स्वरूप एक दोन उदाहरणांनी इशारी
'' अवकडई ही पंचकोणाकृति समभुज आहे, असें दिलें आ!;
आणि ' ती समकोण आहे '' ही गोष्ट कोणी ठरवीत आहे' अस
समजा. आतां सरलरेपाकृतींचें समभुजत्व आणि समकोणत्व ह्याचा
नित्यसंबंध आहे, अशी ठरविणाराची खातरी नसता ( व नश्!वैध नाही, अशीही खातरी नसता) जर तो म्हणेल कीं, '' त्रिकोण
समभुज असला, तर तो समकोण असतो, असें ठरलें आहे, प्रस्तुरी
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पंचकोण समभुज आहे; झणूरन तोही समकोण असला पाहिजे, '' तर
सममुजत्रिकोण व प्रस्तुत पंचकोण ह्यांचें सरलरेषाकृतित्व आणि
सममुजत्व ह्या धर्माच्या संबंधाने जें सादृश्य, त्याच्याच केवळ आ-
धारावर त्यानें प्रस्तुत पंचकोण समकोण ठरविला, असें होईल ही
उपमानपद्धति झाली. तसेंच '' पृथ्वी आणि शुक्र ह्या दोन ग्रहां-
मध्ये, आपल्या अक्षाभोंवतीं श्रमण, सृर्य्राभोवती श्रम, गोलकल्पा.
कृति, इत्यादि कांहीं धर्माच्या संबंधाने सादृश्य आहे; आणि पृथ्वी-
च्या पृष्ठावर प्राणी आहेत; हाणून शुक्राच्या पृष्ठावरही प्राणी असले
पाहिजेत, '' असें कोणी ठरविलें; आणि ते सादृश्यविषयक धर्म व
पृष्ठावर प्राणी असणें ह्यांचा नित्यसंवध आहे, अशी ठरविणाराची
खातरी नसली ( व नित्यसंवघ नाही अशीही खातरी नसली,) तर
त्यानें केवळ सादृश्याच्याच आधाराने ही गोष्ट ठरविली असें होतें
ही उपमानपद्धति झाली. हिचें सामान्य लक्षण असें.- '' अमुक
( एक अथवा अनेक) व्यक्तमिंध्यें अमुक धर्म आहे, व त्या व्यक्तींचे
नवीन एका व्यक्तीशी एक अथवा अनेक गोष्टींच्या संबंधाने सा?-
श्य आहे, असें अनुभवास आले; पण त्या सादृश्यविषयक गोष्टींचा
त्या (साध्य) धर्माशी नित्यसबंध आहे, अशी खातरी होत नाहीं
( व नाहीं अशीही खातरी होत नाहीं) असें असताही, त्या नवीन
व्यक्तीमध्ये तो (साध्य) धर्म आहे, असें केवळ त्या सादृश्याच्याच
आधाराने ठरविणे '' ही उपमानपद्धति '' होय.

ह्या पद्धतीनें ठरविलेली गोष्ट हा नुसता अदमास अथवा अटकळ
होय; ती सत्य असतेच असा नियम नाही. तथापि इतर कोण.
त्याही पद्धतीच्या योजनेचे साहित्यज्यांत जुळत नाही, असे जे प्रसंग
मनुष्याला पदोपदी येतात, त्या प्रसंगीं आरंभी ह्या पद्धतीचीच यो.
आना करणें भाग पडतेर मग जसजसे इतर पद्धतींपैकी एखादीच्या
योजनेचे साहित्य जुळते, तसतसा त्या गोष्टीच्या सत्यासत्यतेचा निर्णय

होतो. नाना शास्त्रांतलीं. जी अनंत प्रमेये आहेत, त्यांपैकीं कित्येक

अशी आहेत कीं, तीं शोधून काढणारांना आरंभी ह्याच पद्धतीनं
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त्याविषयीं अदमासच करावा लागला. मग प्रयोग-निरीक्षणद्वारा
कार्यकारणविचाराच्या योगानें हळू हळूत्यांची सत्यता स्थापित होत
गेली. केपूलरचे काही नियम हे आरंभी त्यानें ह्याच पद्धतीनें शोधन
काढिले होते. पुढें न्यूटन ह्याने तीं आकर्पणाचीं कार्य आहेत, असें
दाखवून त्यांची सत्यता अनुमानपद्धतीनें स्थापित केली.

न्यायशास्त्राचा विषय-हप्ता चारही पद्धतीच्या गुणदोषांचा
विचार करणें हा न्यायशास्त्राचा मुख्य विषय आहे. असें कित्येक
न्यायशास्त्रकार मानितात, परंतू बहुतेकाचे मत असें आहे कीं, प्र-

लक्ष आणि शाव्द ह्या पद्धत सो ठरलेली गोष्ट न्यायशास्त्रांत

निर्विवादच मानावयाची; आणि अमुक प्रतिज्ञा खरी आहे असं ह्या
दोन पद्धतीच्या योजनेवांचून ठरविप्याकरिता मिळालेला जो पूर( म्हणजे आधारभृत् प्रतिज्ञा) तो असावा तितका आहे किंवा ९.
हें ठरविणे, हाच कायतो न्यायशास्त्राचा विषय सारांश -नादातव उपमानपद्धति ह्यांच्या गणदोपांचा विचार करणें हा न्यायशी.

तेंखाचा विषय, असें बहुतेक न्यायशास्त्रकारांचें मत आहे. ही म

कशींही असोत. सध्यां आपणांस नुसत्या अनुमानपद्धतीच्या एका
भागाविषयी मात्र थोडे नियम सांगावयाचे आहेत.

' ठरलेल्या१ अच्चमान-भूर्वी कोणत्या तरी पद्धतीनें खऱ्या .२

( अथवा खऱ्या मानिलेल्या) एक अथवा अनेक प्रतिjY:च्छया योगानं

)?ऊ दोन गोष्टींचा कार्यकारणभाव ठरवावयाचा असतां, व्या मीहीला
ओते किंवाआपण कारण म्हणणार, ती उत्पन्न करून उत्तरक्षणी कार्य उत्पन्न?

नाहीं, हें पहाणे, ह्या कृत्याला '' प्रयोग '' म्हणावे; आणि जेव्हा जेव्हा

कार्य आपोआप उत्पन्न होईल तेव्हां तेव्हां पूर्वेक्षण तेंच कारण उत्पन्न

झालें होतें किंवा नाही, हें पहाणे, द्य' कृत्याला '' निरीक्षण '' ह्मण।-:
क अनुमान हा शब्द मराठीभापेत बहुधा '' अदमास '' -९७
अटकळ '' द्या अर्थाने योजितात, परंतु येथें तो अर्थ घ्यावयाचा नाहा'

हा शब्द येथें पडतीला लखन योजिला आहे. हें ध्यानांत असावें.
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नवीन एखादी प्रतिज्ञा स्थापित करणें, ह्या पद्धतीला ( अनुमान-
पद्धति अथवा) अनुमान म्हणावे.

प्रमाणें-अनुमानामध्यें ज्या एक अथवा अनेक प्रतिज्ञाच्या आ.
धाराने नवीन प्रतिज्ञा स्थापित करावयाची, त्यांना '' प्रमाणप्रतिज्ञा ''
अथवा '' प्रमाणें '' ह्मणाचें.

अनुमिनि, पक्ष व साध्य.-अनुमानपद्धतीनें स्थापित झाले-
ल्या प्रतिज्ञेला ''अनुमिति'' म्हणावे. क्युमितीच्या उद्देश्यालापक्ष ''
आणि विधेयाला '' साध्य '' म्हणावे.

अनुमानाचे व्यापकानुमान आणि व्याप्यानुमान असे दोन भेद
आहेत.

व्यापकानुमान-पूर्वी कोणत्यातरी पद्धतीने खऱ्या ठरलेल्या एक
अथवा अनेक व्यक्तिर्प्रातज्ञा किंवा व्याप्यजातिप्रतिज्ञा यांच्या आज-
रानें व्यापजातिप्रतिज्ञा खरी ठरविणे, ह्या पद्धतीला '' व्यापकानु-
मान '' ह्मणावें; आणि ह्या पद्धतीने स्थापित केलेल्या प्रतिज्ञेला

.' व्यापकानुमिति '' म्हणावें.

जसे '' १ व २ ह्यांची बेरीज २ व ३ ह्यांच्या गुणाकाराच्या
अर्धाबरोबर आहे; '' '' १, २ व ३ ह्यांची बेरीज ३ व ४ त्यांच्या
गुणाकाराच्या अर्धावरोवर आहे; '' '' १, २,३ व ४ ह्यांची बेरीज
४ व ५ ह्यांच्या गुणाकाराच्या अर्धाबरोबर आहे; '' अशा कांहीं
१ व्यक्तिप्रतिशा ( प्रत्यक्ष अनुभवाने) खऱ्या ठरल्या असतां, त्यांच्या

१ '' पांच रुपये, ,, '' पांच अणे '' इत्यादिक पदे वस्तुतः जातिवा-
लक असून गणितशास्त्रांत तीं व्यक्तिवाचक मानितातु व त्यांच्या संप-
धाने '' पांच '' (अणजे कोणतेही पांच पदार्थ) हें जातिवाचक पद
अनिलात '' पांच, ,' '' सहा ,, इत्यादिक पदे वस्तुतः जातिवाचक
असून ता व्यक्तिवाचक मानून त्यांच्या सबंधाने '' संख्या, हें जातिवा-
चक पद मानितात. ह्या संप्रदायास अनुसरून येथें वरच्या प्रतिज्ञात

व्यक्तिवाचक झटले आहे.. परतु वस्तुत: ह्या येथें ढवास्वजातिप्रतिज्ञा

होत.
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आघाराने '' १ ह्या संस्थेपासून कोणत्याही पूर्ण संख्येपर्यत सर्व पूर्ण

संख्यांची पेरीज ही, ती पूर्ण संख्या व तिच्या पुढची पूर्ण संस्था
ह्यांच्या गुणाकाराच्या अर्थावरेवर असते. '' ही व्यापकजातिप्रतिज्ञा

स्थापित करणें, हें '' व्यापकानुमान '' होय.
आतां ह्या प्रतिज्ञेच्या उद्देश्यस्थानीं ज्या घेरा आहेत, त्यांच्या

जातींतील कांहीं बेरजांविषयीं ती प्रतिज्ञा खरी ठरली; एवढ्यावरू.
नच ( ह्मणजे कार्यकारणविचारानें उद्देश्य जातीचे जातिधर्म आणि
साध्यधर्म ह्यांचा नित्यसंबंध न ठरविता) जर ती जातिप्रतिज्ञा खरी
आहे असें ह्यटले, तर तो केवळ अदमास होय, ही गोष्ट निरपवार
ठरली असें ह्मणतां येत नाहीं. उदाहरणार्थ '' कोणतीही पूर्णसंरध्यां

व तिच्या पुढची पृर्णूसंख्या ह्यांच्या गुणाकारांत ४१ मिळविले अ'
सतां बेरीज अविभाज्य संख्यात्मक येते '' ह्या प्रतिज्ञेचा आरंभींच्या
कांहीं पूर्णसंख्यांच्या सवघानें अनुभव घेतला असतां, ती खरी द्रि-

सतेर पण ती कार्यकारणविचारानें खरी ठरविता येत नाही; ५ती अपवादास पात्र आहे;, आणि थोडा जास्त अनुभव ५असतां कळतें कीं चाळीस ह्या संख्येच्या संयंघानें ही प्रतिज्ञा खाट
पडते. ह्यास्तव, एकापासुन् कोणत्याही पर्णसंख्येपर्यत सर्व पूर्ण सं-
ख्यांच्या बेरजेचे जातिधर्म, आणि ती वेतिच्या पुढची पूर्ण!-
त्यांच्या गुणाकाराच्या अर्धाशी त्या बेरजेचे साम्य, ह्यांचा (कायका.
रणविचारानें) नित्यसंबंध ठरविला पाहिजे. तो नित्यसंवध गणिती
श्रेढीच्या साह्याने ठरतो. परंतु अशा प्रसंगीं नित्यसंबंध ठरविण्याचू.
गणितशास्त्रांतली एक विशेषं पहात आहे, ती वरच्याच उदाहरणानं
स्पष्ट करून दाखवितो

स्त्यंदयागणितल्येळ्यऱ्यापकानुमान.-'' १ व २ ह्यांची बेरीज
२ -रेसच्याशुणुकाराच्या अर्धावरोबर आहे, '' '' १, २ व ई
चित्र षेरीज .दव २४ल्या गुणाकाराच्या अर्धावरोबर आहे,
इत्यादिक काही व्यक्तिंप्रंतिज्ञो सच्चा आहेत; तर ''एकापासून कोण-

५ पूर्णसंख्येदृर्यतसर्व पूर्णरुक्षांची षेरोज, तीसंख्या व तिच्या
४. ०-

.ऽ? ?? .ऽ.,,
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पुढची प्रृर्णसंख्या ह्यांच्या गुणाकाराच्या अर्थावरीवर असते '' ही
व्यापकजातिप्रतिज्ञा स्थापित करावयाची आहे.

( १) प्रथमत: '' न ह्या ( कोणत्यातरी) पूर्णसंख्येपर्यंत सर्व पूर्ण

संख्यांच्या वेरजेला ही प्रतिज्ञा लागू- आहे, असें मानिलें असतां,
तिच्यापुडच्या ( म्हणजे नक१) ह्या संख्येपर्यत सर्व पृर्णूसंदयाच्या
बेरजेलाही ती प्रतिज्ञा लाग होतेच '' असें स्थापित करुं:.

१ ९२फं३ऽ .... .न-७९ असें मानिलें.
ह्या दोन समान संख्यांपैकीं प्रत्येकींत ( नक१) ही संख्या मिळ-

विली असतां त्यांच्या बेरजाही समान होतील. आणून
१ -२१३० -.न नक१ )-न (-नक्या ५१ नक१ ).
ह्या दोन समान सख्यांपैकीं दुसरी स्वरूप

न?त्न २पटून-९१ म्हणजे ???????????? हें झाले
म्हणून कोणत्यातरी एका पृर्णुसंख्येच्या संबंधाने ती प्रतिक्षा खरी
असल्यास, तिच्या पुढच्या पूर्णसंख्येच्या सबंधाने ही खरी आहे,
असें सिद्ध झालें.

( २) आता ती प्रतिज्ञा २ ह्या संस्थेच्या सबंधाने खरी आहे,
असें प्रत्यक्ष अनुभवाने ठरलें आहे, म्हणून तिच्या पुढच्या म्हणजे

तीन ह्या संख्येच्या संबंधानेंही ती खरी असली पाहिजे; लपूनच
चार ह्या संख्येच्या सवधानेही ती खरी असली पाहिजे. इत्यादि
कारणांवरून ती जातिप्रतिज्ञा निर्विवाद खरी ठरली.

ह्या पद्धतीला ''संख्यागणितोक्तव्यापकानुमान' अशी संज्ञा देऊं.
धूमितिशास्त्रोक्ताप्रदयापकानुयान.-कोणतीही जातिप्रतिज्ञा

स्थापित करण्याची भूमितिशास्त्रांतील परात, हें एका प्रकारचे
-गृपकानुमानच आहे,. (असें कितीएक न्यायशास्त्रकारांचें मत आहे).
ह्या भूमितीतल्या पद्धतीमध्यें जी२५२८डफक्तक्की
तीतील उद्देश्यजातींतल्या एका विशेष लमुर्सयेतएवढेंच कायते स्थापित करएण्ड थेंहिंहुनच '' त्या उद्दे १

श्यजातींतल्या इतर अनंत व्यक्तीकीरताध्यपूशह '' '
५
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पित झालें असें मानितात जसे '' प्रत्येक समभुज त्रिकोण समकोण
असतो '' ही जातिप्रतिज्ञा स्थापित करावयाची; तर अवक नांवाचा
एक विशेष सममुजत्रिकोण घेऊन तोसमकोण आहे असें (त्या त्रिको-
णाचें समभुजत्व इत्यादिकांच्या आधाराने) स्थापित करितात;
आणि एवढ्यावरूनच '' इतर कोणताही समभुजत्रिकोण ( मग तो
कितीही लहान बाजूचा असो अथवा कितीही मोठ्या बाजूचा असो,
तो) समकोण आहे '' हे सिद्ध झालें, असें समजतात.

पण हें त्या पद्धतीच्या बाह्य स्वरूपाचे वर्णन झालें. ह्या स्वरू
पावरून कदाचित् कोणी असें मानील कीं, हीमध्यें एका व्यत्त?विरू-
नच अनंत व्यक्तीविषयी अनुमान करितात, व त्यामुळें '' तुकाराम
वाणी साधु होता म्हणून सगळे वाणी साधु असतात '' ह्या व्याप
कानमानाच्या वर्गातलेच हें भूमितीतले व्यापकानमान आहे. पण

' ' आहेही समजूत खोटी येथें एका विशेप व्यक्तीमध्यें साध्यधर्म ?.

असें ठरले '' म्हणून '' उद्देश्य जातीतल्या इतर प्रत्येक व्यक्तीमपषें
साअधर्म आहे हें सिद्ध झालें असें समजावयाचे नाही; म्हणजे जे
क्तिप्रतिज्ञा खरी ठरली एवढेच कायते जातिप्रतिज्ञा स्थापित देंदि)
असे म्हणण्याचे कारण आहे, असें समजावयाचे नाहीं. तर ५पद्धतीचे वास्तविक स्वरूप असें आहे कीं ( १) उद्देश्य जातींत?
एका विशेप व्यक्तीमध्यें साध्यघर्म आहे ही प्रतिज्ञा जर (व्याप्यारनु-
मान ह्या नांवाची पदीत पुढें सागावयाची आहे तिने) लपूकरितां आली, (२) आणि त्या व्यक्तीच्या ज्या धर्माच्या आधारान (राऋइाईं

प्रतिज्ञा स्थापित करितां आली असेल ते सारे धर्म जर श्यीतत्या इतर प्रत्येक व्यक्तीमध्यें असले तर त्या प्रत्येक व्यक्तीविषय्रा
पस्त्रुत व्यक्तीप्रमाणेंच सिद्धता करितां येईल; म्हणून तीए,स्थापित झाली असें समजतात. म्हणजे अर्थात ( १) आणि ( ' न्

या दोन्ही गोष्टी मिळून, ती जातिप्रतिज्ञा स्थापित झाली असें म्हण
याचे कारण होय. असें-! १) ८८ अवक हा विक्षेप सममुझमि'
कोण समकोण आहे '' हें ( व्याप्यानगनपत्तीने) स्थापित रिनी
ले; (२) आणि तें त्रिकोणाचे ज्यो समभजत्वादि धर्मीना
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आधाराने स्थापित करितां आलें, ते सारे धर्म इतर प्रत्येक समभुज
त्रिकोणामध्यें असावयाचेच; म्हणन त्या प्रत्येक त्रिकोणाविपयी ही
अवक त्रिकोणाप्रमाणेंच सिद्धता करितां येईल. ह्याकरितां '' प्रत्येक

समभुजत्रिकोण समकोण असतो '' हें स्थापित झालें. येते ( १)
आणि ( २) ह्या दोन गोष्टी मिळून इष्टसिद्धीचें कारण होय, हें स्पष्ट
आहे.

व्यापकानुमानाच्या पूर्वक्त वर्णनावरून ध्यानांत येईल कीं, ह्या
पद्धतीने स्थापित झालेली प्रतिज्ञा ही, तींतील सर्व प्रमाणप्रतिज्ञांपेक्षा

जास्त व्यापक असते. म्हणजे सर्व प्रमाणप्रतिज्ञा मिळून जें कांहीं
पूर्वी सिद्ध झालेलें असतें, त्यापेक्षां नवीन स्थापित केलेल्या प्रतिक्षेत

कांहीं तरी जास्त सिद्ध केलें जातें. म्हणून या पद्धतीचे लक्षण

असें केलें तर चालेल की '' अनुमानपद्धतीच्या ज्या भेदानें स्थापित
केलेली प्रतिज्ञा त्यांतील सर्व प्रमाणप्रतिज्ञांपेक्षां जास्त व्यापक असते,
त्या भेदाला व्यापकानुमान म्हणावे '' आणि मग व्याप्यानुमानाचें
लक्षण खालीं लिहिल्याप्रमाणे होईल.

न्यापयानुमान -- '' अनुमानपद्धतीच्या ज्या भेदाने स्थापित
केलेली पतिला त्यांतील कोणत्याही प्रमाणप्रतिज्ञेपेक्षां जास्त व्यापक
नसते, त्या भेदाला व्याप्यानुमान म्हणावे '' असे:-

( १) '' लोकरीचे प्रत्येक वस्त्र उषदार असतें; '' हीप्रमाणप्रतिज्ञा.
म्हणून '' कांहीं उबदार वस्त्रे लोकरीची असतात. '' ही अनुमिति.

( २) '' लोकरीचे प्रत्येक वस्त्र उबदार असतें, '' ह्यादोन प्र-

व '' शालजोडी हें लोकरीचे वस्त्र असतें; '' माणपतिज्ञा.

म्हणून '' शालजोडी उबदार असते. '' ही अनुमिति.
ह्या प्रत्येक उदाहरणावरून स्पष्ट दिसेल कीं, प्रमाणप्रतिज्ञांमध्यें

दिलेल्या गोष्टींपेक्षा अनुमानामध्ये जास्त कांहीं स्थापित झालें नाहीं.
(!कह्याणकव्यात्याच्यान व लिद्धप्रमाणकव्याप्यानुमोन.-

व्याप्यानुमानातल्या प्रमाणप्रतिज्ञांच्या संख्येवरून त्याच्ये दोन भेद
मानिले आहेत. '' ज्या व्याकगनुमानामध्ये प्रमाणप्रतिज्ञा एकच

२०
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असते, त्याला एकपमाणकव्याप्यानुमान कुणावे '' उदाहरण ( १)
आणि '' ज्या व्याप्यानुमानामध्ये प्रमाणप्रतिज्ञा दोन असतात, त्याला
द्विप्रमाणकव्याप्यानुमान म्हणावे. '' उदाहरण ( २ ).

कत्यक्षप्रमाणघु-एका पदाने दर्शविलेल्या कोणत्याही एका
व्यक्तीचें दुसऱ्या पदाने दर्शविलेल्या कोणत्यातरी एका व्यक्तीशी
ऐक्य असणें व नसणे, ह्या दोन्ही गोष्टी एककाली खऱ्या असणें सं-
भवत नाहीं.

:ग्पसिडात.-'' अमुक व्यक्ति अमुकप्रकारची अथवा अमुक
जातीतली आहे '' आणि '' तीच व्यक्ति त्याच प्रकारची अथवा
त्याच जातींतली नाहीं '' ह्या दोन्ही गोष्टी एकाली खऱ्या असणे
संभवत नाहीं.

प्रत्यक्षप्रयाण २-एका पदाने दर्शविलेल्या कोणत्याही एका जें।-
क्तीचे दुसऱ्या पदाने दर्शविलेल्या कोणत्यातरी एका व्यक्तीशी ऐक्य
असणें व नसणे, ह्या दोन गोष्टीपैकीं कोणतीतरी एक गोष्ट स्वरी फै-
सलीच पाहिजे

उपसिद्वांत.- अमुक व्यक्ति अमुक प्रकारची अथवा अमुक
जातीतली आहे '' आणि '' तीच व्यक्ति त्याच प्रकारची अथवा
त्याच जातीतली नाहीं '' ह्या दोन गोष्टींपैकीं कोणतीतरी एक गोष्ट

खरी असलीच पाहिजे

एकममाणकव्यापयानुमानाविषयीं
नियम

उद्देरयविधेयपदाच्या एकाच जोडीला लसून् तयार केलेल्या प्र.

तिज्ञांच्या सत्यतेविषयीं व असत्यतेविषयो नियम:-
( १) अ आणि ओ अथवा इ आणि ए ह्या परस्परांशी५असणाऱ्या दोन दोन प्रतिज्ञांपैकीं कोणतीतरी एक खरी व दुpईंइरा

खोटी असें असलेंच पाहिजे. ह्मणजे दोन्ही खऱ्या अथवा दोन्ह
खोड्या असणे संभवत नाहीं
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!त्रपनियम-अ, ड त्यांपैकीं कोणत्याही प्रतिज्ञेचा विरोध तिच्या
उद्देश्यजातींतल्या एकाच व्यक्तीच्या संबंधाने जरी खरा ठरला, तरी
ती अ किंवा इ प्रतिज्ञा खोटी ठरते.

अपवादाची न्याख्या-अ, इ त्यांपैकीं कोणत्याही प्रतिज्ञेचा जो
एक किंवा अनेक व्यक्तींच्या सवधानेविरोध, तो रवग ठरला, म्हणजे
त्यालात्या प्रतिज्ञेचा (अथवासामान्यनियमाचा) ''अपवाद'' ह्मणतात.

( २) अ आणि इ ह्या दोन व्यापकविपरीत प्रतिज्ञांपैकीं निदान
एक तरी खोटी असलीच पाहिजे. म्हणजे एक खोटी असेल किंवा
दोन्ही खोट्या असतील; पण दोन्ही खऱ्या असणें संभवत नाहीं.
( '' सर्व हिंदू काळ्या वर्णाचे असतात '' व! कोणताही हिंदू
काळ्या वर्णाचा नसतो '' ह्या दोन्ही खोड्या असणाऱ्या अ आणि
इ प्रतिज्ञा ).

( ३) अ आणि ए अथवा इ आणि ओ ह्या दोन दोन व्याघ्य.
व्यापक प्रतिज्ञांपैकीं व्यापक खरी असल्यास, व्याप्य खरी असलीच
पाहिजे, आणि व्याप्य खोटी असल्यास, व्यापक खोटी असलीच
पाहिजे.

( ४) ए आणि ओ ह्या व्याप्यविपरीत प्रतिज्ञांपैकीं निदान एक
तरी खरी असलीच पाहिजे. म्हणजे त्यांपैकीं एक स्वरी असेल
किंवा दोन्ही खऱ्या असतील; परंतु दोन्ही खोट्या असावयाच्या
नाहीत ( '' कांहीं हिंदु काळ्या वर्णाचे असतात '' व '' कांहीं हिंदू
काळ्या वर्णाचे नसतात, '' या दोन्ही खऱ्या असणाऱ्या ए आणि

ओ प्रतिज्ञा.)
ह्यांपैकीं पहिले दोन नियम पर्वक्त प्रत्यक्षप्रमाणे व त्यांचे उपसि-

द्धांत ह्यांच्या आधाराने सिद्ध करावे; आणि बाकीचे त्या नियमांच्या

धारानें सिद्ध करावे.
'' उद्देश्यविधेयपदांच्या एकाच जोडीला लधून तयार केलेल्या

अ इ ए ओ प्रतिज्ञापेकी अ खरी असल्यास इतर प्रत्येक खरी
असेल किंवा खोटी असेल?, '' अ खोटी असल्यास इतर प्रत्येक
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खरी असेल किंवा खोटी असेल १ '' अशा प्रकारचे प्रत्येक प्रतिज्ञेविषयीं
प्रश्न तयार करून त्यांची उत्तरे द्यावीर आणि तीं मागच्या प्रयक्षप्रमा-

णांच्या व नियमांच्या आधाराने सिद्ध करून उदाहरणांनीं स्पष्ट क.
रावी; म्हणजे ते नियम चांगले पाठ होतील.

उद्देश्यविधेयांच्या भिन्न जोड्यांस लघून असणाऱ्या प्रतिज्ञाच्या

सत्यतेविपयीं व असत्यतेविषयी नियम:-
(५) परस्पर-प्रतियोगि-प्रतिज्ञांपैकीं एक खरी असल्यास दुसरी

खरी व एक खोटी असल्यास दुसरी खोटी असलीच पाहिजे.
(कां कीं वस्तुतः त्या प्रतिज्ञा एकार्यकच असतात.) जसे '' चोहोनी
विभाज्य असणाऱ्या संख्या सम असतात '' ही प्रतिज्ञा खरी अस-
त्यास, '' चोहोंनीं विभाज्य असणाऱ्या संख्या विषम नसतात '' ही
तिची प्रतियोगिप्रतिज्ञा खरी असलीच पाहिजे; व पहिली खोटी
असल्यास दुसरी खोटी असलीच पाहिजे.
(६) अ प्रतिज्ञा खरी असल्यास तिचा व्याप्यव्यत्त्यास खरा अं-

सतोच ( हें अ प्रतिज्ञेच्या अर्थावरूनच दिसते) जसे '' प्रत्येक चौरस
समातरभुजचीकोन असतो. '' ह्या प्रतिज्ञेचा अर्थ ''चौरस ह्या जाती-
तल्या साऱ्या व्यक्ति आणि समातरभुजचौकोन या जातीतल्या कांहीं
व्यक्ति त्यांचें ऐक्य आहे '' असा होय. म्हणून ही प्रतिज्ञा जर खरी
असेल, तर '' कांहीं समातरभुजर्चाकोन चौरस असतात '' हा तिचा
व्याप्रयरशनही खरा असलाच पाहिजे

( ७) अ प्रतिज्ञा खरी असल्यास तिचा व्यापकव्यरयास खरा
असतो असा नियम नाहीं. जसें ( १५) व ( १६) हे युक्लिडचे
सिदात परस्परांचे व्यापकव्यत्यास आहेत, व ते दोन्ही खरे आ-
हेत, पण ०. प्रत्येक चौरस समांतरभुजचीकोन असतो '' ही प्रतिज्ञा

स्वरी आहे, आणि '' प्रत्येक समातरभुजचौकोन चरिस असतो '' हा
तिचा व्यापकव्यरयासं खरा नाहीं

( द) इ प्रतिज्ञा खरी असल्यास तिचे दोन्ही व्यत्त्यास खरे अस-
तात. जसे '' कोणताही काटकोनत्रिकोण सममुज असतो '' ही

तश खरी आहे, म्हणून ( तिच्या अर्थावरूनच) '' कोणताही सम.
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भुत्रत्रिकोण 'काटकोनत्रिकोण नसतो '' हा तिचा व्यापकव्यत्यास
खरा आहे, आणून ( नियम ३ प्रमाणें) '' कांहीं समथुज्ञत्रिकोण
काटकोनत्रिकोण नसतात '' हा व्याप्यव्यत्यासही खरा आहे.

( ५) ए प्रतिज्ञा खरी असल्यास तिचा -याप्यअग्रयास खरा अ-
सतो, पण व्यापकव्यत्यास खरा असतो असा नियम नाही. केंकांहीं काटकोनत्रिकोण समद्विमुज असतात '' ही प्रतिज्ञा खरी
आहे. अधून ( हिच्या अर्थावरूनच) '' कांहीं समद्विभुजत्रिकोण
काटकोनत्रिकोण असतात. '' हा तिचा व्याप्यव्यत्यास खरा आहे;
परंतु '1 सारे समद्विभुजकिकोण काटकोनत्रिकोण अमृतात. '' हा
तिचा व्यापक्तयत्यास खरा नाहीं.

( १०) औ प्रतिज्ञा खरी असल्यास तिचे दोन्ही व्यत्यास अनि.
श्चित असतात

( ११) अ प्रतिज्ञा खरी असल्यास तिच्या प्रतियोगाचे दोन्ही
व्यत्यास खरे असतात. ( अचा प्रतियोग इ प्रतिज्ञात्मक होतो,
म्हणून ५ व्या व ८ व्या नियमावरून हे सिद्ध होतें.)

( १२) ओ प्रतिज्ञा खरी असल्यास तिच्या प्रतियोगाचा व्याप्य-
व्यत्यास खरा असतो ( ओचा प्रतियोग ० प्रतिज्ञात्मक होतो; म्हणून
नियम ५ व ५ यांवरून हें सिद्ध होतें.)

( १३) अन्वयव्यतिरेकांपैकीं एक खरा असल्यास दुसरा खरा
असतो असा नियम नाहीं. उदा- '' जो जो पदार्थ सोन्याचा अ-
सतो तो तो पिवळा असतो '' हा अन्वय खरा आहे, पण '' जो जो
पदार्थ सोन्याचा नसतो तो तो पिवळा नसतो '' हा त्याचा व्यतिरेक
खरा नाहीं. तसेच ६' जी जी संख्या सम नसते ती ती चोहोंनीं
विभाज्य नसते '' हा व्यतिरेक खरा आहे, पण .' जी जी
संख्या सम असते ती ती चोहोंनीं विभाज्य असते '' हा त्याचा अ-
न्वय खरा नाहीं

( १४) अन्वय आणि त्याचा व्यापकव्यत्यस हे दोन्ही खरे
असल्यास, त्या अन्वयाचा व्यतिरेकही खरा असतो. ( कां की अ.
व्यय आणि त्याचा व्यापकव्यत्यास हे खरे असले, तर त्यांची उद्देश्य-
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विधेयपदे सारख्या व्याप्तीची ठरतात. झणजे त्यांपैकीं कोणत्याही
एका पदाने दर्शविलेल्या जातींतील कोणतीही व्यक्ति दुसऱ्या पदाने
दर्शविलेल्या जातीच्या बाहेरची नाही, असें ठरतें. म्हणून अर्थात्.
व्यतिरेकही खरा ठरतो) उ० '८ जो जो त्रिकोण समभुज असतो,
तो तो समकोन असतो '' हा अन्वय आणि '' जो जो त्रिकोण
समकोण असतो, तो तो समभुज असतो. ' हा त्याचा व्यापलज्य-
त्यास हे दोन्ही खरे ठरले आहेत म्हणून '' जो जो त्रिकोण सम-
मुंज नसतो, तो तो समकोण नसतो '' हा व्यतिरेकही खरा आहे.

( १५) अन्वय आणि व्यतिरेक हे दोन्ही खरे असल्यास, अन्व-
याचा व्यापक्फुयरयासही खरा असतो. ( कां कीं अन्वयव्यतिरेक
खरे ठरले ह्मणजे दोन्ही पदं सारख्या व्याप्तीची ठरतात, व अन्य-
याचा व्यापरूयरदास खरा ठरण्यास एवढीच गोष्ट आवश्यक आहे.)
उदाहरण मागच्या नियमांतलें.

द्मिमाणकव्यापयानुमानाविषयी
संक्षितविचार.

प्रथमतः ह्याचे अतिसरलरूप दोन उदाहरणानी दाखविती.
( १) '' लोकरीचे वस्त्र उबदार असतें,'' ( साध्यप्रमाण)
व '' शालजोडी हे लॉकरीचे वस्त्र असतें; '' ( पक्षप्रमाण)
म्हणून .' शालजोडी उबदार असते. '' (अनुमिति)
( २) '' विषमसंख्या सहांनीं विभाज्य नसते '' ( साध्यप्रमाण)
व '' सव्वादोन ही विषमसख्या आहे;. (पक्षप्रमाण.)

ह्मणून ''सच्चादोनशे ही संख्या सहांनीं विभाज्य नाहींऽ (अनुमिति)
ह्या दोन उदाहरणांवरून स्पष्ट आहे कीं, द्विप्रमाणकव्याप्यानु-

मानामध्ये दोन प्रमाणें व एक अनुमिति अशा तीनच प्रतिज्ञा अस-
तात. ह्या तीन प्रतिज्ञांस त्या अनुमानाचे अवयव म्हणतात. ह्या
तीन अवयवांची मिळून सहा पदे व्हावयाची परंतु प्रत्येक पद दोन
दोन वेळां येतें; म्हणून ह्या अनुमानांत पदेही तीनच असतात
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दक्ष, साध्य व हनु-द्विपमाणकव्याप्यानुमानातील अनुमितीच्य

उद्देश्याला '' पक्ष '' आणि विधेयाला .'साध्य '' म्हणावे प्रमाणप्र-

तिज्ञांमध्यें पक्ष व साध्य ह्यांची ज्या तिसऱ्या एकाच पदाशीं तुलना
केलेली असते, त्याला '' हेतु '' म्हणावे. जसे (१) ह्या अनुमानांत

'' शालजोडी '' हा पक्ष, '' उबदार वस्त्र '' हें साध्य, आणि
'' लोंकरीचें वस्त्र '' हा हेतु होय. ( २) ह्या अनुमानांत '' सव्वा-
दोनशे '' हा पक्ष,. सहानी विभाज्य ( संख्या) '' हें साध्य, व
'' विषमसंख्या '' हा हेतु होय

साध्यप्रमाण वपक्षप्रयाण-द्विप्रमाणकव्याप्यानुमानातील दोन
प्रमाणापैकी ज्यात हेतु व साध्य ह्यांची तुलना केलेली असते, त्या

प्रमाणाला.' साध्यप्रमाण '' म्हणावं; आणि ज्यात पक्ष व हेतु त्यांची
तुलना केलेली असते; त्याला '' पक्षप्रमाण '' म्हणा. (१) व (२)
ह्या दोन्ही अनुमानांमध्ये साध्यप्रमाण, पक्षप्रमाण व अनुमिति हीं
स्पष्ट दाखविली आहेत.

द्विप्रमाणकव्याप्यानुमानाच्या पूर्वच दोन उदाहरणांवरून ज त्याचें

रूप दिसत, तेंच कायते त्याचें निर्दीपरूप आहे, असे नाहीं. ह्या

अनुमानाची निदोंषस्वरूपें एकंदर एकोणवीस आहेत, असें न्यायशास्त्र-
कारानी ठरविलें आहे. त्यांपैकीं हें अत्यंत सुवोध असें आहे.
म्हणून ह्याला '' अतिसरलरूप '' अशी वर संज्ञा दिली आहे. इतर
प्रत्येक स्वरूपामध्ये कांहीं फेरफार केल्याने त्यालाही हें स्वरूप देता
येतें

द्विपप्राणकव्याप्यानुमानाचे अतिसरलरूप.-ह्याचें मुख्य
लक्षण असेंकीं, त्यातल्यातीनहीप्रतिशाप्रत्यक्षउजरिलेल्या असाच्या;
त्यांचा अनुक्रम, आधीं साध्यप्रमाण, मग पक्षप्रमाण व शेवटी अनु-
मिति असाच असावा; साध्यप्रमाण अ अथवा इ ह्यांपैकींच असून
त्याच्या उद्देश्यविधेयस्थानीं अनुक्रमे हेतु व साध्य हींच असावी;
आणि पक्षप्रमाण अ किंवाए हेंच असून त्याच्या उद्देश्यविधेयस्थानीं
अनुक्रमे पक्ष व हेतु हेच असावे.

व्यवहारामध्ये? अनुमानाचेअतिसरलरूप कचितच दृष्टीस पडते
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जसे ( १) हे अनुमान उद्यारावयाचें असलें, म्हणजे बहुधा ' लोक.
रीचे वस्त्र उबदार असतें, म्हणून शालजोडी उबदार असते '' अ.
यश .' शालजोडी लोकरीची असते, म्हणून उबदार असते '' किंवा
'' शालजोडी उबदार असते; कांकीं, ती लोकरीची असते '' अ-
थवा .' शालजोडी लोकरीची असल्यामुळें उबदार असते '' अशा
एखाद्या प्रकाराने उच्चारितात. म्हणजे एखादे प्रमाण बहुधा गाळि-
तात व प्रतिज्ञांचा अनुक्रम इच्छेस येईल तसा ठेवितात.

अनुमान अशा रीतीनें उच्चारण्याची ही वहिवाट केवळ व्यवहा-
रौतच आहे असें नाहीं. व्याम्यानुमानरग्:द्वतीचा उत्तम मासला जो
पुलिठडचा ग्रंथ, त्यामध्ये देखील असा प्रकार आहे. जसे '' अवक
त्रिकोण समभुज आहे, म्हणून ( १ .५ उपास. ह्यावरून) तो सम-
कोण आहे. '' ह्याप्रमाणें भू।रमतींतली (व गणिताच्या इतर मागा-
तलींही) अनुमानें बहुधा उच्चारितात. त्या अनुमानाचे अतिसरल-
रूप असें:-
'' जो त्रिकोण समभुज असतो तो समकोण असतो '' सा.)व '' अवक हा त्रिकोण समभुज आहे; '' ( प. प्रे.)

.. '' अवक हा त्रिकोण समकोण आहे. '' (अनुमि।तें)
हे अतिसरलरूप जरी कचित् आढळणारें आहे, तरी तें अत्यंत

सुबोध आहे, म्हणून कोणत्याही द्विप्रमाणलल्याप्थागुमानाच्या शुद्धा-
शुद्धतेविषयीं विचार करावयाचा असल्यास, त्याला हें स्वरूप द्या;
म्हणजे त्याची शुद्धाशुद्धता स्पष्ट दिसते.

(खालीं लिहिलेल्या तिन्ही प्रत्यक्षप्रमाणांमध्यें '' पद '' हा शद्येद
त्यानें दर्शविलेली व्यक्ति किंवाव्यक्तिसमुदाय '' ह्याबद्दल योजिला

आहे, असें समजावे. जसे '' एका पदाचें दुसऱ्या पदाशीं ऐक्य
आहे '' ह्या वाक्याचा अर्थ '' एका पदाने जी व्यक्ति किंवा जो
द्येयसि?समुदाय दर्शविला आहे, तीच व्यक्ति किंवा तोच व्यक्तिसमु-
दाय दुसऱ्यानें दर्शविला आहे '' असा समजावा)

प्रध्यक्षप्रमाण ३.-- जर तीन पदांपैकी पहिल्याचे बसऱ्याशी



द्विप्रमाणकव्यत्ययानुमान. ४६५
ऐक्य असलें, व दुसऱ्याचे तिसऱ्याशीं ऐक्य असलें; तर पहिल्याचे
तिसऱ्याशीं ऐक्य असतें.

उपसिद्धात-जर एक व्यक्ति, व्यक्तिसमुदाय किंवा जाति डु.
सऱ्या एखाद्या जातीतली असेल, आणि दुसऱ्या जातींतली प्रत्येक

व्यक्ति तिसऱ्या जातीतली असेल; तर पहिली व्यक्ति, व्यक्तिसमु-
दाय किंवा जाति ही तिसऱ्या जातीतली असते. जसे, पूर्वोक्त प.
हिल्या अनुमानामध्ये ''शालजोडी '' ही पहिली गति '' लॉकरीची
वस्त्रे '' ह्या दुसऱ्या जातीतली आहे; आणि ह्या दुसऱ्या जातीतली
प्रत्येक व्यक्ति '' उपदार वर्षे '' ह्या तिसऱ्या जातीतली आहे,
म्हणून '' शालजोडी '' ही पहिली जाति '' उबदार वस्त्रे '' ह्या ति.
सऱ्या जातींतली आहे असें ठरून, '' शालजोडी उबदार असते ''
अशी अनुमिति निघाली.

प्रत्यक्षप्रमाण ४ -जर पहिल्या पदाचे दुसऱ्या पदाशीं ऐक्य
असलें पण दुसऱ्याचे तिसऱ्याशी ऐक्य नसलें; तर पहिल्याचें तिस-

याशी ऐक्य नसतें.
उपसिD-द्धांत -जर एक व्यक्ति, व्यक्तिसमुदाय किंवा जाति दु

सऱ्या जातीतली आहे पण दुसऱ्या जातीतली एक देखील व्यक्ति

तिसऱ्या जातीतली नाहीं; तर पहिली व्यक्ति, व्यक्तिसमुदाय किंवा
जाति तिसऱ्या जातीतली नसते. असें, पूर्वोक्त दुसऱ्या अनुष्याना-
मध्ये '' सव्वादोनशें '' ही एक व्यक्ति '' विषमसंख्या '' ह्या जाती-
तली आहे पण ह्या जातीतली एक देखील व्यक्ति ''सहानीं विभाज्य
सख्या '' ह्या जातीतली नाहीं; म्हणून .' सव्वादोनशे '' ही व्यक्ति

'' सहानी विभाज्य संख्या '' ह्या जातीतली नाहीं., असें ठरून,
'' सच्चाद्दोनशे ही संख्या सहानी विभाज्य नाहीं '' अशी अनुमिति

निघाली.
प्रत्यक्षप्रमाण ज--वर एका पदाच दुसऱ्या पदाशा एक्य

नाही, आणि दुसऱ्याचेंही तिसऱ्याशी ऐक्य नाहीं., असें ठरलें उर-
सलेर तर तेवढ्यावरूनच पहिल्याचे तिसऱ्याशीं ऐक्य आहे व नाही
ह्यांपैकी कोणतेंच ठरावयाचें नाही.



४६६ भूमितीची पूरणिका.

उपसि० --जर एक व्यक्ति, व्यक्तिसमुदाय किंवा जाति दुसऱ्या
जातीतली नाही, व दुसऱ्या जातींतली एक देखील व्यक्ति तिसऱ्या
जातीतली नाहीं असें ठरलें असेल; तर तेवढ्यावरूनच पहिली
व्यक्ति व्यक्तिसमुदाय किंवा जाति तिसऱ्या जातीतली आहे व नाही
ह्यांपैकी कोणतेंच ठरावयाचें नाहीं जसें '' कोणताही इंग्रज काळ्या
वर्णाचा नसतो '' व '' कोणताही ब्राह्मण इंग्रज नसतो '' येथें द' ता-
ह्मण '' ही पहिली जाति '' इंग्रज '' ह्या दुसऱ्या जातीतली नाहीं,
व '' इंग्रज '' ही दुसरी जाति '' काळ्यावर्णाचे लोक'' ह्या तिसऱ्या
जातीतली नाहीं, असें ठरलें आहे, तर एवष्ट्यावरूनच '' ब्राह्मण

ही पहिली जाति ' काळ्यावर्णाचे लोक '' ह्या तिसऱ्या जातीतली
आहे व नाहीं ह्यांपैकी एकही ठरत नाहीं. म्हणजे .' सारे ब्राह्मण
काळ्या वर्णाचे असतात '' व '' एक देखील ब्राह्मण काळ्या वर्णाचा
नसतो '' ह्यांपैकी कोणतेंच ठरत नाहीं.

एथपर्यत सांगितलेली पांच प्रत्यक्षप्रमाणें व पूर्वीचे सारे नियम
ह्यांच्या आधाराने पुढे लिहिलेले द्विप्रमाणकव्याप्यानुमानाचे नियम
सिद्ध होतात. हल्लीची तीन प्रत्यक्षप्रमाणें पुरच्या नियमांस लाग
करतेसमयीं, सर्वत्र पहिलें पद '' पक्ष '' दुसरें पद '' हेतु '' व तिसर
पद '' साध्य '' असें समजन तीं प्रत्यक्षप्रमाणें लाग करावी.

द्विममाणकव्यापयानुमानाविषयी
रनूियम.

( १६) प्रत्येक द्विप्रमाणकल्याप्यानुमानामध्ये ( पक्ष, साध्य व
हेतु अशीं) तीनच पदे असावीं (जास्त किंवा कमी नसावी.)

कोणताही गुण पूज्य असतो, दुष्टपणा हा ( व्याकरणदृष्ट्या)
गुण आहे, म्हणून दुष्टपणा पूज्य आहे.'' एथें '' गुण '' हें पद दोन
प्रमाणांत दोन अर्थाचे आहे. ह्मणन् ह्या अनुमानांत वस्तुतः चार पदं
आहेत, त्याकरिता हें सदोष अनुमान होय अशीं स्पष्टपणे भिला
थक पट्टे कदाचित्कोणी थट्टेमध्यें मात्र योजील हें खरें तथापि,
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अनुभवाशी विरुद्ध असणारी गोष्ट साक्षीने खरी ठरावयाची
नाहीं, तारेने बातमी जाते हें तुमचे म्हणणें आमच्या ' अनुमवाशी
विरुद्ध ' आहे; म्हणून हें साक्षीने खरें ठरावाचे नाहीं '' असली
उदाहरणे व्यवहारांत पुष्कळ आढळतात.

( १७) प्रत्येक द्विप्रमाणकव्यत्ययानुमानामध्ये ( साध्यप्रमाण, पक्ष-

प्रमाण व अनमिति अशा) तीनच प्रतिज्ञा असाव्या ( जास्त अथवा
कमी नसाव्या)

शालजोडी लोकरीची असते; म्हणून ती उबदार असते '' अ.
थवा '' लोंकरीचें वस्त्र उबदार असते, म्हणून शालजोडी उबदार
असते '' ह्या प्रत्येकातले स्पष्ट न उच्चारले प्रमाण खरें आहे असें
जर दिलें नाहीं, तर हें अनुमानच नव्हे.

( १८) हेतुपट हें दोन प्रमाणापैकी निदान एकामध्ये तरी व्याप.
कार्थक असलें पाहिजे.

कारण कीं, तें दोन्ही प्रमाणांत व्याप्यार्थक असल्यास कदाचित्
त्याने दर्शविलेल्या व्यक्तिवर्गाच्या भिन्न भागांशीं पक्ष व साध्य ह्यांची
तुलना केली जाईल; आणि त्यामुळे त्या अनुमानांत वस्तुतः चार पदं
होऊन पहिल्या नियमाशी विरोध येईल. उ. '' सर्व ब्राह्मण हिंदू
आहेत, व सर्व शुद्रु हिंदू आहेत; म्हणून सर्व ब्राह्मण शूद्र आहेत. ''
ह्या दोषाला '' व्याप्यहेतुकता '' ह्मणावें.

( १ ए.) जें पद प्रमाणप्रतिशेमध्यें व्यापकार्थक नेसल, तें अनुमि-
तीमध्यें व्यापकार्थक होतां कामा नये.

कां कीं, असें केल्याने वस्तुत चवथे पद त्या अनुमानांत योजले
जातें आणि त्यामुळे पहिल्या नियमाशी विरोध येतो. उदा- .' सर्व

ब्राह्मण हिंदू आहेत, व चूक हे ब्राह्मण नाहींत; म्हणून रद्द हे हिंदू ना-
हीत '' एथें '' हिंदू '' हें पद प्रमाणप्रतिज्ञेत व्याप्यार्थक असून
अनुमितीमध्यें व्यापकार्थक झालें. '' तसेंच '' विश्वासघात करणारे
लोक मोठ्या अधिकारास पात्र नाहींत, व कांहीं शूद्र विश्वासघात
करणारे ठरले; ह्मणृन् चूक मोठ्या अधिकारास पात्र नाहींत. '' एथें
'' शाह, ह्या पदाच्या संबंधाने तोच दोष झाला आहे. हा दोष
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पहिल्या उदाहरणाप्रमाणे साध्याच्या सवधाने झाला असेल, तर
त्याला '' साध्यदोष '' म्हणा; आणि दुसऱ्या उदाहरणाप्रमाणे पक्षा-
च्या सवधाने झाला असेल, तर त्याला '' पक्षटोप '?ं हाणावे.

( २०) दोन्ही प्रमाणप्रतिज्ञा अभावार्थक असतील, तर त्यांपा-

सून अनुमिति कांहीच निघणार नाही.
हें पांचव्या प्रत्यक्षप्रमाणावरून स्पष्ट आहे. तेथील उदाहरण

पहाव.
( २१) दोन प्रमाणप्रीतज्ञांपैकी कोणतीही एक अभावार्थक अस.

त्यास अनुमितीही अभावार्थकच असली पाहिजे.
हे चवथ्या व दुसऱ्या प्रत्यक्षप्रमाणावरून स्पष्ट आहे. चवथ्याचे

उदाहरण पहावे
( २२) अनुमिति अभावार्थक असल्यास, कोणती तरी एक

माणप्रतिज्ञा अभावार्यक असलीच पाहिजे.
कां कीं, दोन्ही प्रमाणप्रतिज्ञा सत्तार्थक असल्यास तिसऱ्या १त्यक्षप्रमाणाप्रमाणें, अनमितिही सत्तार्थकच उत्पन्न होईल आणि

तर अभावार्थक आहे, असें दिलें आहे.
(२३) दोन्ही प्रमाणें व्याप्यप्रतिज्ञात्मक असल्यास त्यापासनकोण-

तीच अनुमिति निघाव्याची नाहीं.
कारण की,दोन्ही प्रमाणें ० प्रतिज्ञात्मक असल्यास, त्यांत कोणतच्

पद व्यापकार्थक असल्यामुळे त्यांत व्याप्यहेतुकता होईल; म्हणन
१८ व्यानियमाशीं विरोध येईल. दोन्ही प्रमाणें ओ प्रतिज्ञात्मक अस
त्यास २० व्या नियमाशीं विरोध येईल. आता एक प्रमाणप्रतिज्ञा

ए व दुसरी ओ असेल, तर २१ व्या नियमाप्रमाणे अनुभिति अभी-
वार्यकच काढावी लागेल, आणि तेणेंकरून १८ व्या कावा १९ या
नियमाशी विरोध येईल का कीं अशा प्रमाणप्रतिज्ञामध्ये कोणती
तरी एकच पद व्यापकार्थक असणार तैं हेतुपद मानिल्यास १-. व्या
नियमाशी विरोध येईल व तें साध्य अथवा पक्ष मानिल्यास १ ढ v_yaाrई

नियमाशी विरोध येईल
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('२४) दोनप्रमाणांपैकीं एक व्याप्यप्रतिज्ञात्मक असल्यास, अनु-

मिति व्याप्यपतिज्ञात्मकच असली पाहिजे.
कारण कीं, प्रमाणप्रतिज्ञा अ आणि पृ असल्यास, त्यांत एकच पद

व्यापकार्यक होऊन तें हेतुपद मानावे लागेल; आणि पक्ष व साध्य
व्याप्यार्थक राहिल्यामुळें अनुमिति ए हीच होईल. प्रमाणप्रतिज्ञा

इ, ए अथवा अ, ओ ह्या असल्यास त्यांत दोनच पदे व्यापकार्यक
होतील; त्यांपैकीं एक हेतु होऊन पाठीचें एकच व्यापकार्यक पद
अनुमिनींत योजावयास सापडेल आणि ती अनुमिति तर ( नि२१
प्र.) अभावार्श्ग्कच असली पाहिजे, म्हणून ती ओच निघेल.

ज्या द्विप्रमाणलत्याप्यानुमानामध्ये ह्या नऊ नियमांपैकीं कोश-
त्याही नियमाचा भंग झाला नाही असें ठरेल, तेंच शुद्धानुमान सम-
जावे, म्हणजेत्यांतल्याप्रमाणांच्या सत्यतेवरूनत्यांतल्याअनुमितीची स.
त्यता स्थापित झाली असें समजावे. परंतु ज्यात ह्यांपैकी कोणत्याही
एक अथवा अनेक नियमांशीं विरुद्ध स्थिति असेल, तें अशुद्धानुमान
समजावे; म्हणजे त्यांतल्या प्रमाणांच्या सत्यतेवरून त्यांतल्या अबु-
मितीची सत्यता स्थापित झाली असें सुतरां समजूनये. आशुद्धानुमान

हें वस्तुत अनुमानच नव्हे. ह्याला ' हेत्त्राभास '' म्हणतात.

ही जी द्विप्रमाणकव्याप्यानुमानाची शुद्धाशुःद्वता सांगितली,
तीवरून प्रत्येक शुद्धानुमानांतली अनुमिति वस्तुत: सत्यच असते
( ह्मणजे तिची सत्यता प्रत्यक्ष अनुभवास येतेच १. व प्रत्येक अशुद्रा-
नमानांतली ( म्हणजे हेत्वाभासातली) अनुमिति वस्तुतः असत्यच
असते असें समजावयाचे नाहीं. एथें शुद्ध व अशुद्ध ह्या संज्ञा के-
वळ पद्धतीच्या निर्दोषतेला व सदोषतेला लधून योजिल्या आहेत;
अनुमितीच्या सत्यासत्यतेला लधून योजिल्या नाहींत.
द्विममाणकव्याप्यानुमानांतली प्रमाणें व अनुमिनि

ह्यांच्या सत्यासत्यतेविषयी नियम.
( २''.) जर अनुमान शुद्ध आहे ( म्हणजे पद्धति निर्दोष आहे)

आणि त्यांतील प्रत्येक प्रमाणप्रतिज्ञा खरी ठरली आहे, तर त्यांतील
अनमिति खरी मानिलीच पाहिजे.
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( २) जर अनुमिति खोटी ठरेल, तर ( १) अनुमान अशुद्ध
असणें (२) साध्यप्रमाण खोटे असणें व १३) पक्षप्रमाण खोटे अ-
सणे ह्या तिहींपैकीं निदान एकतरी गोष्ट असलीच पाहिजे.

कारण कीं, जर ह्या तीनही गोष्टी नसतील, म्हणजे अनुमान शुद्ध
असेल व दोन्ही प्रमाणें खरीं असतील, तर २५ व्या नि. प्रश्न अनु-
मितीही खरी निघेल. पण ती खोटी आहे असें दिलें आहे; म्हणून

(११२१३) त्यांपैकीं निदान एक गोष्ट तरी असलीच पाहिजे.
ह्यावरून असे उपनियम निघतात कीं:-
(अ) जर अनुमान शुद्ध आहे व साध्यप्रमाण खरें आहे, पण

अनुमिति खोटी आहे, तर पक्षप्रमाण खोटे असलेंच पाहिजे.
( डू) जर अनुमान शुद्ध आहे व पक्षप्रमाण खरें आहे, पण

अनुमिति खोटी आहे, तर साध्यप्रमाण खोटें असलेंच पाहिजे.
( उ) जर साध्यप्रमाण व पक्षप्रमाण ही दोन्ही खरी आहेत, पण

अनुमिति खोटी आहे; तर अनुमान अशुद्ध असलेंच पाहिजे. (म्ह-
णजे पद्धतींत कांहीं तरी दोप असला पाहिजे)

( २७) जर अनुमान शुद्ध आहे, व अनुमितिही खरी आहे, तर
प्रत्येक प्रमाण खरें असेलच असा नियम नाहीं.

उदाहरण '' मनष्ये चतुष्पाद असतात, मांजर हें मनुष्य आह;

' नमितिम्हणून मांजर हें चतुष्पाद आहे. '' येथें अनुमान शुद्ध व अनु
खरी आहे, तथापि दोन्ही प्रमाणें खोटी आहेत.

( २८) जर अनुमान शुद्ध आहे आणि कोणतें तरी एक म्ह
व अनुमिति ही दोन्ही खरीं आहेत, तर राहिले प्रमाण खरें अस
लच असा नियम नाहीं. उदाहरण-पाचांनी विभाज्य वरणाऱ्या संख्या सम असतात, २४० ही संख्या ५ नी विभाज्य आहें;
लागून ती सम आहे.'' येथें अनुमान शुद्ध आहे आणि अक्षराना! व
अनुमिति ही खर्री आहेत; तथापि साध्यप्रमाण खोटे आहे. तसेच
' चोहोनी विभाज्य असणारी संख्या सम असते, १४ ही संख्या चो.
हानी विभाज्य आहे, म्हणून १४ .ही संख्या सम आहे.', येथें अनुमानें
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शुद्ध आहे आणि साध्यप्रमाण व अनुमिति ही खरी आहेत; परंतु
पक्षप्रमाण खोटे आहे.

( २९) जर अनुमान शुद्ध आहे, दोन प्रमाणें व अनुमिति ही सर्व

व्यापकप्रतिज्ञात्मक आहेत, आणि पक्षप्रमाण व अनुमिति हीं दोन्ही
खरी आहेत; तर साध्यप्रमाणाचो विपरीत प्रतिज्ञा खोटी असलीच
पाहिजे. ( मग तें साध्यप्रमाण स्वत: खोटे असो किंवा खरें असो.)

कारण कीं, साध्यप्रमाणाची विपरीत प्रतिज्ञा खरी मानली .असतां,
तीच दिलेल्या अनुमानांत साध्यप्रमाणाचे जागीं ठेविल्यानं दिलेल्या
अनुमितीची विपरीतप्रतिज्ञा २५ व्या नियमाप्रमाणें खरी ठरेल;
आणि दिलेली अनुमितिही खरी आहे, हाणून परस्परांशी विपरीत
अशा दोन प्रतिज्ञा खऱ्या ठरतील, आणि तेणेकरून दुसऱ्या नियमा-
शी विरोध येईल. ह्याकरितां साध्यप्रमाणाशीं विपरीतप्रतिज्ञा

खोटीच असली पाहिजे.
जसे- पांचांनीं विभाज्य असणाऱ्या सर्व संख्या १० नी त्रि-

भाज्य असतात, प्रत्येक पुरा शेकडो ५ नी विभाज्य असतो; म्हणून
प्रत्येक पुरा शेकडा १० नीं विभाज्य असतो. '' एन नियमांत दि-
त्याप्रमाणें सर्व व्यवस्था आहे; आणि साध्यप्रमाण खोटेआहेर तथापि
'' पांचांनी विभाज्य असणारी कोणतीही संख्या १० नी विभाज्य
नसते '' ही साध्यप्रमाणाशीं विपरीतप्रतिज्ञा खोटीच असली पाहिजे.
कां कीं, तो खरी मानिल्यास, ती प्रस्तुत अनुमानांत साध्यप्रमाणाच्या
जागीं ठेविल्यानें ( करू २५ प्र०) '' कोणताही पुरा शेकडा १० नी
विभाज्य नसतो '' ही प्रस्तुत अनुमितीशीं विपरीतप्रतिज्ञा खरी ठ-
रेल. परंतु प्रस्तुत अनुमिति खरी आहे असें दिलें आहे. म्हणून

दुसऱ्या नियमाशी विरोध येईल. ह्याकरितां ही विपरीतप्रतिज्ञा

खोटी आहे.
( ३०) २९ व्या नियमांत दिल्याप्रमाणे सर्व स्थिति असल्यास,

साध्यप्रमाणाची व्याप्यप्रतिज्ञा खरी असलीच पाहिजे.
कारण, ती खोटी मानिली, तर पहिल्या नियमाप्रमाणें तिच्याशी

विरुद्धप्रतिज्ञा, म्हणजे साध्यप्रमाणाची विपरीतप्रतिज्ञा खरी होईल,
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पण ती खोटी असें मागच्या नियमांत ठरलें आहे; अणून साध्यप्र.

माणाची व्याप्यप्रतिज्ञा खरी असलो पाहिजे.
असे, मागच्या नियमांतल्या उदाहरणांत '' पाचानी विभाज्य अ.

सणाऱ्या कांही संख्या १० नी विभाज्य आहेत '' ही साध्यप्रमाणाची
व्याध्यप्रतिज्ञा खरी असली पाहिजे. कारण कीं, ही खोटी मानिली
तर ( नि. १ प्र.) '' पाचानी विभाज्य असणारी कोणतीही संख्या
१० नी विभाज्य नसते '' ही तिच्याशी विरुद्ध असणारी प्रतिज्ञा

खरी होईल, पण ती खोटी असं २९ व्या नियमांत ठरलें आहे,
म्हणून ती व्याप्यप्रतिज्ञा त्वरी असली पाहिजे.

सापेक्षप्रतिज्ञा व केवलप्रतिज्ञा, संकेतप्रतिज्ञा व पक्षांतर
प्रतिज्ञा-! १) '' अमुक प्रतिज्ञा खरी असल्यास, ( किंवा जर खरी
असेल तर) दुसरी अमुक प्रतिज्ञा खरी असेल '' अशा अर्थाच्या व
अशाच ( म्हणजे संकेतार्थक शव्दार्नी युक्त असणाऱ्या) स्वरूपाच्या
प्रतिज्ञा, आणि ( २) '' अमुक अनेक प्रतिज्ञापैकीं कोणती तरी एक.
च खरी आहे '' अशा अर्थांच्या व इ' अथवा,.' किंवा,'' '' नाहीं
तर '' इत्यादि पक्षातरवोधक शव्दानी युक्त असणाऱ्या स्वरूपांच्या
प्रतिज्ञा, अशा दोन प्रकारच्या प्रतिज्ञा, हा प्रतिज्ञांचा एक निराळाच
भेद मानितात. असल्या प्रत्येक प्रतिज्ञेमध्यें ज्या अनेक प्रतिज्ञा अ-
सतात, त्यांपैकीं एक किंवा अनेक प्रतिज्ञांची सत्यता स्थापित होण्या-
ला इतरांच्या सत्यासत्यतेची अपेक्षा असते. असे. ( १) ' करवग
त्रिकोण जर समभूज असेल, तर तो समकोण होईल. '' एथें '' तो
समकोण होईल '' ह्या प्रतिज्ञेची सत्यता स्थापित होण्यास '' तोमधून
आहे '' हिच्या सत्यतेची अपेक्षा आहे तसेंच ( २) '' क रेषा ख
रेषेशी समान असेल अथवा असमान असेल '' एन्ये ज्या दोन प्रतिज्ञा

आहेत, त्यांपैकीं कोणत्याही एकीची सत्यता स्थापित होण्याला दुसरी-
च्या असत्यतेची अपेक्षाआहे.'प्रतिज्ञांच्या ह्या भेदाला आपण '' सापेक्षप्रतिज्ञा '' हीसंज्ञा देऊं;
आणि एथवर ज्या प्रतिज्ञांविषयी विचार केला त्यांना म्हणजे

अमुक पदार्थ अमुक प्रकारचा आहे ( अथवा नाहीं) '' अशा
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स्वरूपाच्या प्रतिहास '' केवलप्रतिज्ञा '' म्हणूं. सापेक्षप्रतिशांचे जे
दोन भेद वर दाखविले, त्यांपैकीं ( १) ह्याला '' संकेतप्रतिज्ञा '' व
( २) (घाला '' पक्षांतरप्रातेज्ञा '' अशा संज्ञा देऊं. सारांश ' के-
वलप्रतिज्ञा '' व '' सापेक्षप्रतिज्ञा '' असे प्रतिज्ञेचे मुख्य दोन भेद झाले,
आणि '' संकेतप्रतिज्ञा व '' पंक्षातरप्रतिज्ञा '' असे सापेक्षप्रतिज्ञेचे

दोन भेद झाले.
ह्या दोन्ही प्रकारच्या सापेक्षप्रतिज्ञांस 'त्यांचेअर्थ नबदलं देता' के-

वलप्रतिज्ञेची स्वरूपे देता येतात. जसे '' कखग त्रिकोणाची समको-
णता हा त्याच्या समभुजतेचा परिणाम आहे '' आणि '' कखग त्रि-

कोण समकोण असणें ही गोष्ट, तो समभुजअसणे ह्या गोष्टीच्या आधा-
रानें स्थापित होते '' हीं वरच्या संकेतप्रतिज्ञेची केवल स्वरूप झालीं.
तसेंच '' क रेषा रज रेषेशी समान असणें व असमान असणें ह्यांपैकी
कोणती तरी एकच गोष्ट खरी आहे '' हें वरच्या पक्षातरप्रतिज्ञेचे

केवल स्वरूप झालें.
पूर्वपरभाग-रीकेतपहिलेचे मुख्य दोन भाग असतात, आणि

त्यांपैकीं एकाची सत्यता दुसऱ्याच्या सत्यतेचा परिणाम आहे., हें
सागणं एवढाच कायतो ह्या प्रतिज्ञेचा वाक्यार्थ असतो, त्या भागांची
सत्यासत्यता तीमध्ये दिली आहे, असें मुळींच समजावयाचे नाहीं.
ह्या दोन भागांपैकी ज्याच्या सत्यतेचा परिणाम दुसऱ्याची सत्यता
आहे असें सांगितलें असेल, त्याला '' पूर्वभाग '' व दुसऱ्याला
'' अपरभाग '' अशा संज्ञा देऊं. असें वरच्या सकेतप्रतिज्ञेचा

'' कखग त्रिकोण समभुज असेल '' हा पूर्वभाग आणि '' तो सम-
कोण होईल '' हा अपरभाग होय; आणि पूर्वभागाच्या सत्यतेचा
परिणाम अपरभागाची सत्यता आहे, असें सांगणे एवढाच कायतो.
ह्या प्रतिज्ञेचा वाक्यार्थ आहे.

संकेतप्रतिज्ञेमध्यें तिच्या पूर्व्रापरभागाच्या सत्यासत्यतेविषयी
कांहींच सांगण्याचा उद्देश नसतो, ही गोष्ट, '' ह्या दुधांत साखर
घातली असेल, तर तें गोड लागेल '' असल्या प्रतिज्ञांवरून स्पष्ट्र

दिसते.
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व्यदयत्स-संकेतप्रतिज्ञेच्या पूर्वभागाचा अपरभागव अपरभागाचा
पूर्वभाग केल्याने जी संकेतप्रतिज्ञा होते, तिला मलूप्रतिज्ञेचा व्यत्यास
म्हणावे. ३० '' जर पाऊस पडला असला, तर धान्य पिकले
असेल. '' ह्या संकेतप्रतिज्ञेचा '' जर धान्य पिकले असेल, तर
पाऊस पडला असेल '' हा व्यत्यास होय.

संकेतप्रतिज्ञेच्या पूर्वभागांत अनेक प्रतिज्ञा असून अपरभागांत
प्रकच प्रतिज्ञा असली, आणि पूर्वभागांतील कोणती तरी एक प्रतिज्ञा

व अपरभाग ह्यांचा विनियम केला, तर जी प्रतिज्ञा होते, तिलाही
मृलूप्रतिज्ञेचा व्यत्यासच म्हणावे. उ० '' जर पाऊस पडला अ-
सेल व धान्य पिकले असेल, तर स्वस्ताई झाली असेल '' ही मूल-
प्रतिज्ञा मानिली असतां, ' जर पाऊस पडला असेल व स्वस्ताई
झाली असेल, तर धान्य पिकलें असेल ३ ं'' आणि '' जर धान्य पि-
कलें असेल व स्वस्ताई झाली असेल, तर पाऊस पडला असेल ''
हा प्रत्येक त्या मृलूप्रतिज्ञेचा व्यत्यास होय.

पसातरप्रतिज्ञेमध्ये ज्या अनेक केवलप्रतिज्ञा असतात, त्या प्र.

त्येकीला त्या पक्षांतरप्रतिज्ञेचा भाग म्हणावे.
संकेताजुमान-संकेतप्रतिज्ञा खरी आहे असे दिलें असतां (म्ह-

णजे तिच्या पूर्वभागाच्या सत्यतेवर अपरभागाची सत्यता अवलंबून
आहे असें दिलें असतां १, पूर्वपरभागांपैकी एकाच्यासत्यासत्यतेवरून
दुमऱ्याची सत्यासत्यता ठरविण्याच्या पद्धतीला .' संकेतानुऽमान ''
ह्मणावे.

सेंकेतानुमानाविपयी नियम.
(३१) संकेतप्रतिज्ञा व तिचा पूर्वभाग ही खरी असल्यास अ-

परभाग स्वरा असतोच. जसे '' कखग त्रिकोण समभुज असेल,
तर त्याचा प्रत्येक कोन ६० अंशांचा असेल '' ही संकेतप्रतिज्ञा व

कखग त्रिकोण सममुज आहे '' हा तिचा पूर्वभाग ही खरी अ-
सल्यास, .' त्याचा प्रत्येक कोन ६० अंशांचा आहे '' हा तिचा अ-
पराग खरा असलाच पाहिजे
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( १२) सकेतप्रतिज्ञा खरी असून तिचा अपरभाग खोटा असेल,
तर पूर्वभागही खोटा ठरतो.

कारण की, पूर्वभाग खरा मनिला, तर ३१ व्या नियमाप्रमाणें
.अपरभागही खरा ठरेलू पण तो खोटा आहे असें दिलें आहे;
म्हणून पूर्वभाग खोटा असला पाहिजे. उ.-'' जर क संख्येच्या
एकसगनी पूज्य असेल, तर ती पाचांनी विभाज्य असेल '' ही
संकेतप्रतिशा खरी असेल, व ''ती पाचांनी विभाज्य आहे'' हा तिचा
आगभाग खोटा असेल ( म्हणजे अर्थात् '' ती पांचांनीं विभाज्य
नाही '' हा त्या अपरभागाचा विरोध खरा असेल) तर '' तिच्या
ग्रूरसगनीं पूज्य आहे '' हा तिचा पूर्वभाग खोटा असला पाहिजे
( म्हणजे ' तिच्या एकस्थानी पूज्य नाही '' हा पूर्वभागाचा विरोध
खरा असला पाहिजे.)

( ३३) संकेतप्रतिचा खरी असून तिचा पूर्वभाग खोटा असेल,
ता तेवद्यावरूनच अपरभागाची सत्यासत्यता ठरावयाची नाहीं.

असे- '' क संस्थेच्या एकंस्थानीं पूज्य असेल, तर ती दोहोंनी
विभाज्य असेल '' ही संकेतप्रतिज्ञा खरी असून तिचा पूर्वभाग

खोटा असेल तर तेवढ्यावरूनच ती दोहोंनीं विभाज्य आहे अथवा
नाहीं हे ठरावयाचें नाहीं. कांकीं, तिच्या एकस्थानीं पूज्य नसलें
तरी एखादा सम अंक असेल, तर ती दोहोंनी विभाज्य अमेलू
आणि विषम अंक असेल, तर दोहोर्नी विभाज्य नसेल.

( ३४) संकेतप्रतिशा व तिचा अपरभाग हीं खर्री असलीं, तर
तेवढ्यावरूनच पूर्वभागाची सत्यासत्यता ठरत नाहीं.

असे, मागच्या कलमांतल्या उदाहरणातली संकेतपतिज्ञा खरी
असून '' ती दोहोंनी विभाज्य आहे '' हा तिचा अपरभागही खरा
असला, तरी तेवढ्यावरूनच तिच्या एकस्थानी मूल्य आहे असें ठ-
रावयाचें नाहीं. कां कीं, तिच्या एकंस्थानीं कोणताही सम अंक
असला, तरी ती दोहोंनी विभाज्य असावयाचीच.

उपनियम-ह्या नियमावरून स्पष्ट आहे कीं, संकेतग्रतिज्ञा खरी
असल्यास तिचा व्यत्यास खरा असत असा नियम नाहीं. ७०-
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।' क संस्थेच्या एकस्थानी पूज्य असेल तर ती दोहोंनी विभाज्य
असेल '' ही संकेतप्रतिज्ञा खरी आहे; पण '' क संख्या दोहोंनीं
विभाज्य असेल, तर तिच्या एकसानीं हू- असेल '' हा तिचा
व्यत्यास खरा नाहीं. तसेंच ''विष्णु ब्राह्मण असेल व २० वर्षांपेक्षा
जास्त वयाचा असेल, तर त्याची मुंज झाली असेल '' ही संकेत-
प्रतिज्ञा खरी आहे. परंतु '' विष्णु ब्राह्मण असेल व त्याची मुंज झाली
असेल, तर तो २० वर्षापेक्षा जास्त वयाचा असला पाहिजे '' हा
तिचा व्यत्यास खरा नाहीं

पक्षांतरान्रुयान.-पस्तृतरप्रतिज्ञा खरी मानिली असतां तिच्या
एक अथवा अनेक भागांच्या सत्यासत्यतेवरून तिच्या इतर भागांची
सत्यासत्यता ठरविण्याच्या पद्धतीला .' पक्षांतरानुमान '' ह्मणावें.

पक्षांतरप्रतिज्ञेच्या लक्षणांवरून उघड आहे कीं, ती स्वरी आहे असें
दिलें असल्यास, तिच्या भागांपैकी कोणता तरी एक भाग खरा
असलाच पाहिजे, व तिचेच अनेक भाग एककाळी खरे असावयाचे
नाहींत; इतकें दिलें आहे असें समजावयाचे.

पक्षांतरानुमानाविपयी नियम.
( ३५) पक्षातरप्रतिज्ञा स्वरी असून तिचा एक भाग खरा ठरला,

तर तिचे इतर सारे भाग खोटे ठरतात.
कारण तिचे अनेक भाग एककाळीं खरे असणें संभवत नाहीं.

उ०- '' ही लेखणी पाण्यांत टाकिली असतां घडेल किंवा तरंगेल''
ही पक्षांतरप्रतिज्ञा खरी आहे. आतां तिच्या भागांपैकी ''बुडेल''
हा खरा ठरला, तर '' तरंगेल '' हा खोटा ठरेल; व '' तरंगेल ''
हा खरा ठरला, तर '' नुडेल '' हा खोटा ठरेल. तसेंच '' अ
संख्या क सख्येशी समान असेल, किंवा तिच्यापेक्षा मोठी असेल,किंवा
लहान असेल '' ही संकेतप्रतिज्ञा खरी आहे. आतां तिच्या तीन
भागांपैकी कोणताही एक स्वरा आहे असें ठरलें, तर इतर दोन्ही
खोटे ठरतील हें उघड आहे.

( ३६) पक्षांतरप्रतिज्ञा खरी असून तिच्या भागांपैकी एक किंवा
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अनेक खोटे आहेत असे ठरलें, तर तिच्या इतर भागांपैकी कोणता
तरी एक खरा असला पाहिजे, असें ठरतें.

कारण कीं, पक्षांतरप्रतिज्ञेचा कोणता तरी एक भाग खरा अ-
सलाच पाहिजे. जसे, .' ह्या पुस्तकाची किंमत एक रुपया
असेल, किंवा एक रुपयापेक्षां जास्त असेल, अथवा एक रुप्या-
पेक्षां कमी असेल '' ही पक्षांतरप्रतिज्ञा खरी आहे. आतां हिचा
पहिला भाग जर खोटा ठरला, तर इतर दोन भागांपैकी एक खरा
असला पाहिजे; आणि पहिले दोन खोटे ठरले, तर तिसरा खरा
असला पाहिजे

संकेतानुमान व पक्षांतरानुमान ह्यांच्या संयोगाने फार उपयोगी
असा एक अनुमानविषयक नियम उत्पन्न होतो. तो असा की:-

( ३७) जर अनेक संकेतप्रतिज्ञा खऱ्या आहेत, ह्यांच्या पूर्व-

भागांपैकी कोणता तरी एक भाग खरा असणें आवश्यक आहे, आणि
अपरभागांपैकीं कोणतेही दोन एकाळी खरे असणें संभवत नाही,
इतकें सारे दिलें असेल; तर ह्या प्रत्येक संकेतप्रतिज्ञेचा व्यत्यास

खरा असलाच पाहिजे. उ-अवक त्रिकोणाची अक बाजू अश् वाजपेक्षा
( १) लहान असेल, तर ब कोन क कोनापेक्षा लहान होईल.
( २) मोठी असेल, तर व कोन क कोनांपेक्षां मोठा होईल.
( ३) आणि अक बाजू बक बाजूवरावर असेल, तर व कोन

क कोनावरावर होईल.
ह्या तीन सकेतप्रतिज्ञा खऱ्या ठरल्या आहेत, त्यांच्या पूर्वभाग-

पैकी कोणता तरी एक खरा असलाच पाहिजे हें उघड आहे, व
अपरभागांपैकीं कोणतेही दोन एकाली खरेअसणें संभवतनाहीं हेंही
उघड आहे म्हणून '' अवक त्रिकोणाचा ब कोन क कोनाबरोवर.
असेल तरत्याची अक वाजू चक वाजृवूरोवर असली पाहिजे,. ''
इत्यादिक जे त्या संकेतप्रतिज्ञाचे व्यत्यास, तेही खरेअसले पाहिजेत.

आतां कोणतीही संकेतप्रतिज्ञा खरी ठरविणे, ह्याचा अर्थ

'' तिच्या पूर्वभागाच्या सत्यतेवरून तिच्या अपरभागाची सत्यता स्था.
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पित होते, अस दाखविणे '' हा होय. म्हणून '' अवक त्रिकोणाचा
व कोन क कोनाबरोबर आहे '' हा वरच्या व्यत्यासाचा पूर्वभाग
खरा मानिला असतां '' थक वाजूबक वाजबरोवर आहे '' हा
त्याचा अपरभाग खरा ठरतो, असें दाखविले म्हणजे झालें. हें स-
हज सिद्ध करितां येतें

जातिविभागीकरण.
कोणत्याही जातिवाचकपद्दानं दर्शविलेल्या व्यक्तींच्या एक अथवा

अनेक असाधारण धर्मास लक्षून त्या जातीचे भेद ( अथवा प्रकारे)
ठरविणे, ह्या कृत्याला त्या जातीचे '' विभागीकरण '' म्हणा असे,
हिंदुस्थानातली) '' नाणीं '' ही सारी धातूंचीच केलेली असतात
असें मानिल्यास, ह्या जातिवाचकपदानें दर्शविलेल्या व्यक्तींचा जो

भिन्न भिन्न धातूची केलेली असणें '' हा एक असाधारण धर्म

आहे, त्यास लधुन् '' सोन्याची नाणी '' '' रुप्याची नाणीं '' इत्या-

दिक भेद ठग्:विणे, हे '' नाणे '' ह्या जातीचे विभागीकरण झालें.

२,२ नाणीं '' ९.-कप २. ३कद्रपू२७८२८९ पार.

विभागीकरण हे ' हे रुप्याची नाणी '' ह्या जातीच

६लें;
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अंश हें फळ आहे '' असें म्हणतां येतें, पण एखाद्या फळाच्या सा-

लीला फळ म्हणतां येत नाहीं
डपयेदु.- कोणत्याही जातीच्या एखाद्या भेदाचे पुन भेद कल्पिले

असतां त्यांना मलजातीचे उपभेद म्हणावे जसे- '' नाणी '' ह्या जा-
तीचा '' रुप्याची नाणी '' हा भेद, व त्या भेदाचा '' रुपये '' हाभेद;
म्हणून '' रुपये '' हा '' नाणीं '' ह्या मूलजातीचा उपभेद झाला

भेदक.- कोणत्याही जातीचे विभागीकरण करीत असतां, त्या

जातींतल्या ज्या असाधारण धर्मास किंवा धर्मसमुदायास लसुन तिचे
भेद ठरवावयाचे असतील, त्याला त्या विभागीकरणांतले भेदक म्ह-

णावे. जसे, '' पुस्तक '' ह्या जातीचे '' संस्कृत पुस्तकं, '' '' म-
राठी पुस्तके '' इत्यादिक भेद पुस्तकांच्या भिन्न भिन्न भाषांस लक्षन
कल्पिले आहेत; म्हणून क्ये '' प्रत्येक पुस्तकाची भाषा '' हें भटके
होय. न' समभुजत्रिकोण, '' '' समद्विगुजत्रिकोण '' आणि .' विषम-
भुन्नत्रिकोण '' हे '' त्रिकोण '' ह्या जातीचे भेद कल्पिले आहेत,
एने ''प्रत्येक त्रिकोणाच्याबाजूचे साम्यासाम्य '' हें भेदक आहे ''सम
अपूर्णांक '' आणि '' विषम अपूर्णाक '' हे अपूर्णांकाचे भेद कल्पिले
आहेत; एथें ''प्रत्येक अपूर्णाकांत एकमाचे कल्पिलेले हिस्से बसले घे-
तले हिस्से ह्यांचें न्य्रृनाधिक्य'' हें भेदक होय.

जातीचे भेद कल्पितेसमयीं तींतील प्रत्येक व्यक्तीचा एकच धर्म

भेदक मानणे आवश्यक आहे असें नाहीं; अनेक असाधारण धर्म

मिळून भेदक मानिलें तरी चालते असे ' चौरस, ''.' काटकोन
चौकोन, '' ''सममुजचौकोन'' व ''विषमभुज चौकोन '' हे ' 'चौकोन''
ह्या जातीचे चार भेद मानिले आहेत, ते, .' सर्व वाजू समान असणे'
व '' सर्व किंवा कांहीं असमान असणें '' त्यांपैकीं एक असाधारण
धर्म, आणि '' सर्व कोन काटकोन असणें '' व सर्व किंवा कांहीं तिर्थ-

कोण असणें '' ह्यापैकीं एक असाधारण धर्म अशा दोन धर्मास

लसून कल्पिले आहेत. म्हणून एथें हे दोन धर्म मिळून चौकोनाच्या
विभागीकरणांतलें भेदक झालें.
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विभागीकरणाविषयीं
नियम.

( १) जातीचा प्रत्येक भेद दाखविणारे पद जातिवाचकच असलें
पाहिजे; व्यक्तिवाचक असुर नये. असें, ब्राह्मण ह्या जातीचे, '' दे-
शस्थ ब्राह्मण, '' '' कोकणस्थ ब्राह्मण '' इत्यादि हे भेद आहेत; पण

'' विष्णुशास्त्री '' 4' कृष्णशास्त्री '' हे भेटू नव्हत.
( २) जातिवाचक पदाच्या व्यासीपेक्षा त्या जातीचा प्रत्येक भेद

दाखविणाऱ्या पदाची व्याप्त कमीच असली पाहिजे ३ म्हणजे जाति-
वाचकपदानें दर्शविलेल्या व्यक्तींच्या संस्थेपेक्षा भेदवाचकपदानें दर्श-
विलेल्या व्यक्तींची सख्या कमी असली पाहिजे. जसें, चौरस हा
चौकोनाचा भेद आहे, पण चौकोन हा चौरसाचा भेद होणें संभ-
वत नाहीं. काकी, चौकोन ह्या पदाची व्याति चौरस ह्या पदाच्या
व्यातीपेक्षा जास्त आहे.

( ३) कोणत्याही जातीचे एकाच भेदकावरून केले सर्व भेद
एकत्र केले असतां नेमकी ती जाति सिद्ध झाली पाहिजे, ( एकाच
भेदकावरून केलेल्या कोणत्याही जातीच्या सर्व भेदांची मिळून व्याप्ति
त्या जातीच्या व्यासीशी नेमकी बरोबर असली पाहिजे.) म्हणजे
अमुक भेदांतली अमुक व्यक्ति त्या जातीतली नाहीं, अथवा दा
जातींतली अमुक व्यक्ति तिच्या कोणत्याही भेदांत येत नाहीं, अस
होतां कामा नये. असे, .' क्रियाविशेषणे,'' '' शब्दयोगि अव्यये,''
उभयान्वयि अव्ययें,'' आणि ''केवलप्रयोगि अव्यये'' असे अव्ययांचे

(म्हणजे ज्यांना लिंगवचनप्रयुक्त विकार होत नाहीं अशा शब्दांचे)
भेदकेले, तर ''तो नुकताच आला'' इत्यादि स्थली '' नुकता '' ही
क्रियाविशेषण ह्या भेदांतली व्यक्ति. असून ती अव्यय ह्या जाती-
मध्ये येत नाहीं. तसेंच .' त्रिःयाविशेपणें '' टाकून वाकीचे तीनच
अव्ययांचे भेद मनिले, तर ठ' सत्वर,'' द' सावकाश '' इत्यादिनी
यक्ति अव्यय ह्या जातींतल्या असून तिच्या कोणत्याही भेदांत येते
नाहींत. म्हणून हे दोन्ही प्रकारचे भेद सदोषच होत.
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a*aाँतिविभागीकरणाच्या ह्यादोपाला '' जातिभेदवेषम्य '' म्हणावं
( ४; कोणत्याही जातीच्या, एकाच भेदकावरून केलेल्या, भेटा-

पेकी एका भेदांतील कोणत्याही व्यक्तीचा दुसऱ्या भेदांत समावेश
होऊं नये; म्हणजे त्या जातीतली कोणतीही एकच व्यक्ति तिच्या अ-
नेक भेदांतशिरूं नये. असे, ''काटकोनत्रिकोण,'' ''लघुकोणत्रिकोण,''
'' विशालकोणत्रिकोण,'' '' सममुजत्रिकोण, '' '' समद्विभुजत्रिकोण''
आणि ''विषमभुजत्रिकोण'' हे त्रिकोणाचे सहा भेद आहेत, असें जर
म्हटले, तर ज्याचा एक कोन काटकोन व इतरांपैकीं प्रत्येक अर्ध

काटकोन आहे, असा त्रिकोण '' काटकोनत्रिकोण '' व '' समीद्वभु-
जत्रिकोण '' ह्या प्रत्येक भेदांत शिरतो. म्हणून ''त्रिकोणाचे हे
सहा भेद आहेत '' असें म्हणणें अशुद्ध होय.

जातिविभागीकरणाच्या ह्या दोषाला .' अन्योन्यावेश '' म्हणावे.
आणि ह्या दोपानें युक्त अशा भेदांना '' अन्योन्याविष्टभेद '' म्हणावे.

हा दोष मुख्यत्वेकरून भेदक एक नसल्यामुळे होतो. जसे, व-
रच्या उदाहरणांत त्रिकोणाच्या कोनांची जाति व वास्तूंचे साम्या-
साम्य ही दोन भेदक झाल्यामुळे हा दोप झाला. '' संस्कृत पुस्तके-

'' मराठी पुस्तके. '' '' इतिहासाची पुस्तकं, '' '' गणिताची पुस्तकं''
कातडी पुहुधाची पुस्तकं '' इत्यादिक, असे पुस्तकांचे भेद कल्पिले,

तर ह्यांत पुस्तकांचो भाषा. विषय आणि त्यांच्या एक्यांची जाति
अशी तीन भेदक झाली; म्हणून एथें अन्योन्यावेश झाला. हा दोष
होण्याचा संभव फार असतो ह्याकरितां विभागीकरणास आरंभ
करितेवेळीं आधी भेदक कोणतें आहे व तें एकच आहे किंवा
नाहीं, ह्या गोष्टींचा निश्चय अवश्य करावा.

( ५) कोणत्याही जातीचे, एकाच भेदकावरून कल्पिलेले, सारे
४० समकोटिक असावे; ह्मणजे भेद व उपभेद इत्यादिकांचें मिश्रण
करुं: नये. जसे, .' पूर्णांक,? '' अपूर्णाक '' व '' मिष्टनाक '' ( ह्य-

णजे भागानुवध व भागापवाहप्रणाक) असे संख्यांचे तीन भेद
मानिले. तर ते समकोटिक होतील. पण ' पूर्णाक, '' '' समर्थ.
पूर्णांक. '' '' विषमअपूणांक '' व '' मिश्राक '' असे जर संख्यांचे भेद

५१
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मानिले, तर ते असमकोटिक होतील; कारण कीं, ''समट्टापुरणाक'' व
'८ विषमअपूर्णाक '' हे वस्तुत. सख्यांच्या ' अपूर्णाक '' ह्या भेदाचे
भेद, म्हणजे संख्यांचे उपभेद आहेत. म्हणून येथें संख्यांचे भेद व
उपभेद ह्यांचें मिश्रण झालें.

जातिविभागीकरणाच्या ह्या दोपाला '' असमकोटिकता '' ह्मणावें.

व्याख्या
कोणत्याही शास्त्रांतलीं जी पदं (ह्मणजे शv१ अथवा शव्दसमदयि)

अशीं असतात कीं, त्या शास्त्रामध्ये त्यांचे अमुकच अर्थ समजा-
वयाचे (त्यांचे मूळचे किंवा अवयवांवरून दिसणारे अर्थ मनांत आ-
णावयाचे नाहींत) असा शास्त्रकारांचा संकेत असतो, त्यांना त्या शा-
खांतलीं '' पारिभाषिक '' पदं अथवा '' सांकेतिक '' पदं झणावें.
जसे,- सम अपूर्णाक '' ह्या पदाचा अवयवार्थ कोणताही असो,
परंतु '' ज्याचा छेद अंशापेक्षा जास्त आहे असा अपूर्णाक '' हाच
त्याचा अर्थ समजावयाचा, असा संख्यागणितांतला संकेत आहे; म्ह-

इन हें संख्यागणितांतलें '' पारिभाषिक '' अथवा '' सांकेतिक '' पद
झालें. '' वर्तुळखड '' ह्या पदाचा अवयवार्थ '' वर्तुलाचा तुकडा
असा आहे;, मग तो तुकडा नुसत्या सरळरेषांनीं मर्यादिलेला असो,
किंवा नुसत्या वक्ररेषांनीं मर्यादिलेला असो, अथवा सरलवक्:रेघांनी
मर्यादिलेला असो, तथापि ''वर्तुलखंड'' ह्या पदाच्या अवयवार्थावरून
त्यास '' वर्तुलखंड '' ह्मणण्यास चिंता नाहीं. परंतु ह्या पदाविषयीं
भीरमतिशास्त्राचा असा संकेत आहे कीं, '' बलाची कोणतीही ज्या
आणि तिने कापिलेला कंस ह्याच दोन रेषांनी झालेली आकृतंति ''
असाच त्याचा अर्थ समजावयाचा, हाणून '' वर्तुलखंड '' हें भूमिति
शास्त्रांतलें '' सांकेतिक '' पद होय. '' गण '' '' अव्यय, '' '' गु-
रुत्वमध्य '' ही अनुक्रमे छंदःशास्त्र, व्याकरण व पदार्थविज्ञानशास्त्र
ह्यांतील सांकेतिक पदे आहेत

अमुकच धर्माने अथवा धर्मसमुदायाने युक्त अशा व्यक्ति ''
हाच अमुकपदाचा अर्थ समजावयाचा, असा ज्या पदाविपयीं संकेत
असतो, त्या सांकेतिकपदाचा तो अर्थ दर्शविणाऱ्या वाक्याला त्या प-
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दाची '' व्याख्या ,' खणतात. जस,- संख्यात्व, अपूर्णत्व व छे-
दाचें अंशापेक्षा आधिक्य (या धर्मांच्या समुदायाने युक्त अशा १ ह
इत्रादिक व्यक्ति '' हाच .' सम अपूर्णाक '' ह्या पदाचा अर्थ सम-
जावयाचा, असा संकेत आहे; म्हणून ' ज्या अपूर्णाकाचा छेद अशा-
पेक्षां जास्त असतो त्याला सम अपूर्णाक ह्मणावें '' हें जें त्या पदाचा
तो अर्थ दर्शविणार वाक्य, त्याला त्या पदाची व्याख्या ह्मणावं.

५व्याख्या करण्याच न्यायशाखाक्त नियम.
( १) व्यास्थेयपद ज्या जातीचे वाचक आहे, ती जाति ज्या

व्यापकजातीचा भेद आहे असें प्रसंगविशेषीं मानिले असेल, त्या

व्यापकजातीचें वाचक पर, आणि व्याख्येयजातीचा भेदक व सहज
ओळखता येण्याजोगा धर्म ( अथवा धर्मसमदाय) दर्शविणारी पदे, हीं
त्या व्याख्येमध्ये अवश्यउासलींपाहिजेत. जसे; '' वहुकोणाकृति '' ह्या
पदाची व्याख्या करावयाची आहे, तर ही व्याख्येयजाति हा '' सर-
ळरेपाकृति '' ह्या दुसऱ्या एका व्यापक जातीचा भेद मानिला आहे;
ह्मणन ह्या दुसऱ्या जातीचे वाचक '' सरलरेषाकृति '' हे पद, आणि
सरलरेपाऊरतीच्या त्रिकोण व चौकोन ह्या) इतर भेदांपासून ह्या भे-
दाचीभिन्नता दाखविणारे चोहोंपेक्षाजास्त रेषांनी झालेली'' हें पद,
अशीं दोन पदे त्या व्याख्येत असतींच पाहिजेत. ह्याकरितां ' चो-
होपेक्षा जास्त सरलरेपांनीं झालेली जी सरलरेपाकृति तिला वहुको-
णाकृति ह्मणावें '' अशी त्या पदाची व्याख्या केली पाहिजे.

ह्या उदाहरणांत व्याख्येयजातीचा एकच धर्म भेदक झाला आहे,
केठें कोठे व्याख्येयजातीच्या अनेक धर्माचा समुदाय मात्र भेदक
होतो. असें, '' ( १) एकाच पातळींत असणाऱ्या व ( २) दोहीं
अंगास कितोही वाढविल्या असतां परस्परांस न मिळणाऱ्या अशा
?? १. व्याख्या हा शब्द संस्कृतभायेत वर्णन हा अर्थांचा आहे; परंतु
आलीकडे गणितविपयक मराठी ग्रंथांमध्यें तो शब्द लक्षण ह्या अर्थ
योजण्याची वहिवाट पडली आहे. तिला अनुसरून एथेही तो शव्र
सण ह्या अर्धानेच योजिला .आहे.
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सरळरेषांच्या जोडीला समातररेपा म्हणावं. '' एथें ( १) व ( २) ह्या

दोन धर्मापैकी कोणताही एकटाच धर्म भेदक होत नाहीं, दोहोंचा
समुदाय मात्र भेदक होतो; ह्यणुउन ते दोन्ही धर्म दाखविणारी पदं
व्याख्येत योजिली आहेत. हीच गोष्ट ' काटकोन, '' '' वर्तुल, ''
' चौरस '' इत्यादि अनेक पदांच्या व्याख्यांमध्ये दिसून येते.
( २) व्याख्येमध्यें '' अतिव्यासि, ''' अव्याप्ति '' व '' असंभव' '

हे दोष नसावे. ह्या दोषाची स्वरूपे अशीं:-
अनिव्याति-व्याख्येयजातीमध्ये ज्या ज्या व्यक्तींचा समावेश

व्हावा अशी इच्छा असते, त्याखेरीज एखाद्या व्यक्तीचा ममा-
वेश तीमध्यें होतो असें जर व्याख्येवरून दिसेल तर त्या व्याख्ये-
मध्ये '' अलिध्या४ '' हा दोष आहे असें म्हणतात असें,-' पदार्थाची किंमत देण्याघेण्याकरितां लोक ज्या पदार्थाची योजना
करितात, त्यांस नाणी म्हणावे '' अशी जर नाण्यांची व्याख्या केली,
तर बायका केहऱ्यापासुन् भांडी घेऊन त्यांच्या किंमतींबद्दल त्यास जी
फाटकी चिरगुटें देतात, त्यांचाही नाण्यांत समावेश होईल म्हणून
ह्या व्याख्येमध्ये अतिच्याप्ति हा दोष आहे

अन्यासि.- व्याख्येयजातीमध्यें ज्या ज्या व्यक्तींचा समावेश
व्हावा अशी इच्छा असते, त्यापैकी एखाद्या व्यक्तीचा समावेश
तीमध्यें होत नाहीं असें जर व्याख्येवरून दिसेल तर त्या व्याख्ये-
ध्ये '' लयाति '' हा दोप आहे, असें ह्मणतात जसे '' पदार्थच

किंमत देण्याघेण्याच्या सोईकरितां राज्यकर्त्यानी केले जे धातच
तुकडे, त्यांस नाणीं ह्मणावं. '' अशी नाण्यांची व्याख्या केली तर तो.

.ऽच्ये :ऽ.य
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सतात, त्यांस नाणी अणावे. '' ही नाण्यांची व्याख्या कोणत्याच ना.
ण्यास लागू होण्याचा संभव नाहीं. कां कीं, कधींचन झिजणारा असा
एकही पदार्थ नाहीं; धुपून ह्या व्याख्येमध्ये असंभव हा दोप आहे

ज्या व्याख्येमध्यें अतिच्यासि इत्यादिक दोष नसतील, तिला जर
अशा एका प्रतिज्ञेचें स्वरुप दिलें कीं, तिच्या विधेयस्थानीं तें व्या.
ध्येयपद येईल; तर तो प्रतिज्ञा व तिचा व्यापच्यल्यरयास ही दोन्हीं
खरी असलींच पाहिजेत, व ज्या व्याध्येपासून अशा रीतीनें तयार
केलेल्या प्रतिज्ञा खऱ्या असतील, तीमध्ये अतिव्याति इत्यादिक दोष
नसावयाचेच, असा निश्चय आहे. जसे,- दोहोंनी विभाज्य अस-
णाऱ्या पूर्णसंख्येला समसंख्या ह्मणतात, '' ही व्याख्या निर्दोप अ-
सल्यास. जी पूर्ण संख्या दोहोंनीं विभाज्य असते ती सम असते ''
ही प्रतिज्ञा, व '' जी संख्या सम असते ती दोहोंनीं विभाज्य असते''
हा तिचा व्यापकव्यत्यास ही दोन्हीं निरपवाद असावयाचीचू व हीं
निरपवाइ असल्यास तीमध्यें अतिव्याश्यादि दोष नसावयाचेच.

( ३) व्याख्येमध्ये जर व्याख्येयजातीच्या अनेक धर्माचा समुदाय
भेदक झालेला असेल, तर त्या धर्मसमुदायांतला प्रत्येक धर्म स्वतंत्र

असला पाहिजे, म्हणजे त्यांपैकीं कोणताही एक धर्म त्यांतल्याच बु-
सऱ्या एखाद्या धर्माच्या आधारानेंअनुमानद्वारासिद्धकरितां येऊंनये.
कारण कीं, असें होईल, तर तो सिद्ध करितां येणारा धर्म व्याख्येत
सांगणे व्यर्थ होय. उ:-! १) '' ज्याचा एक कोन काटकोन आहे
व ( २) इतर दोन कोनांची बेरीज एक काटकोन आहे, त्याला का-
टकोनत्रिकोण ह्मणाचें. '' एचे सांगितलेल्या ( ११, (२) ह्या धर्मा-

पैकी प्रत्येक धर्म दुसऱ्याच्या आधानने अनुमानद्वारा सिद्ध करितां
येण्याजोगा आहे; आणून हे धर्म स्वतंत्र नाहीत; व ह्यांपैकी प्रत्येक

धूर्म स्वतंत्रपणें भेदक आहे; आणून त्यापैकीं एक ( व गुठयत्वेकरून
पहिला सहज समजण्याजोगा आहे लणून तो) धर्म व्याख्येत घातला
ह्मणजे व्याख्या निदोप होते. तस्मात् दुसरा धर्म सांगणे अगदीं
व्यर्थ आहे. इतकेंच नाही, पण गैरसोईचे आहे.

व्याख्येच्या (या दोपाला '' अतिभेदकना '' ह्मणावें.
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एखाद्या पदानें दर्शविलेल्या व्यक्तींचें वर्णन करावयाचें असलें
म्हणजे प्रसंगानुसार त्या व्यक्तीचे असले कितीही धर्म सांगितले, तरी
तो दोष नव्हे. वर्णनामध्येही अप्रासंगिक धर्म सांगणे हा दोपच आहे.

( ४) ज्या पदाची व्याख्या करावयाची तेंच पद. व ज्याचा अर्थ
पूर्वी ठरलेला नाही किंवा संदिग्ध आहे असें दुसरें कोणतेंही पडू,
व्याख्येमध्यें मोजू नये. उ.-'' ज्या पृर्णुसरध्येमध्ये समत्व असतें
तिला ' समसंख्या ' ह्मणावें '' अशी .' समसंख्या '' ह्या पदाची व्या-
ख्या केली, तर ती अगदी निरुपयोगी होय. कारण कीं, वस्तुत
प्रर्णसंख्येच्या समत्वाचीच व्याख्या करावयाची असून तो शब्द त्या

व्याख्येंत योजिला आहे; त्यामुळें तीपासृन् व्याख्या करणाराचा इष्टार्श

दुसऱ्यास समजण्याचा संभव नाहीं.
तसेंच '' ज्या पृर्णुसंख्येचा दोन हा अवयव असतो तिला ' सम-

संख्या ' म्हणावे '' अशी समसंख्येची व्याख्या केली, आणि '' अ;-
यव '' ह्या शब्दाचा इष्टार्थ पूर्वी सांगितलेला नसला, तर '' भाग ''
असा औ '' अवयव '' शब्दाचा व्यवहारिक अर्थ आहे, तोच करा-
चित्र ही व्याख्या वाचणारा घेईल; आणि ह्या अर्धाप्रमाणे ७ (ग्रा सं-
स्वेचा अवयव दोन आहे, आणून ७ ही संख्या सम आहे. असें
तो समजेल.

-सद्धवा.
'' अमुक प्रतिज्ञा स्वरी आहे '' ही गोष्ट, पूर्वी खऱ्या ठरलेल्या

अथवा खऱ्या मानिलेल्या प्रतिज्ञांच्याच आधारावर ---याप्यानुमाना.
च्याच योगानें दुसऱ्याच्या ध्यानांत उगणून् देण्याची जी पद्धति, तिला
त्या प्रतिज्ञेची ' सिद्धता '' म्हणावे.
साध्यप्रतिज्ञा-ज्या प्रतिज्ञेची सिद्धता करावयाची तिला ''साध्य-

प्रतिज्ञा '' म्हणावे
क्रमिक सिद्धता व कमीवरूःटूर सिडता.- है सिद्धतेचे दोन

भेद आहेत. त्याची सामत्ययलक्षणे अशी-'' ज्या सिद्धतेम-वे साध्य-
प्रतिज्ञेच्या विरुक्ततिजविपदी काहीएक न सांगतां साक्षात ती साध्य-
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प्रतिज्ञाच स्थापित केलेली असते, तिला ' क्रमिकसिद्धता' (अथवा
क्रमिकरीति) म्हणतात. ''

'' ज्या सिद्धतेमध्यें, साध्यप्रतिज्ञेची विरुद्धपतिज्ञा खरी मानिली
असतां पूर्वी स्थापित झालेल्या अथवा सत्य मानिलेल्या अमुक गो-
ष्टीशीं विरोध उत्पन्न होतो, असें दाखवून ती विरुद्धप्रतिज्ञा खोटी
ठरविली असते, व तिच्या खोटेपणावरून पहिल्या नियमाच्या आधा-
राने साध्यप्रतिज्ञा स्थापित केलेली असते, तिला ' क्रमविरुद्धसिद्धता
( अथवा क्रमविरुद्धरीति) म्हणतात.'' ( हिला '' विरोधहारक ''
सिद्धता म्हटलें असतां शोभेल.)

पुढे लिहिलेल्या तीन उदाहरणांपैकीं पहिलीं दोन क्रमिकसिद्ध.

तेची आहेत व तिसरे कमविरुद्धसिद्धतेचें आहे.
पहिलें उदाहरण.-. '' कोणत्याही अनेक स्थानांच्या संखेतून

तिचा एकसगनचा अंक वजा केला असतां राहणारी वाकी (पक्ष) ही,
सम संख्या (साध्य) असते '' हीव्यापकजातिप्रतिशा सिद्ध करून दाख-
वावयाची आहे, .असें समजा. तर हिच्या सिद्धतेमध्यें 'द समसंख्या

'' शृरन्यातसख्या '' '' कोणत्याही संख्येने विभाज्य असणारी संख्या ''
इत्यादिक कांहीं संदिग्धार्थक शब्द योजावे लागणार आहेत, त्यांच्या

व्याख्या प्रथमतः करून ठेविल्या पाहिजेत; तसेंच '' कोणतीही शूर-

न्यांत ( म्हणजे जिच्या एकंस्थानीं शून्य आहे अशी) संख्या दहांनी
विभाज्य असते '' इत्यादि कांहीं प्रतिज्ञांचे आधार ह्या सिद्धतेत घ्यावे
लागणार आहेत; हाणून त्या प्रतिज्ञा आधीं खऱ्या ठरवून ठेविल्या
पाहिजेत.

ही सर्व सामग्री सिद्ध आहे, असें समजून ही सिद्धता करूं.
( क्रमिकसिद्धता.)

( १) प्रत्येक शून्यातसंख्या दहांनीं विभाज्य असते, ( सा. प्र.)
साध्यप्रतिज्ञेतली प्रत्येक वाकी ही शून्यांतसंख्या असते; ( प. प.)

क्रं साध्यप्रतिज्ञेतली प्रत्येक वाकी दहानीं' विभाज्य असते.
( अनुमिति)

???????????????????क्र. हें चिन्ह ' लागून ' ह्या शब्दाबद्दल योजिले आहे.
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( २) दहांनीं विभाज्य असणारीप्रत्येक संख्या दोहोंनीं विभाज्य
असते,

साध्यमतिज्ञेंतली प्रत्येक वाकी दहांनीं विभाज्य असते;
.. साध्यप्रतिज्ञेतली प्रत्येक वाकी दोहोंनी विभाज्य असते.
( ३) दोहोंनी विभाज्य असणारी प्रत्येक संख्या ही समसंख्या

असते,
साध्यप्रतिज्ञेतली प्रत्येक वाकी दोर्होनी विभाज्य असते,
... साध्यप्रतिज्ञेतली प्रत्येक वाकी ही समसंख्या असते.

ही इष्टसिद्धि

ह्या सिद्धतेंत जीं अनुमोन तयार केली आहेत, त्यांमध्यें प्र-
काची अनुमिति हें त्याच्या पुटच्याचे पक्षप्रमाण असा अनुक्रम सा-
धला आहे. हाच अनुक्रम ३० साधेल, तेथें कांहीं प्रतिशांचा संक्षेप
करितां येतो; आणि त्या संक्षेपाने सिद्धता दुर्बोध न होतां उलटी
ज्यास्त सुबोध होते. तो संक्षेप असा:-

साध्यप्रतिझेंतली प्रत्येक वाकी ही शन्यांतसंख्या असते,
प्रत्येक शून्यांत संख्या दहांनीं विभाज्य असते,
दहांनीं विभाज्य असणारी प्रत्येक संख्या दोहोंनीं विभाज्य असते,
दोहोंनी विभाज्य असणारी प्रत्येक संख्या ही समसंख्या असते;
... साध्यप्रतिजैतली प्रत्येक बाकी ही समसंख्या असते.

ही इष्टसिद्धि

एथें आधीं पहिल्या अनुमानाचे पक्षप्रमाण, पुढें अनुक्रमे सर्व
अनुमानांची साध्यप्रमाणें व अखेरीस शेवटच्या अनुमानाची आन-
मिति, असा प्रतिज्ञांचा अनुक्रम आहे; प्रत्येक प्रमाणप्रतिज्ञेचें विधेय-
पद हें तिच्या पुढच्या प्रमाणप्रतिज्ञेचें उद्देश्यपद अशी सर्व प्रमाणप्रति-
ज्ञांच्या उद्देद्दयविधेयपदाची साखळी पडून गेली आहे; आणि त्या

साखळीच्या योगानें पहिल्या प्रमाणप्रतिज्ञेचें उद्देश्यपद व शेवटच्या
माणप्रतिज्ञेचे विधेयपद ह्यांचें ऐक्य झालें आहे असें अनुमितीमध्यें
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दर्शविले गेलें आहे. अनुमानांच्या ह्या साखळीला आपण .' कार-
पत्र्याला '' अशी संज्ञा देऊं.

कारणमालेमध्यें एखादेंप्रमाण व्याप्यप्रतिज्ञात्मक असल्यास, तें पहि-
ल्या प्रमाणाच्याच जागी असलें पाहिजे; व एखादे प्रमाण अभावार्थक
असल्यास तें शेवटच्या प्रमाणाच्याच जागी असलें पाहिजे, हीं अ-
न्यत्र असतील, तर ती कारणमाला सदोष होते, हें द्विप्रमाणकव्या.

प्यानमानरूया नियमांवरून स्पष्ट दिसते.

दुसरें उदाहरण.-'' कोणत्याही समद्विमुजत्रिकोणाच्या समान
असणाऱ्या दोन बाजूरपैकीं प्रत्येक बाजू ही ( पक्ष, शिरोविरु व
पायांतील कोणताही बिंदु ह्यास साधणाऱ्या रेषेपेक्षां मोठी ( साध्य)
असते '' ही व्यापकजातिप्रतिज्ञा सिद्ध करून दाखवावयाची आहे
( आणि युक्लिडच्या पहिल्या पुस्तकाचे पहिले २० सिद्धांत पूर्वी सिद्ध

करून ठेविले आहेत १, असें समजा.
एथें प्रथमतः ही जातिप्रतिज्ञा उद्देश्यजातीतल्या एका विशेष व्य-

कोलाच उद्देशूरन म्हणूं, व ती व्यक्तिप्रतिज्ञाच आधीं सिद्ध करू. ती
व्यक्तिप्रतिज्ञा अशी:- अ

अटक त्रिकोणाच्या अब आणि
अक ह्या बाजू समान आहेत, आण अ
हा शिरोबिंदू व बक पायांतील ड हा
एक बिंदु ह्यास सांधणारी अड रेषा व ड क
आहे, इतकें सर्व दिलें आहे; आणि अब, थक, ह्यांपैकी प्रत्येकवार
अट पेक्षां मोठी आहे, हें सिद्ध करावयाचें आहे.

१ हिचे अलकारशास्त्रातले उदाहरण- जितेंद्रिय मनुष्य विनीत असता,
जितेंद्रियचं विनयस्य कारणं विनीत मनुष्य गुणवानहोतो,
गुणप्रकपो विनयादवाष्टपते । गुणवान् मनुष्य लोकप्रिय होतो,
गुणप्रकर्षेण जनोऽनुरडयते लोकप्रिय मनुष्य संपन्न होतो;
जनानरागप्रभवा हि संपदा । । जितेंद्रिय मनुष्य संपन्न होतो.
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०.

आधी अब ही अडपेक्षां मोठी आहे, असे सिद्ध करूं
( क्रमिकसिद्धता.)

( १) समद्विभुजत्रिकोणाच्या पायाकडचे कोन समान असतात,
( सा. प्र.)

अवक आणि अकव हे समद्विभुजत्रिकोणाच्या पायाकडच
( प प्र)कोन आहेत;

अवक आणि अकव हे कोन समान आहेत. ( अनुमि।त)
( २) त्रिकोणाची कोणतीही वाजू वाढविल्याने होणारा बाह्य.

कोन हा त्या त्रिकोणाच्या आतील पलीकडच्या कोनापेक्षा मोठा
( साप्र.)असतो,

अडव हा अकड त्रिकोणाचा वाह्यकोण आहे, ( प. प्र.)
अडब कोन आतील पलीकडच्या अकड कोनापेक्षां मोठा

' अनुभिति)आहे.
( ३) ज्या तीन पदार्थापेकी पहिल्याबरोबर दुसरा व दुसऱ्या

पेक्षां तिसरा मोठा असतो त्यांपैकीं तिसरा पदार्थ, पहिल्यापेक्षा
( सा. प्र)मोठा असतो,

अवक कोन, अकव कोन व अडब कोन ह्या अशा प्रकारच्या
तीन पदार्थापैकी अडव कोन हा तिसरा आहे; ( चे. प्रे.)

... अडव कोन अवक कोनापेक्षां मोठा आहे. ( अनु')
( ४) ज्या त्रिकोणाच्या कोणत्या तरी दोन कोनांपैकीं एक बुल.

त्यापेक्षा मोठा असतो, त्याच्या मोठ्या कोनासमोरची वाजू ही,
धाकट्या कोनासमोरच्या वाजूपेऽक्षा मोठी असते, ( सा. प्र.)

अब ही वाजू ( अवड ह्या त्रिकोणाच्या अडद आणि धवड
ह्या दोन असमान कोनांपैकीं अडव ह्या) मोठ्या कोनासमोरची
आहे; ( प. प्र.)
... अव बाजू. ही ( अवड ह्या धाकटया कोनासमोरच्या) अब

कजूपेक्षा मोठी आहे. ( अनमिति)
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( ५) अद्या ज्या धर्माच्या आधाराने ती अड पेक्षां मोठ

आहे असें सिद्ध करितां आलें, ते सर्व धर्म ज्या ज्या रेषेमध्ये आहेत,
तिजविषयीही अशीच सिद्धता करितां येईल, ( सा. प्र.)

अक रेषेमध्ये ते सर्व धर्म आहेत; ( प. प्र.)
... अक वाजू ही अडपेक्षां मोठी आहे, असें सिद्ध होते.

( अनुमिति)
म्हणजे अब आणि थक ही प्रत्येक वाजू अडपेक्षा मोठी आहे,
असें सिद्ध झालें

आतां ( ६) धड रेषेच्या ज्या धर्माच्या आधाराने ही सिद्धता

झाली, ते सर्व धर्म ज्या ज्या रेषेमध्ये असतील, त्या त्या रेषेला ही
सिद्धता लागू पडेल, ( सा. प्र.)

अवक त्रिकोणाचा अ शिरोबिंदु व बक पायांतील प्रत्येक पिटु
ह्यास साधणाऱ्या रेवमेध्ये ते सर्व धर्म आहेत; ( प. प्र.)

.. अवक्र त्रिकोणाचा अ शिरोबिंदु व बक पायांतील प्रत्येक

विदु ह्यास साधणाऱ्या रेषेला ही सिद्धता लागू पडते. (अनु.)
( ७) अवक त्रिकोणाच्या ज्या धर्माच्या योगाने ही सिद्धता

झाली, ते धर्म ज्या ज्या त्रिकोणामध्ये आहेत, त्यांना ही सिद्धता

लागू पडते, ( सा. प्र. १
प्रत्येक समद्विभुजत्रिकोणामन्ग्रे ते धर्म आहेत; ( प. प्र.)

प्रत्येक समद्विभुजत्रिकोणाला ही सिद्धता लागू पडते. (अनु.)
ही इष्टसिनिण

ह्या सिद्धतेतील अनुमानांपैकीं ( १) व ( २) ह्यांच्यी अनुर्मिति
मिळून ( ३) ह्यांचें पक्षप्रमाण झालें आहे. झणजे को पहिल्या
उदाहरणांत दाखविलेल्या प्रकारचा प्रमाणांचा अनुक्रम साधला नाहीं,
म्हणून एनें कारणमाला तयार करितां येणार नाहीं.

ह्या सिद्धतेंतल्या कांहीं अनुमानांच्या साध्यप्रमाणांस '' पहि-
ल्या पुस्तकाचा पांचवा सिद्धांत,, ' पहिल्या पुस्तकाचा सोळावा
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सिद्धांत '' इत्यादिक संज्ञा ठरलेल्या आहेत. त्या संज्ञाच त्यांच्या
बद्दल योजण्याची वहवाट आहे. परंतु ह्या साध्यप्रतिशांच्या संज्ञा

त्यांच्याच जागी ( म्हणजे अनुमानाच्या आरंभी) उचारिल्या असतां
भापासंप्रदाय सुटतो; म्हणून बहुधा अनुमितीच्या आरंभी '' अमुक
सिद्धांताप्रमाणे '' असें पद घालितात. तें साध्यप्रमाणाचें सूचक
समजावे. जसे ( १) ह्या अनुमानाचे संक्षिसरूप.

अवक आणि अकब हे समद्विभुजत्रिकोणाच्या पायाकडील
कोन आहेत; ( पक्षप्रमाण)

... पहिल्या पुस्तकाच्या पांचव्या सिद्धांताप्रमाणें ते समान आहेत.
( साध्यप्रमाण व अनुमिति)

अनुमानाचे हे संक्षिसरूप लिर्हतेवेळी तर ''अमुक सिद्धांताप्रमाणे''
हें पदही प्रत्यक्ष न लिहिता त्याची सूचक ( १ .५) इत्यादिक एखा-
दी खूण अनुमितीच्या शेवटीं लिहितात. असे-

अवक आणि अकव हे समहिभुजत्रिकोणाच्या पायाकडचे कोन
आहेत;

ते समान आहेत. ( १ 'नं

एखाद्या अनुमानाची अनुमिति हेंच जर त्याच्या पुढच्या अनुमा.
नाचे एक प्रमाण व्हावयाचें असेल, तर बहुधा त्या प्रमाणांचा उकार
मुळींच करीत नाहींत. असें ( ३) त्या अनुमानाची अनुमिति हें
( ४) ह्याचे पक्षपमाण आहे, ह्यणून् त्याचा मुळींच संक्षेप करून
( ४) ह्या साऱ्या अनुमानाच्या जाग

'' ... अब बाजूही अड कजूपेक्षा मोठी आहे (११९) '' एव-
च वाक्य लिहितात

अशा संक्षेपानें अनुमानांतील प्रतितांचा पूर्वोक्त सरल अनुक्रम
शेDcईrं??ँई ७; हें खरें; तथापि ७२२ प्रमाण गाळले न

: इ.:२२२६.२ ३२



सिद्धता. ८३
संज्ञांचे इष्टार्थ श्रोत्याला चांगले पाठ असतील, तरच संक्षेप करणें

सो; आहे, हें पक्के ध्यानांत ठेविले पाहिजे.
ह्या उदाहरणामध्यें व्यापकजातिप्रतिज्ञा सिद्ध करावयाची अस.

ताही प्रथम उद्देश्य-जातींतल्या एका विशेष व्यक्तीलाच उद्देशून ती
प्रतिज्ञा म्हटली, व ती व्यक्तिप्रतिज्ञाच आधीं सिद्ध केली. तथापि
तेवढ्यावरूनच ती साध्यजातिप्रतिज्ञा स्थापित झाली, असें कां सम-
जावयाचें, हें ( ५१, ( ६) व ( ७) ह्या अनुमानांमध्ये दाखवले
आहे. व्यक्तिप्रतिज्ञाच्ग सिःद्दीवरून जातिप्रतिज्ञांचो सिद्धि दाखीव-
णारीं ह अनुमानें ह्या सिद्धतेंत दाखवित्याप्रमाणे सविस्तर उच्चारिलीं
पाहिजेत असें नाहीं; त्यांचीं साध्यप्रमाणें व पक्षप्रमाणें ही खरी
आहेत, अशी आपली खातरी असेल, तर '' त्याप्रमाणेंच उद्देश्यज्ञा-

तींतल्या प्रत्येक व्यक्तोविषयीं सिद्धता करितां येईल '' अशा अर्थाची
अनुमिति ह्मणावी, म्हणजे झालें.

पुइचें उदाहरण अशा संक्षिप्त रीतीनंच लिहून दाखवितो.
तिसरे उदाहरण- '' समभुजचौकोनाचे कर्ण परस्परांस दुभा-

गितात '' ही जातिप्रतिज्ञा सिद्ध करावयाची आहे, आणि पहिल्या
पुस्तकाचे पहिले २५ सिद्धांत सिद्ध करून ठेविले आहेत, असें समजा.

अं
व्यक्तिमतिज्ञा-अबकड हा समश्रुज्ञचौकोन

आहे, व अक, वड ह्यांनी ई बिंदूत परस्परांस
लेदिलें आहे, इतकें दिलें आहे; आणि बई, व
ड? हे भाग समान आहेत, व अई, कई हे
भाग परस्परांशीं समान आहेत, ह्या दोन गोष्टी

सिद्ध करावयाच्याआहेत.?आधीं तई, डई ह्या रेषा समान आहेत, अस सिद्ध करूं.
( क्रमविरुद्ध सिद्धता.)

बरं, डई ह्या रेषा समान आहेत '' ही प्रतिज्ञा खरी असली
पाहिजे. कारण:-
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( १) जर ही खरी नाहीं, असें मानिलें,
तर ( पहिल्या नियमाप्रमाणें) '' बई, डर्ट ह्या समान नाहींत ''

ही तिच्याशी विरुद्धप्रतिशा खरी असली पाहिजे.
म्हणजे बई ही ड? पेक्षां मोठी किंवा लहान असली पाहिजे.
प्रथम बई ही डई पेक्षां मोठी आहे, असें मानू.
आतां (२) अवई, आणि अडई ह्या त्रिकोणांच्या अब, अट

(हा वाजू समान आहेत, ( सममुजचौकोनाची व्याख्या.)
अई बाजू ह्या दोन्ही त्रिकोणांस साधारण आहे,
व बई ही जुई पेक्षां मोठी मानिली आहे,
... (३) बअई कोन डअई कोनापेक्षा मोठा आहे. ( १.२५)
(४) अवक आणि धडक त्या दोन त्रिकोणांमध्ये ( १२४)

ह्यांत दिलेले सर्व धर्म आहेत;
.. बक वाजू डक पेक्षां मोठी आहे. ( १ .२४)
'' म्हणजे बक, वट ह्या रोग समान नाहींत '' ही अनुभिं!री नि-

वाली.
परंतु (५) '' वक्र, डक ह्या समान आहेत '' ही वरच्या अनु

मितीशी विरुद्धप्रतिज्ञा निर्विवाद आहे
( समभजचौकोनाची व्याख्यी.)

.. ( ६) ( पहिल्या नियमाप्रमाणे) वरची अनुमिति खोटी आहे.
आतां (७) ही वरची अनुमिति खोटी निघण्यास ( २६ व्या

नियमाप्रमाणे) पद्धति सदोष असली पाहिजे, किंवा प्रमाणप्रतिज्ञां-

पैकी निदान एक खोटी असली पाहिजे
परंतु ( ड) पहति निर्दोष आहे व प्रमाणपतिज्ञांपैकीं '' बई ही

डईपेक्षां मोठी आहे '' ही मानिलेली प्रमाणप्रतिज्ञा खेरीज करून वा-
कीच्या सर्व खऱ्या आहेत;

... '' बई ही डईपेद्दर्ग मोठी आहे', ही मानिलेली प्रतिक्षा खोटी
ठरली.
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( ५) त्यापमाणेंच '' बई ही डईपेक्षां लहान आहे '' ही प्रतिज्ञा

देखील खोटो ठरविता येते,
म्हणजे '' बई, टर्र ह्या रेषा समान नाहींत '' ही प्रतिज्ञा खोटी

ठरली.'
... ( १०) '' बरं. बरं,. (या समान आहेत '' ही तिच्याशीं वि-

रुद्धप्रतिज्ञा खरी ठरली. ( नियम पहिला.)
( ११) ह्याप्रमाणेच अई? कई ग्रा समान आहेत, असें सिद्ध

करितां येतें
म्हणजे अवकड ह्या समभुजचोकोनाच्या कर्णरेषा परस्परांस टुभा-
गितात, असें सिद्ध झालें.

( १२) ह्याप्रमाणेंच ८' प्रत्येक समभुजचौकोनाच्या कर्णरेपा पर-
स्परास दुभागितात '' हैं सिद्ध करितां येतें. ही इष्टसिद्धि.

ह्या सिद्धतेतल्या ( १) ह्या अनुमानाला पक्षांतरानुमानाचें रूप
दिलें तरी चालेल. तें असें:-
वी रेपा की किती समान असेल, डईपेक्षां मोठी असेल, किंवा

डईपेक्षां लहान असेल; ( साध्यप्रमाण.)

परंतु ( बर्च रेपा डईशीं) समान नाहीं असें मानिलं आहे;
( पक्षप्रमाण)

( बई रेषा डईपेक्षां) मोठी असली पाहिजे किंवा लहान अ-
सली पाहिजे. ( नि०३६) ( अनुमिति)

ह्याचा संक्षेप करून लिहिणें तर असें लिहावे-
बईरेषा डईशीं समान नाहीं असें मानिलें आहे, ( पक्षप्रमाण)

.. बई रेषा जुई पेक्षां मोठी किंवा लहान असली पाहिजे.
( नि. ३६) ( अनुभिति)

सिद्धतेविषर्थी नियम.
( १) ज्याची व्याख्या पूर्वी केलेली नाहीं अथवा जें संदिग्धा.



पूरणिका

। अर्थ पक्का ठरविल्याखेरीज)

( २) .'हु' पूर्वी खरी ठरविलेली नाहीं, खरी मानिलेली
नाहीं व साध्यप्रतिरनेंत दिलेलीहो नाहीं, अशा कोणत्याही गोष्टीचा
आधार ( तो सिद्ध केल्याशिवाय) सिद्वतेमध्यें घेऊं नये.

( ३) कोणतीही प्रतेज्ञा सिद्ध करीत असतां एकंदर ज्या गोष्टी
सांगावयाच्या, त्यांचा अनुक्रम असा असावा: -प्रथमत. : १ सा-
ध्यप्रतिज्ञेचा सविस्तर उच्चार करावा नंतर. २ ती साध्यप्रतिशा

ही जातिप्रतिज्ञा असली, आणि तिची व्यक्तिप्रतिज्ञाच आधी सिद्ध
करणें अवश्य आहे असें वाटलें, तर उद्देश्यज्ञातींतल्या एका विशेष
व्यक्तीलाच उद्देशून ती प्रतिज्ञा म्हणावी, ती अशी कीं, '' त्या उद्दे-
श्यv_yatt??ईामध्यें अमुक ( एक किंवा अनेक) जातिधर्म आहेत असें
दिलें आहे '' व ' तीमध्यें अमुक धर्म आहे असें सिद्ध करावयाचें
आहे '' हे साध्यप्रतिज्ञेचे पक्ष व साध्य स्पष्टपणें दिसतील पुढे.३
ती व्यक्तिपतिज्ञा ( अथवा ती तयार केली नसल्यास साध्यजाति.
प्रतिज्ञा) स्थापित करण्याकरितां ( कांहीं कृति करणें अवश्य अस-
त्यास ती करून मग) जी व्याप्यानुमानें सांगणे योजिले असेल, तीं
( पुढें लिहिलेल्या नियमास अनुसरून) सांगावी. ( पण जातिप्रतिज्ञा
स्थापित करण्याच्या उद्देशाने जर ही व्यक्तिप्रतिज्ञा सिद्ध करावयाची
असली, तर त्या व्यक्तव्येच्या, साध्यप्रतिज्ञेत दिलेल्या, जातिधर्माखेरीज
कोणत्याही धर्माचा आधार सिद्धतेमध्यें घ्यावयाचा नाहीं हें पक्के

लक्ष्यात ठेवावे, ह्या गोष्टीकडे दुर्लस्थ झालें, तर व्यक्तिप्रतिज्ञेच्या स-
त्यतेवरून जातिप्रतिज्ञेची सत्यता स्थापित व्हावयाची नाहीं) शेवटी
: ५८] जातिप्रतिज्ञा स्थापित करण्याच्या उद्देशाने ही व्यक्तिप्रतिज्ञा
सिद्ध केलेली असल्यास, '' ह्याप्रमाणेंच उद्देश्यजातींतल्या प्रत्येक

व्यक्तीविषयी सिद्धता करितां येईल '' अशा अर्थाचे वाक्य म्हणावे.

८ चारश पूर्ण '' -थ५ '' '' व्यक्तिप्रतिज्ञा ''
५.८३- ज?इणकळ?:-६. प्रतिज्ञांच्या
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संज्ञा ठरलेल्या नसल्यामुळे) सविस्तर: जेवणआदर आहे असें

वाटेल, त्यामध्ये आधीं प्रमाणें व येवलंअनुभीर १ ऱ्यांपनेतेकिंम-
णकव्याप्यानुमान असल्यास आधीं साध्यप्रमार्फ,मुक्षप्रमाम व
शेवटीं अनुमिति) असाच अनुक्रम असावा. परतुंर्ज्यी अनुमाना-
तल्या प्रमाणप्रतिज्ञांच्या संज्ञा ठरलेल्या असतील, त्यांमध्यें त्या संज्ञाच

अनुमितीच्या आरंभी ( अथवा भाषासंप्रदायाप्रमाणें योग्य दिसेल
तेथें) म्हणाव्या

( ५) ज्या सिद्धतेमध्यें अनेक व्याप्यानुमानें योजणे अवश्य अ.
सेल, तींतील अनुमानांचा अनुक्रम असा ( साधितां आल्यास) सा.
धावा कीं, प्रत्येक अनुपानाची अनुभाते हें त्याच्यापुरच्या अनुमानाचे
एक प्रमाण होईल, आणि त्यांत (पाहल्या उदाहरणामध्यें दाखविलेली)
कारणमाला साधितां येईल, तर फारच चांगले. परंतु ये ( दुसऱ्याउदाहरणांत दाखविल्याप्रमाणे) अनेक अनुमानांच्या अनुमिति एकत्र
केल्या तरच त्यांच्या पुरच्या अनुमानाचे एखादं प्रमाण तयार होतें,
तेथें हा वर सांगितलेला अनुक्रम साधत नाहीं, तथापि अशा प्रस-

गीही त्या अनेक अनुमानांमध्ये ज्याची अनुप्रिते तयार करावयास
पुष्कळ वाक्यें म्हणणें आवश्यक असेल, तैं अनुमान आधीं सागाव-
याचे, .असा अनुक्रम ठेवावा.

( ६) .' अप्रासंगिकता '''हा दोष होऊं देऊं नये. ( हें सांगणे
सकृद्दर्शनी व्यर्थ वाटतें; परंतु गेरसावघपणामुळे हा दोष होतो, ही
गोष्ट निर्विवाद आहे ).

प्रत्यक्ष, शाल, अनुमान उपमान त्यांपैकीं कोणत्याही एका पद-
तीन स्थापित केलेल्या प्रतिज्ञेची सत्यता, ह्यांपैकींच दुसऱ्या एखाद्या
पद्धतीने स्थापित करितां येते किंवा नाही हें ठरविणे, अथवा ज्या
पद्धतीनें ती प्रथमतः स्थापित केली असेल, त्याच पद्धतीने पण प्रथम

घेतलेल्या आधाराहून भिन्न गोष्टींच्या आधारावर ती स्थापित होते
किंवा नाहीं हें ठरविणे. ह्या कृतीला गणितशास्त्रांत '' ताळा करून
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पाहूणे '' ( आणि व्यवहारांत ' प्रत्यंतर पाहुणे ') म्हणतात. आणि
अशा भिन्न पद्धतींनी आयचा एकाच पद्धतीने पण भिन्न आधारांवर
एकाच प्रतिज्ञेची सत्यता स्थापित झाली म्हणजे '' ताळा पडला ''
अथवा '' ताळा मिळाला '' असें म्हणतात. असे, '' २१७३ ह्या सं-
स्वेतून तिचा एकंस्थानचा अंक वजा केल्याने राहणारी वाकी स-
मसंख्या आहे, '' ही प्रतिज्ञा सिद्धतेच्या पहिल्या उदाहरणांतल्या
जातिप्रतिज्ञेच्या आधारानें व्याप्यानुमानद्वारा सिद्ध होतेच, आणखी
ती वाकी २१७० हिला दोहोंनी प्रत्यक्ष भागून ती समसख्या आहे
असें ठरलें, म्हणजे '' ताळा मिळाला '' असें समजावे. तसेच सि-
द्धतेच्या दुसऱ्याउदाहरणांत अवक त्रिकोणाची अब वाजू अडपेक्षां
मोठी आहे असें व्याप्यानुमानद्वारा सिद्ध झालें आहेच, आणखी त्या

दोन्ही रेषा एकाच रेषात्मक परिमाणाने मोजून ( अथवा अवचेया
परोषरीचे सूत अडशीं लावून पाहून) अळूच्या मोठेपणाविषयी प्र-

त्यक्ष अनुभव घेतला, आणि तो मोठेपणा ठरला म्हणजे इ' ताळा
मिळाला '' असें होईल. ज्योतिःशास्त्रोक्त नियमांच्या आधाराने अमुक
दिवशीं अमुक वेळीं चंद्रग्रहण होईल, असें व्याप्यानुमानाने सिद्ध केलें,
आणि त्याप्रमाणें प्रत्यक्ष दिसलें, म्हणजे ''ताळा .मिळाला'' '' विवाक्षेत
पृर्णुसंख्येला ४ नी भागून राहणारी वाकी., प्रत्यक्ष भागाकार न क-
रिता, काढावयाची असल्यास, विक्षित संख्येच्या एकंस्थानच्या अं.
कालाच ४ नीं भागावे, जी बाकी राहील तीच इच्छिलेली बाकी
समजावी. '' ह्या ( खोड्या) सामान्य रीतीच्या आधाराने '' १५८७
ह्या संख्येला ४ नी मागून राहणारी वाकी ३ असली पाहिजे,'' ही
प्रतिज्ञा निर्दोष व्याप्यानुमानद्वारा सिद्ध झाली; व ह्या संख्येला ४ ना
प्रत्यक्ष भागून पाहिले तरी ही वाकी ३ च राहते; म्हणून ह्या प्रति-
ज्ञेचा '' ताळा मिळाला ''

द्या शेवटल्या उदाहरणावरून स्पष्ट आहे कीं ( १) एखादी प्र-

२. ११५१ १ केली आणि तिचा ताळाही

८८केली त्या?कर? ७औ' रं१??२वते१:२
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नये. त्या खऱ्या ठरण्याचा संभव आहे, व जितक्या भिन्नभिन्न प्रका-

रानी त्या प्रतिज्ञेचा ताला मिळेल, तितका तितका त्या आधारभूत
प्रतिज्ञा खोड्या ठरण्याचा संभव कमी होतो, एवढेच कायते ताला
मिळण्याचे पळ समजावे. ( २) ताळा मिळाला नाडी, तर मात्र, ज्या
पद्धतीनं प्रस्तुत प्रतिज्ञा स्थापित केली ती पद्धति सदोभा असणें व
आधारभूत प्रतिज्ञांपैकीं निदान एक खोटी असणे, ह्या दोन गोष्टीं-

पैकी निदान एक गोष्ट हें, ताळा न मिळण्याचे कारण असलें पा-
हिजे. हे दोन नियम व ताब्याच्या संबंधाचे इतर सर्व नियम २५,
( २६१, ( २७१, ( २८१, ( २९१, ( ३०१. त्या नियमांवस्:न
स्पष्ट दिसतील

पृथक्करण व संयोगीकरण.
(या पद्धतींचे वर्णन एन गणितास लक्ष केलें आहे; तथापि तें

बहुतेक वर्णन इतर अनुमानावलंबिशास्त्रांसही लागू पडेल.
प्रमेयाचे पप्श्ग्ळरण.-गणितांतलें एखादं प्रमेय सिद्ध करण्याची

सामग्री शोधावयाची असली, म्हणजे आधीं तें अनुमानपद्धतीर्न सिद्ध

होण्यास दुसऱ्या कोणत्या गोष्टींचाआधार असलापाहिजे हें शोधा;
पुनः त्या आधारभृत् गोष्टी सिद्ध होण्यास दुसऱ्या कोणत्या गोष्टींचा
.आधार असला पाहिजे हें शोधावे असा शोध करितां करितां पूर्वी
सिद्ध झालेल्या अथवा सत्य मानिलेल्या किंवा साध्यप्रतिज्ञेंत दिलेल्या
गोष्टींचा आघार सापडे तोपर्यत शोध करावा; आणि अशा गोष्टींचा
आधार जर सापडला, तर सिद्धतेची सामग्री जुळते. हें प्रमेयाचे
पूवरूरण झालें.

प्रमेयाचे सश्गेगीकरण-कोणतेही प्रमेय सिद्ध करण्याची सा-
सभी जुळी आणि तिच्या योगाने त्या प्रमेयाची सत्यता दुसऱ्याचे
ध्यानांत आणून द्यावयाची असली, तर सिद्धतेच्या सर्व नियमास
अनुसरून तिची सिद्धता करवी. हें प्रमेयाचे संयोगीकरण झालें

कृत्याचे पृत्ग्ळरण.-गणितशारत्रात-ले एखादं कृत्य करण्याची
रीति शोधावयाची असली, तर आधीं तें करितां आल असें स.
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मजावे, आणि त्याच्या स्वरूपावरून तें करितां येण्याला दुसरी को-
णर्ती कृत्ये करितां आली पाहिजेत हें शोधावे, पन तीं आधारभूत
कृत्ये करितां येण्यास दुसरी कोणती कृत्ये करितां आली पाहिजेत हें
शोधावे. असा शोध करितां करितां जीं कृत्ये करण्याच्या रीति
पूर्वी ठरलेल्या असतील, अथवा जी करितां येतात असें मानिलें अ-
सेल, अशा कृत्यांचा आधार सापडेल तोपर्यंत शोध करावा; आणि
अशा कृत्यांचा आधार सापडला, म्हणजे इष्टकृत्याच्या रीतीची
सामग्री जुळली असें समजावे. हे कृत्याचें पृथक्करण झालें. कृत्याच्या
पृथक्करणालाच त्या कृत्याच्या '' रीतीची उपपत्ति '' असें म्हणण्याची

कावाहवाट आह.
कृत्याचे संयोगीकरण-कोणत्याही कृत्याच्या रीतीची सा

मयी जुळली आणि ती दुसऱ्यास सांगावयाची असली, म्हणजे त्या

सामग्रतिंली आधारभूत कृत्ये सोईवार अशा अनुक्रमानें सांगून इष्ट-

कृत्याची रीति तयार करून दाखवावी; आणि '' त्या रीतीनें उत्पन्न
होणाऱ्या प्रत्येक गोष्टीमध्ये इष्टघर्म उत्पन्न व्हावयाचेच '' ही गोष्ट

(सिद्धतेच्या नियमास अनुसरून) सिद्ध करून दाखवावी. हें कृ-
त्याचें संयोगीकरण झालें

कृत्याचे पृथक्करण करून त्याची रीति तयार केली, म्हणजे पुढ
त्याला वस्तुत प्रमेयाचेच स्वरूप येतें. कार की, '' अमुक रीतीची
योजना केली असतां जें उत्पन्न होतें त्यामध्ये अमुक इष्टधर्म असाद-
याचेच '' हें पुढें सिद्ध करावयाचें असतें; आणि हे तर प्रमेय आहे.
ह्यावरून कृत्याच्या संयोगीकरणामध्यें त्या कृत्याची रीति व एका
प्रमेयाचें संयोगीकरण अशा दोन गोष्टी असतात; ही गोष्ट ध्यानांत
ठेवण्याजोगी आहे.

०,प्रमयाच्या पुश्यकरणाचे व संयोगीकरणाचें भूमितीतले
उदाहरणः-अवक: ह्या समद्विभुजत्रिकोणाच्या समान असणाऱ्या
वास्तूंपैकी द्रव वाजू ही, भ शिरोबिंदु व पायांतील ड हा एक दिनु

:ऽवर७३९इ:तर हें प्रमेय सिद्ध करण्याची
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पृथक्करण-आता अत आणि धड ह्या अवड अ
त्रिकोणाच्या दोन वाजू आहेत, आणि ज्यात त्रि-

कोणाची एक बाजू दुसरीपेक्षा मोठी ठरली आहे
असा ( १. १९) हा सिद्धांत आहे, म्हणून ह्याची

व
योजना करितां येईल. तर इष्टसिद्धि होईल. ह्याच्या योजनेला अ
कोन अबड कोनापेक्षां मोठा ठरला पाहिजे. पण तो साक्षात् अ
बड कोनापेक्षां मोठा ठरविण्याची कांहीं युक्ति दिसत नाहीं. तथापि
तो अकड कोनापेक्षां मात्र १. १६ ह्याच्या आधाराने मोठा ठरतो.
आतां जरी तो अडब कोन अकड कोनापेक्षां मोठा ठरला तरी
तो अवड कोनापेक्षां ही मोठा ठरण्यास अवड आणि अकड हे
समान आहेत, असें सिद्ध झालें पाहजे. हें सिद्ध झालें, तर मात्र
प्र. प्र. अ.उप. ह्याच्या योजनेने अडव कोन अबड कोनापेक्षां मोठा
ठरेल. आतां अवड आणि अकड हे अवक ह्या एकाच विको-
णाचे कोन आहेत; म्हणून ते समान ठरण्यास ( १ .७.) ह्याची यो-
जना करितां येईल तर वरे. पणत्याची योजना करितां येण्यास अब,
अक ह्या बाजू समान ठरल्या पाहिजेत. आतां ह्या समान आहेत,
असेंतर साध्यप्रतिज्ञेत दिलेआहेर म्हणून इष्टसिद्धीची सामग्री जुळली

संयोगीकरण -आतां, '' सिद्धता '' ह्या प्रकरणाच्या दुसऱ्या उ-
दाहरणांत दाखविल्याप्रमाणे, ह्या सामग्रीच्या योगाने प्रस्तुतप्रमेय
सिद्ध करून दाखवाव.

लत्याच्या पृथक्करणाचे व संयोगीकरणाचें भूमितीतले
उदाहम्ण -अवक हा एक त्रिकोण दिलेला आहे; आणि बकपेक्षां

स
मोठी असणारी बडरेपा ही
ज्याची एक बाजू होईल, अवक ८ ९
हा ज्याचा एक कोन होईल व औ.- रे. ५
अबकत्रिकोणाबरोवर ज्याचे क्षेत्र

१होईल, असा एक त्रिकोण काटा- ४१४हे'याचा --पै७-खेडे.
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पृथकरण-आतां वड ही इच्छिल्यात्रिकोणाची एक वाजू व्हा-
वयाची आहे, म्हणून व आणि ड हे त्याचे दोन कोणपिटु असले
पाहिजेत. फक्त तिसरा कोणविदु शोधावयाचा राहिला. ज्यापक्षी

अबक हा इष्ट त्रिकोणाचा एक कोन व्हावयाचा आहे, त्यापक्षी ति-
सरा कोणविंदु बल ह्या अमर्याद रेघेतच कोठेतरी असला पाहिजे.
तो तिसरा कोणविंदु अच्या पलीकडचा स इत्यादिक एखादा किंवी
अ हाच आहे असें जर मानिलें, तर होणारा तडस अथवा बडअ हा
त्रिकोण अवक त्रिकोणापेक्षा मोठा होतो; म्हणून तो बिंदु अव
रेषेत थ आणि व ह्यांच्यामध्येच कोठेतरी असला पाहिजे. तो ति-
सरा कोणरिंदु ई आहे असें मान आतां हा पिटुर असा असला पा-
हिजे कीं, त्याच्या योगाने होणारा ईबड त्रिकोण अवक त्रिकोणाव-
रोवर होईल. आतां ईक रेषा काढिल्यानें स्पप्र दिसेल कीं, अबक
आणि वडई हे त्रिकोण मान होण्यास अकई आणि डकई हे
त्रिकोण समान ठरले पाहिजेत; कार्को तसें झालें म्हणजे त्या प्र-
कांत वकर्त त्रिकोण मिळविल्यानें इष्टसिज्यिद्ध होईल. हे त्रिकोण ईक
ला एकाच पायावर होणार; म्हणून ते समान ठाण्यास ईक पाया
अडशीं समांतर असला म्हणजे झालें. सारांश ( १) अड रेपा का-
टप्पे, ( २) तिच्याशी समांतर अशीक न्पिढतन कर्क रेपा काढणें व
शेवटी ( ३) जुई रेषा काढणें त्या तीन जुन्यांवर इष्टकृत्य अवलंबून
राहिलें. त्यांपैकीं ( १) आणि ( ३) ह्यांतील '' दोन बिंदु साधणे''
हें कृत्य करितां येतें असें मानिले आहे वॅ ( २) हे कृत्य करण्याची
कीर्ते ( १ .०९१) ह्यांत ठरली आहे हाणूरनू इष्टट्टःत्याच्या रीतीची
सामग्री जुळली

संयोगीकरण-रीति- अ, इ हे बिटू साधावे ( ए कृ स्वी

:५,२७२७, अशी कई रपा कख९१इष्टपगीम-म्हणजे २३ हा इच्छिलेला त्रिकोण र्ट.
(आतां तो ईष्छलेला त्रिकोण आहे असें ठरण्यास त्याच्यामध्ये

पूर्व इडपूरण आहेत असें सिद्ध केलें पाहिजे त्या ऐष्टगुणांपैकी वड
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हीत्याची एक वाजू असणें व अवक हा त्याचा एक कोन असणें, हे
दोन गुण त्याच्यामध्यें आहेत, हें प्रत्यक्षच आहे. तिसरा गुण जो
त्याची अवक त्रिकोणाशी समानता, ही मात्र सिद्ध करणें राहिलें.
त्या गुणाचा सिद्धता अशी:-)'सिद्धता-अक्रई आणि डईक हे त्रिकोण समान आहेत. (१ .३७)

... अवक आणि वडई हे त्रिकोण समान आहेत. ( प्र. प्र. २)
.. वडई हा इच्छिलेला त्रिकोण झाला. (इष्टसि.)

हें सा प्रस्तुत कृत्याचे संयोगीकरण झालें.
प्रमेयाच्या पृथक्करणाचे व संयोगीकरणाचें संख्यागणि-

वातले :टदाहरण:-. ज्या संख्येतला एकंस्थानचा अंक दोहोंनी
विभाज्य असतो, ती सारी संख्या दोहोंनी विभाज्य असते. '' हें प्र.
मेय सिद्ध करण्याची सामग्री शोधावयाची आहे, असें समजा.

पृथक्करण-ह्या प्रतिज्ञेमध्यें भाज्याचे जें स्वरूप सांगितलें आहे,
त्यावरून एकसगनची संख्या व बाकीची संख्या हेच कायते दिलेल्या
भाज्याचे भाग दिसून घेतात; म्हणून त्या दोहोंविषयचि कायतो वि-
चार करावयाचा. आतां ( १) '' भाज्याचे सारे भाग भाजकानें
विभाज्य असल्यास तो भाज्य त्या भाजकानें विभाज्य असतो ''
असें ठरलें आहे; म्हणून वस्तुत भाज्याचे दोन्ही भाग जर दोहोंनी
विभाज्य आहेत असें दाखविता येईल, तर इष्टसिद्धि होईल. आतां
ह्या दोन भागांपैकी एकंस्थानचा अंक हा भाग दोहोंर्नी विभाज्य
आहे, हें .तर साध्यप्रतिज्ञेत दिलेच आहे; म्हणून राहिलेला भाग
दोहोंनी विभाज्य आहे असें दाखविले. म्हणजे इष्टसिद्धि होईल. आतां
हा राहिलेला भाग ही दशकांची संख्या म्हणजे दहाची कोणतीतरी
पूर्णपट आहे, ह्या गोष्टीखेरीज त्या भागाविषयीं आपणास कांहीं मा-
हीत नाही; झणून त्याची दोहोंनी विभाज्यता ह्या गोष्टीच्याच आ-
घारानं ठरविली पाहिजे. आतां ( २) '' एका संख्येने दुसरी संख्या
विभाज्य असल्यास दुसरीची कोणतीही पूर्णपट पहिलीनें विभाज्य
असते; '' ह्यणृऽन दहा ही संख्या दोहोंनी विभाज्य आहे असें ठर-
त्यास, तो राहिलेला भागही दोहोंनी विभाज्य ठरेल ( ३) ' दहा
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ही संख्या दोहोंनी विभाज्य आहे,'' असें सिद्ध झाले आहे. खाप.
माणें इष्टसिद्धि ( ११. ( २१, ( उ १, ह्या पूर्वी सिद्ध झालेल्या गो-
ष्टींवर अवलंबून आहे, असें दाखविता आले; आणून इष्टसिद्धीची सा-
मग्रीजुळली.

संयोगीकरण-आतां ह्या सामग्रीच्या योगाने इष्टप्रमेय सिद्ध

करितां येईल. तें असें:-
सिद्धना.-एका सख्येने दुसरी संख्या विभाज्य असली, तर दुम.

रीची कोणतोही पूर्णपट पहिलीने विभाज्य असते,
१० ही संख्या दोहोंनीं विभाज्य आहे,
... दहाची कोणतीही पर्णपट दोहोंनी विभाज्य असते.

०.दिलेल्या संख्येचा एकंस्थानचा अंक खेरीज करून तिचा राहिं-
लेला माग १० ची कोणती तरी पूर्णपट आहे;

... तो राहिलेला भाग दोहोंनी विभाज्य आहे.
आणि तो एकंस्थानचा एक दोहोनी विभाज्य आहें असें दिलेच

आहे)
ह्मणजे दिलेल्या संख्येचे दोन्ही भाग दोहोंनी विभाज्य आहेत,

असे सिद्ध झालें.
आतां भाज्याचे सर्व भाग भाजकानें विभाज्य असले, तर तो

भाज्य त्या भाजफाने विभाज्य असतो
प्रस्तुत संस्थेचे सारे भाग दोहोंनी विभाज्य आहेत;
... प्रस्तुत संख्या दोहन विभाज्य आहे. इष्टसिद्रि.

कृत्याच्या पृथक्करणाचे व संयोगीकग्णाचे सल्यागणि-
तातले उदाहरण- ''२ व ८ त्या दोन अपूणार्कास समच्छेद
रूप देण्याची रीति शोधून काटावयाची

पृथक्करण-आता ह्यास समच्छेदरूपें द्यावयाची ह्याचा अर्थ,
त्या अपूर्णाकांच्या किंमती न बदल्रृं देता त्यांचे छेद सारखे होतील
अशी तजवीज करावयाची. छेद सारखे होण्यास दोन्ही अपुर्णा-
काचे, किंवा निदान एकाचा तरी छेद बदलणे आवश्यक आहे पण
पुZ।काची किंमत न वदल्रृंदेता त्याचा छेद बदलण्यास त्या अप-
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णाकाच्या अंशच्छेदांस कोणत्या तरी एकाच संस्थेने गुणणें व
भाग ह्याखेरीज तिसरा मार्गच नाहीं. आतां प्रस्तुत अपूर्णाक
अतिसंक्षिप्त असल्यामुळें त्यांपैकीं एकाच्याही अंशच्छेदांस एकाच सं.
ख्येने भागण्याची सोयच नाही. म्हणून एकेकाच्या अंशच्छेदांस
कोणत्या तरी एकेक संख्येनें गुणणें हाच कायतो त्यांना समच्छेदरूप
देण्याचा मार्ग राहिला. ह्यावरून स्पष्ट आहे कीं, प्रस्तुत अपर्णा-

काना समच्छेदरूप दिल्यानंतर जो त्यांचा छेद येणार, तो, मूळचे
छेद ४८ व ६० ह्यांना कोणत्या तरी एकेक संख्येने गुणन्च यान-
याचा. म्हणजे त्या येणाऱ्या छेदाला ४८ व ६० त्या प्रत्येक संख्येनें
भाग तुटला पाहिजे. म्हणून '' ४८ व ६० ह्या प्रत्येक संख्येने विभाज्य
अशी एक संख्या शोधून काढावयाची '' असें नवीन एक कृत्य उ-
त्पन्न झालें. आतां अशा संख्या ( ४०४६० व हिची कोणतीही
पूर्ण पट इत्यादि) अनंत सापडतील, त्यांपैकीं कोणती तरी एक घे-
ऊन ती प्रत्येकाच्या छेदस्थळीं येईल अशी तजवीज केल्याने इष्ट.

प्राति होईल, परंतु सर्वांत लहान संख्या त्यांच्या छेदस्थळी- आणणें
हें फार सोईचं आहे. म्हणून ४८ व ६० ह्यांनी निःशेप भागिली
जाणारी व सर्वांत लहान अशी संख्या शोधिली पाहिजे. अशीसंख्या
हा ( ल सा भाज्याच्या व्याप्रमाणें) ४८ व ६० त्यांचा ल.
सा भाज्य होईल. म्हणून ( १) '' ४८ व ६० ह्यांचा ल. सा.
भा. काढिला पाहिजे. '' तो काढण्याची रीति ठरलेली आहेच.
आतां तो ल. सा. भा. प्रत्येकअपूर्णाकाच्या छेदस्थानी येण्यास त्याच्या

अंशच्छेदांना कोणत्या संख्येने गुणिले पाहिजे हें ठरवावयाचें राहिलें.
हें ठरविण्यास अर्थात् ( २) '' त्या ल. सा. भाज्याला ४८ व ६०
ह्या प्रत्येक संख्येने भागिले पाहिजे. '' आतां ह्या भागाकारांनीं
छेदांस गुणिले असतां तो ल. सा. भा. हाच गुणाकार यावयाचा;
म्हणून त्यांनी छेदांस गुणण्याचें कारण नाही. ( ३) '' त्या भागाका-
रानी फक्त अंशांस गुणिले- '' म्हणजे ते इच्छिलेल्या समच्छेदरूपांचे
अंश होतील. त्याप्रमाणें इच्छिलेल्या कृत्याची रीति ( ११, ( २) व
( ३) ह्या कृत्यांच्या रीतींवर अवलंबून आहे असें दासीवता आले;

२९
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व ह्या कृत्यांच्या रीति ठरल्या आहेत. म्हणून इच्छिलेल्या कृ-
त्याची रीतिही ठरविता येईल. हें प्रस्तुत कृप्याचे पृथक्करण
झालें. ह्यालाच '' अपूर्णकास समच्छेदरूप देण्याच्या रीतीची
उत्पत्ति '' असेही म्हणतात.

संयोगीकरण.-
रीति-दिलेल्या अपूर्णाकांच्या छेदांचा ल. सा. भा. काढून

त्याला प्रत्येकाच्या छेदाने भागावेर व त्या भागाकारांनी त्या त्या अप-
र्णौकांच्या अंशांस गुणून आलेले गुणाकार त्यांच्या त्यांच्या अशसा-
नी मांडावे, आणि तो ल. सा. भा. प्रत्येकाच्या छेदस्थानीं लिहावा.

इष्टप्राप्रि-अशा कृतीने उत्पन्न होणारीं ८. व ३६ ही दिले.
ल्या अपूर्णाकांची समच्छेदरूपें होत.

सिद्धता-आतां ही स्:पें इच्छित्या प्रकारची आहेत, असें सिद्ध
करावयाचें राहिले म्हणजे ह्यांचे छेद सारखे असणें व ह्यांच्या कि-
मती मूळच्या अपूर्णाकांच्या किमतींवरोवर असणें हे दोन धर्म ह्या-
च्यामध्ये आहेत, असें सिद्ध केलें पाहिजे. त्यांपैकीं पहिला धर्म त्या-
च्य्यामध्ये आहे, असें प्रत्यक्ष दिसतेंच आहे. आतां अपूर्णाकाच्या
अंशच्छेदांस एकाच संख्येने गुणिलें असतां होणारा अपूर्णाक सुळच्या
अपूर्णाकावरोवर असतो, व हे अपूर्णाक मूळच्या अपूर्णाकांच्या अं-
शच्छेदांस एकेका संख्येने गुणूनच आले आहेत; म्हणून (या अप्रूर्णा-
काच्या किमतीही म्ऋळ्यच्या अपूर्णांकाच्या किमतींवरोबर आहेत. ह्या-
स्तव ह्या अपूर्णाकांमध्ये दुसरा धर्मही आहे

६. में ३८. हे इच्छिले अपूर्णाक होत. इष्टसिद्धि.

हें सारे प्रस्तुत कृत्याचे संयोगीकरण झालें
(हें पृथक्करण व संयोगीकरण अशा प्रकारच्या प्रत्येक उदाहरणात

लाग्रूपडेल.)

या?५इल्य९२९५९त्यूकलूरवेळी२७५२२:७ देण्याचेकत्रृलू
रुपया वजा करून वोक१rंकँrrई रक्कम द:इ२७.



पृथक्करण व संयागीकरण. ५०७
लाविली. तिचं एक वर्षाचें व्याज २।। रु. झालें. इतकें सर्व दिलें
आहे, आणि सभासदांची संख्या शोधून -काढावयाची आहे.

पृथक्करण- उदाहरणाच्या स्वरूपावरून दिसते कीं इष्टसंरध्या
( म्हणजे वर्गणीदारांची संख्या) सापडली असें मानिलें असतां,
तिला तिनेच गुणिल्यानें म्हणजे तिचा वर्ग केल्यानें साऱ्या वर्गणीच्या
आण्यांची संख्या येईल; ... ( १) तिचें वर्गमध्यळ काडिल्याने इष्ट

संख्या येईल. (याकरिता वर्गणीच्या आण्यांची संख्या काटितां आली
म्हणजे झालें.

वर्गणीच्या आण्यांच्या संस्थेला १६ नी भागून भागाकारांत १ ।।

वजा केल्याने व्याजीं लाविलेल्या रुपयांची संख्या निघेलू. (२)
व्याजी लाविलेल्या रुपयांच्या संख्येमध्यें १ ।। मिळवून वेरजेला १६
नी गुणिल्याने वर्गणीच्या आण्यांची संख्या येईल. ह्याकरितां व्याजी
लाविलेल्या रुपयांची संख्या सापडली म्हणजे झालें.

व्याजी लाविलेल्या रुपयांच्या संख्येला८ नी गुणिल्यानें तिचे
एका वर्षाचे व्याज येईल, ... ( ३) त्या व्याजाला ३६. नी भा.
गिल्यानें ती व्याजी लाविलेली रुपयाची संख्या निघेल. त्याकरिता
तें व्याज समजले म्हणजे झालें.

आतां तें व्याज २।। रुपये आहे, असें दिलें आहे, व त्याला
लधून अनुक्रमे ( ३ ते, ( २१, ( १) ह्या कृति करण्याच्या रीतीही
ठरल्या आहेत. म्हणून इष्टकृत्याच्या रीतीची सामग्री जुळी.

संयोगकिरण.-
रीति,- २।। ह्या संख्येला ८. नी भागावे, भागाकारांत १ ।।

मिळवून वेरजेला १६ नी गुणाचे, आणि गुणाकाराचे वर्गमुरळकाटावें.
इष्टप्रापि-ह्या कृतीने उत्पन्न होणी३२ हीच इच्छिलेलीसंख्या

होय. ( कारण कीं, हिलाउदाहरणांत सांगितलेली सारी कृतिकेली
असतां २।। ही संख्या उत्पन्न होणें, हा इष्टधर्म हिजमध्ये उत्पन्न झा-
लेला असलाच पाहिजे, असें सिद्ध करून दाखविता येतें. तें असें:-)

सित्द्वता.-२।। ह्या संख्येला पुढे नी भागणे, भागाकारांत १ ।।
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मिळवून वेरजेला १६ नी गुणणे, व गुणाकाराचे वर्गमूळ काढणे; त्या

कृतीने ३२ ही संख्या उत्पन्न झाली आहे, ... ३२ चो वर्ग करणें,
त्याला १६ नी भागून भागाकारांत १ ।। वजा करणें, व वाकीला

ई- नी गुणणें, ह्या ( उदाहरणांत सांगितलेल्या) कृतीने वर्गमूळ,
गुणाकार, बेरीज, भागाकार, ह्या शब्दांच्या श्वरयाप्रमाणे) २।। ही
संख्या उत्पन्न झालीच पाहिजे.

... ३२ ही इच्छिलेली संख्या होय. इष्टसिद्धि.
( हें पृथक्करण व संयोगीकरण अशा प्रकारच्या प्रत्येक उदाहरणात

लाग्रूपडेल.)
ह्या उद्दाहरणाचें पृथक्करण बीजगणिताच्या अतिसंक्षिप्त भापेने

लिहिले असतां त्याचें स्वरूप असें होईल:-
क्ष ही इच्छिलेली सभासदांची संख्या सापडली असें मानैऋ?ऊ

आतां हं ही वर्गणीच्या आण्यांची संख्या आहे;
' कं हौ '' रुपयांची ''
के- १ ही व्याजी लाविलेल्या रुपयांची संख्या होय;

४-१ !!)जनर्व ही तिचे एका वर्षांचे व्याज दाखविणारी
रुपयांची संख्या होय,

आणि ती संख्या २।। आहे असें दिलें आहे
(र... ह्या पृथक्करणावरून प्रस्तुत उदाहरणाचे सामान्यस्वरूप अस

झाल कीं, '' एका संख्येच्या वर्गाला १६ नीं भागून आलेल्या आगा-
कारांतून १ ।। वजा केला आणि वाकीला ८ नीं गुणिले तर गु-
णाकार २।! येतो, हें दिलें आहे, आणि ती संख्या काढावयाची
आहे. '' उदाहंरणाचें असलें सामान्यस्वरूप येथें दाखविल्याप्रमाणे
सविस्तर लिहिण्याची वहिवाट नाहीं; ( २,. १ । । १४ उ २ । ।

असें बीजगणिताच्याच भाषेने लिहितात तथापि अशा सविस्तर

ल सामान्यस्वरूप क्षण्याची वहिवाट ठेवणं, है
च्या फार उपयोगाचे आहे)
१-५११ अ८६-९१
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ह्या दोन समान संख्यास८ ह्या एकाच संख्येनें भागिले अ-
सतां भागाकार समान येतील;

ई. १ ?? २११६ -७.
ह्या दोन समान संस्थांमध्ये १ ।। ही एकच संख्या मिळविली

असतां बेरजा समान येतील;

सु. ०२ । । २६ नढे १ १११

ह्या दोन समान संख्यांस १६ ह्या एकाच संख्येने गुणिले असतां

गुणाकार समान येतील;
' द्ये ट्य ( २ '' चं तलेच फ ११ ' १६

ह्या दोन समान संख्यांची वर्गमूळे काटिला असतां उत्पन्न होणाऱ्या
( केवल) संख्या समान येतील;

-क्ष-?जारेर्!-रा९त्या उजव्या पेक्ष्याची कृति प्रत्यक्ष केली असतां ३२ ही केवल
संख्या उत्पन्न होते;. ३ऐ ही इच्छिलेली सख्या होय.

असल्या पृथक्करणाला.' समीकरणपद्धति '' अथवा ''समीकरण''
हाणतात.

ह्या पृथक्करणांत दाखविल्या प्रकारची अतिसंक्षिप्त अशी वीजपरि-
भापा व '' समान संख्यामध्ये समान संख्या मिळविल्या असतां
येणाऱ्या बेरजा समान असतात '' इत्यादिक सामान्य सिद्धांत, ह्यांचा
पूर्ण परिचय झाल्याखेरीज असलें पृथक्करण तयार करितां येत
नाहीं इतकेंच नाहीं, तर कोणी आयते तयार करून सांगितलें
असतां तें समजण्यास देखील फार कठीण पडत, हें अनुभवसिद्ध

आहे म्हणून गणितकारांचा असा संकेत ठरलेला आहे कीं, अंकग-
णिताचें अध्ययन करणारांसाठी एखाद्या उदाहरणाचे पृथक्करण तयार

केले असलें अथवा त्यांच्याकडून तयार करविले असलें, तर
तें उ।संक्षित आणि व्यावहारिक अशाच भापेने लिहिले असावें.

'' कोणत्याही संख्येच्या वर्गाचें वर्गमूळ कादिलें म्हणजे तीच संख्या
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उत्पन्न होते '' ''भीगायराला भाजकानें गुणिले म्हणजे भाज्य येतो''
इत्यादिक जे सिद्धांत अंकगणित शिकणारांच्या पूर्ण परिचयाचे अस-
तील, त्यांच्याच योजनेने तें पृथक्करण तयार केले असावे; आणि
ह्या सामान्य सिद्धांतांचाही प्रत्यक्ष उच्चार न करितां, ( पूवेरक्ति सवि-
स्तर पृथक्करणांत दाखविल्याप्रमाणे) ज्या उदाहरणांच्या पृथक्करणांत
त्यांची योजना करावयाची, त्यांतल्या विशेप संख्यांना मात्र ते सि-
द्धांत लागू करून दाखवावे, म्हणजे झालें. एकंदरींत तें पृथक्करण
असें असलें पाहिजे कीं, ज्याला अंकगणित समजते, पण वीजग-
णितांत ज्याचा प्रवेश नाहीं, अशा मनुष्याला तें पृथक्करण अल्पाया-
साने समजेल. असल्या ह्या अटीमुळे अर्थात् बहुतेक उदाहरणाचे
पृथक्करण समीकरणपद्धतीनें लिहिण्यापेक्षां ह्या अकगणितपद्धतीने
लिहिणें फार कठीण पडतें

कोणत्याही उदाहरणाचे हें अंकगणितपद्धतीने पयकरण लिहीत
असतां पृथक्करणाच्या व्याख्येप्रमाणे ''इच्छिलेलो संख्या सांपडलीअसें
मानणे '' एथपासूनच. आरंभ करितात, असें नाहीं; आणि पूर्वी प्रत्येक

उदाहरणांत दाखविल्याप्रमाणे पृथक्करण व संयोगीकरण ही निरनि-
राठी लिहितात, असेही नाहीं. ही दोन्ही बहुधा एकत्र करून लि-
हितात व ही एकत्र करण्याच्या सोयीकरिता योग्य वाटेल तेधून
आरंभ करितात. असे, शेवटच्या उदाहरणाचे पृथक्करण व संयोगी-
करण हीं एकत्र करून लिहावयाची, तर बहुधा अशीं लिहितात:-

प्रथमतः व्याजीं लाविलेली रकम काढू
द. सा. द. शे. चार रु. प्रमाणें अडीच रु. हें ज्या रकमेचे एका

वर्षाचें व्याज आहे, ती रकम ( ४१२ ।। ?ऋ

१००६७ म्हणजे)
६२।। रु. ही आहे, असें त्रैराशिक रीतीवरून ठरतें, ' हीच रकम
व्याजीं लाविली होती

ही व्याजीं लाविलेली रकम वर्गणीच्या रुपयांत १ ।। रुपया वजा
करून आलेली आहे, ... ६२ व तो १ ।। मिळून ६४ हे वर्गणीचे
रुपये झाले; आणि ह्यास १६ नी गणल्यानें १०२४ हे वर्गणीचे आणे
झाले
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आतां ही आण्यांची संख्या सभासदांच्या संख्येला तिनंच गुपन्

आलेली, म्हणजे तिच्या वर्गावरोवर आहे; ... १ ०२४ह्या आण्यांच्या
सरध्येचे वर्गमूळू काढिल्याने सभासदांची संख्या येईल.

१०२४ ह्या सख्येचे वर्गमूळ ३२ येतें, म्हणून ३२ ही समास-
दांची संख्या होय

कृत्याचें पुथकूरणवसंयोगीकरण ह्याविषयी ध्यानांत ठेवण्याजोगी
एक गोष्ट आहे. ती ही की,-विवक्षित कृत्य भ्रृमितींतलें असो किंवा
संख्यागणितातलें असो, त्याचें पृथक्करण हें संयोगीकरणापेक्षां क-
ठिण असावयाचेच. कुरत्याचे पृथक्करण ( येथें दाखविल्या प्रकारचें)
करितां आलें, तर संयोगीकरण करितां येतेंच. म्हणून साइत्याग-

णितांतलें एखादं कृत्य परीक्षकानें विद्यार्थ्यास विचारिलें, तर तें वि-
चारण्यांत परीक्षकाचा हाच उद्देश असतो कीं, विचारिलेल्या कृ-
त्याचें उत्तर काढण्यास जी कृति करण्याचें विद्यार्थ्यानी योजिले अ-
सेल, ती कृति केल्याने इष्टप्राति होईल, हें कसकसे शोधून काडिलें,
ही गोष्ट विद्यार्थ्यानी मुख्यत्वेकरून सांगावी. म्हणजे त्यांनीं विचारि-
लेल्या स्तुत्याचे मुख्यत्वेकरून ( येथें दाखविल्याप्रकारचें) पृथक्करण

करून दाखवावे, आणि त्या पृथकरणावरून ठरलेल्या रीतीच्या योज-

ने उत्तर काढून दाखवा, मग नुकतेच दाखविल्याप्रमाणे पृथक्करण

व संयोगीकरण ही जोडून लिहिली तरी चिंता नाहीं. परंतु नुसती
काहींतरी कृति करून त्यानेउत्तरकाटिले, आणि तें इच्छिलेले उत्तर
आहे असें ताळा मिळवून अथवा दुसऱ्या कोणत्यातरी रीतीनें प्रत्य-
यास आणून दिलें, म्हणजेएकंदरींत पूर्वी दाखविल्या प्रकारचे नुसते
संयोगीकरण केलें, तर बहुधा तें एक देखील परीक्षक कवृलू करणार
नाहीं. ही संख्यागणितांतल्या कृत्यांची गोष्ट झाली. आतां भूमि.
तींतलें एखादं कृत्य परीक्षकाने विचारिलें आणि विद्यार्थ्यानें त्याचें
नुसते एथे दाखविल्याप्रकारचें संयोगीकरण केलें, तर तें बहुधा विन-
तक्रार कबूल करण्याची वहिवाट आहे. परंतु येथेही '' अमुक
कृतीने उत्पन्न होणाऱ्या प्रत्येक गोष्टीमध्ये इष्टधर्म असावयाचेच '' ही
जातिप्रतिज्ञा स्थापित केलेली असली पाहिजे, '' त्या कृतीने उत्पन्न



५१२ भूमितीची पुरणिका.

झालेल्या अमुक विशेष गोष्टीमध्यें इष्टधर्म आहेत '' ही व्यक्तिप्रतिज्ञा

मात्र ज्या संयोगीकरणामध्यें ( रेषा, क्षेत्रे इत्यादिक प्रत्यक्ष मोजून
दाखवून) प्रत्ययास आणून दिलेली असेल, तें संयोगीकरण कोणो
कबूल करणार नाहीं

प्रमेयाच्या पृथक्करणाचें स्वरूप कोणी असें सांगतात कीं, ' प्रथम
साध्यप्रतिज्ञा खरी माजून ती व इतर कांहीं सिद्ध झालेल्या गोष्टा
ह्यांच्या आधाराने दुसरी कोणती गोष्ट सिद्ध होते, हें शोधा. ही
नवी गोष्ट व इतर कांहीं सिद्ध झालेल्या गोष्टी यांच्या आधाराने आ-
णखी कोणती गोष्ट सिद्ध होते, हें शोधावे. ह्याप्रमाणे पूर्वी सिद्ध

झालेली अथवा सत्य मानिलेली किंवा साध्यप्रतिझेत दिलेली एखादी
गोष्ट उत्पन्न होई तोपर्यंत शोध करावा. म्हणजे इष्टसिद्धीची सामग्री
जुळते. '' परंतु असल्या प्रथकरणानें इष्टसिद्धीची सामग्री जुळेल
असा नियम नाहीं; इतकेंच नाही, तर सिद्ध करावयाची गोष्ट वस्तुत:
खोटी असली, तरी देखील प्रसंगविशेपी असल्या पृथकरणाने पूर्वी
सिद्ध झालेली एखादी गोष्ट उत्पन्न होईल ( हें २६ साव्या नियमा-
वरून सिद्ध आहे.) मग अशा प्रसंगीं असल्या पृथकरणाने इष्टसिद्धी-
ची सामग्री कशी जुळणार?

उदाहरण-. अवकड ह्या चौरसाचा कै ड
अकहा कर्ण अवच्या दुपटीवरावर आहे''
हें प्रमेय सिद्ध करावयाचें आहे आतां
ह्याचे वर सांगितल्या प्रकारचे पृथकरण
करूं. '' प्रथम अक. अवच्या दुपटीवरा- में पी

र आहे, असें मानिलें, तर कोणत्याही पदार्थाच्या दुपटीपेक्षा तो
द७.२लीं. ?. ८२,२ लहान च्योहीहे; ' (११९.

:: उ२?.:६ई;
झ) श्रृँखात्यकतवड:५
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सहज सिद्ध होतें. मग असल्या पृथक्करणाने तिच्या सिहनेची साम
यो जुळावयाची नाही, हें उघड आहे.

असल्या पृथक्करणाचा एवरा मात्र उपयोग आहे कीं, हें पृथक्करण

करीत असतां पूर्वी खोटी ठरलेली एखादी गोष्ट उत्पन्न झाली(आणि
पद्धति निर्दोप असली १, तर ( २६ साव्या नियमाप्रमाणें) साध्यप्र-
तिज्ञाच खोटी ठरते. मग तिच्या सिद्धतेचा यत्न करण्याचें कारण
राहत नाहीं. जसे वरच्या उदाहरणांतील साध्यप्रतिज्ञा खरी मानि-
त्यानें अब आणि वक्र ह्यांची बेरीज अक बराबर आहे, असें
( प्र प्र २) व ( प्र प्र. १) ह्यांच्या आधारानें सिद्ध होतें. पण
ही गोष्ट खोटी. म्हणून ( नि. २६ प्र.) साध्यप्रतिज्ञाही खोटी आहे.
ह्याकरितां तिच्या सिद्धतेची सामग्री जुळविण्याचा यत्नच करावयास
नको

ही शेवटची गोष्ट कृत्याच्या पृथक्करणासही लागूआहे. कृत्याचे
पृथक्करण करीत असतां पूर्वी सत्य ठरलेल्या अथवा प्रतिज्ञेत दिलेल्या
अशा एखाद्या गोष्टीशी विरुद्ध गोष्ट उत्पन्न झाली, किंवा पूर्वी अ-
शक्य ठरले असें एखादे कृत्य करितां आलें पाहिजे असें दिसून
आलें, तर इष्टकृत्यही अशक्य आहे, असें समजावे

पहिलें उदाहरण:-.''अवक त्रि- अरे

कोणाची अक बाजू अब पेक्षां मोठी
आहे तर अ बिंदूपासून अशी एक
रेघा काढावयाची आहे की,ती बअक

२५लटदभागींल, व बक बाजूवर दनुक-
पृथक्करण-अड ही इष्टरेषा काहितां आली असें मानिलें, तर

( १ .२६ प्र.) अब आणि अक ह्या समान ठरतील. ही दिलेल्या
गोष्टीशी विरुद्ध अशी गोष्ट उत्पन्न झाली. आणून इष्टकृत्य अशक्य
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दुसरें उदाहरण-'. अवक त्रिकोणाचा अकद कोन काटकोन
आहे, आणि अड ही अ रा
वकर्शी- समांतर काढिली द्ये
आहे. तर व विडुलू, म
अशी एक रेषा काडाव-
याची आहे कीं, ती अ- व क
कला छेडून अडला मिळेल, आणि तिचा थक व अड ह्यांमधील
भाग अब कर्णाच्या दुपटीवरावर होईल. ''

डपथकरण-आता बस ही इष्टरेपा काटितां आली असें मानून
इसचा म हा मध्य व अ हे बिंदु सांधले. आतां अमच्या दुपटीव-
सदर सइ आहे ( असें सिद्ध होतें) ... अब, अग्र ह्या समान आ-
हेत; ... अवम कोन अमव कोनावरोवर होतो. आणि अमव कोन
असम कोनाच्या दुपटीचरावर होतो; ... अवम कोनही अस्य
कोनाच्या दुपटीवरावर होतो, ... अवम कोन सबक कोनाच्या
दुपटीवरावर होतो; ... अवक कोन सवक कोनाच्या तिपटीवरा-
वर होतो. यावरून इष्टप्राप्तीला अवक कोनाचे तीन समान भाग
करितां आले पाहिजेत. हें ( निदेगव पद्धतीनें) सिद्ध झालें. परंतु
काटकोनाखेरीज कोणत्याही कोनाचे तीन समान भाग भाऽमतीच्याच
योगाने करितां येणे हें अशक्य ठरलें आहे. ... इष्टकृत्यही अशक्य
होय.

पृथक्करण व संयोगीकरण ह्या संसाचेव्यावहारिक अर्थही येथें वीण.
लेल्या अर्थापासून फारसे भिन्न आहेत, असें नाहीं. व्यवहारांत को-
णत्याही कार्याचे अवयव निराळे करून त्याचें मूळ शोधून काढणें ह्या
कृतीला त्या '' कार्याचें पृथक्करण '' म्हणतात, व त्या अवयवांपासून
तें कार्य उत्पन्न करून दाखविणे, ह्या कृतीला त्या '' कार्याचें संयोगी-
करण '' म्हणतात.

पृथक्करण व संयोगीकेरर्ण ह्याविपयो एथवर जें लिहिले आहे,
त्याचें चांगले मनन केलें असतां त्यापद्धतींचीं स्वरूपे वरीच ध्यानांत
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येतील असें वाटतें; परंतु ही गोष्ट पक्की ध्यानांत ठेविली पाहिजे कीं,
त्या पद्धतींच्या वर्णनाचे कितीही चांगले अध्ययन केलें, तरी त्यांची
स्वरूपे ध्यानांत येणें एवच कायतेंत्या अध्ययनाचे फळ होय; नुसत्या
वर्णनाच्या अध्ययनानें पाहिजे त्या प्रमेयाचे अथवा कृत्याचे पृथक्करण

करितां येईल असें मुळींच समजू नये. कोणत्याही विषयांतल्या प्रभे-

याचे अथवा कृत्याचे पृथक्करण करितां येण्यास कल्पनाशक्तीचे प्रा-
वल्य आवश्यक आहे हें तर खरेंच; पण त्या विषयांतील पूर्वी सिद्ध

झालेली प्रमेयें व कृत्ये ठाऊक नसतील, व ठाऊक असूनही समयी न
स्मरतील तर पृथक्करण करीत असतां जें सचावयास पाहिजे, तें तु.
सतें कल्पनेच्या प्रावल्यानें कसें सुचणार? पहा की, मागें ह्या पडू-
तींच्या स्पष्टीकरणार्श जी उदाहरणे लिहिली. आहेत, तीं अगदीं
सरल अशीं- मुद्दाम निवडूनकादिलेलीआहेत, तथापि ज्याला.. १६)
हा सिद्धांत स्मरत नाही, त्याला पहिल्या उदाहरणाच्या पृथक्करणातलें

'' तथापि तो ( अडव कोन) अकडकोनापेक्षां मात्र मोठा ठरतो.''
है वाक्य कसें सुचावे १ समितीतेच्या कृत्याच्या पृथक्करणामध्ये

''आतां इफरेषा काढल्यानेंस्पष्टदिसेलकीं''इ० वाक्य लिहिले आहे.
पण ( १३७) ह्याची आकृति ज्याच्या डोळ्यांपुढे उभी राहत नाहीं,
त्याला ईफ रेपा काढणें सुचावे कसें? व पुढची गोष्ट स्पष्ट दिसावी
कशी? सारांश कोणत्याही विषयांतल्या सरल गोष्टींचे देखील पृथक-
रणकरितांयेणे हेंम्रुख्यत्वेंकस्:नत्याविषयाचीचांगलीमाहितीवत्यांतील
गोष्टींचे पृथक्करण करण्याचा पुष्कळसा अभ्यास ह्यांवर अवलंबून आहे.

संयोगीकरणाचे भाग-प्रमेयाच्या संयोगीकरणाचें लक्षण व
उदाहरणे ह्यावरून उघड आहे कीं, '' जातिप्रतिशा '', ८' व्यक्ति.
प्रतिज्ञा '' '' सिद्धता '' व '' इष्टसिद्धिकथन '' हे जे सिद्धतेच्या
तिसऱ्या कलमांत चार भाग सांगितले, ते वस्तुत प्रमेयाच्या संयोगी-
करणाचेच भाग होत. सिद्धतेच्या पहिल्या उदाहरणांत दाखविल्या-
प्रमाणें क्:चित् प्रमेयाच्या संयोगीकरणामध्यें '' व्यक्तिप्रतिज्ञा '' न.
सते. तसेंच एखाद्या प्रमेयाच्या सिद्धतेकरितां कांहीं कृति करावी
लागते, तथापि ती कृति हासिद्धतेचाच भाग समजावा; का की,



भूमितीची परणिका.
७५.

कोणतीही कृति करणें हा प्रमेयाचा उद्देश नसतो. कृत्याच्या
संयोगीक्?रणाचें लक्षण व उद्दाहरणे ह्यावरून दिसेल कीं, ' जाति-
प्रतिज्ञा, '' ''व्यक्तिप्रतिज्ञा,'' 'म् कृति '' ( हिलाच भूमितीमध्ये रचना
म्हणतात व तिच्या सामान्यरूपाला रीति म्हणतात). इष्टप्रा-

तिकयन, '' '' सिद्धता '' व ८' इष्टसिद्धिक्?यन '' असे पांच भाग
होतात.

शास्त्र व कला-अमुक विषयाच्या सबंधाने अमुक कार्यीची
अमुकच कारणें आहेत, व अमुक कारणांपासून अमुकच कोय हा.
तात, असें ठरवून तें सुबोध रीतीनें सांगणे, व त्या कार्यकारण
विचाराच्या योगाने त्या विपयारया संबंधाची कृत्ये करण्यास उपयोगी
पडणारे नियम तयार करणें, ह्या सर्व गोष्टींना त्या विषयाचे सो-
पपत्तिक विवेचन म्हणतात. कोणत्याही विषयाच्या सोपपत्तिकविवेच-
नाला त्या '' विपयाचें शास्त्र '' म्हणा; आणि कोणत्याही विषयाच्या
संबंधाची कृत्ये करण्याचे जे नियम त्या विषयाच्या शा-
स्त्रावरून अथवा नुसत्या वहिवाटीवरून ठरले असतील, त्यांची
योजना करून तीं कृत्ये प्रत्यक्ष करणे, ह्याला त्या ' विषयाची कला ''
म्हणावे. जसे, '' एखाद्या लहानशा नळीचे एक शेवट पाण्यांत
बुडवून दुसरें तोंडांत धरले आणि तीतील हवा वर ओडिली, तर
पाणी तोंडांत चडते.'' इत्यादिक प्रवाही-पदार्थ-विपयक गोष्टींची
उपपत्ति ठरविणे, म्हणजे प्रवाहीपदार्थाच्या व प्रेरणांच्या अमुक
धर्माची ही कोय आहेत असें शोधून काढणें, वत्या धर्मावरून (विहि-
रीतले पाणी बंदाने काढण्याचा नियम विद्वानांनी शोधून काढिला
आहे, तसले) नवीन व्यवहारोपयोगी नियम शोधून काढून त्यांची
सत्यता सुवोध पद्धतीने सांगणें, हें प्रवाहीपदार्यविषयक शास्त्र झालें.
आणि नुसते ते नियम पाठ करून त्यांत सांगितल्याप्रमाणें बंब
इत्यादिक यंत्रे तयार करणें व त्या त्या कार्याकडे त्यांची प्रत्यक्ष यो-
जन; करणें, ही प्रवाहीपदार्थविपयक कला होय. संख्यांच्या धर्मा-
वरून बेरीज, वजायाकी इत्याद्रिक कृत्यांचे नियम शोधून काढणें
ते सुत्रोध रीतीनें सिद्ध करून दाखविणे हें ( म्हणजे ज्याला
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सोपपत्तिक अंकगणित व सोपपत्तिक बीजगणित म्हणतात तें) सं-
रूयाशास्त्र होय; व नुसते ते नियम पाठ करून त्यांच्या प्रत्यक्ष यो-
जनेनें तीं कृत्ये करणें ही सख्याविषयफ कला होय. विद्यार्थ्यांना

आरंभीं जें अंकगणितव बीजगणित ( उपपत्तीवाचून) शिकवितात,
ती सौट्टयाकिपय-क कलाच होय. पूर्वी जे अनुमानादिकांविषयी नियम
लिहिले आहेत, ते व तसले अनुमानादिकांचे सर्व नियम कार्यकारण-
विचाराने शोधनुकाटुन्ते सिद्ध करून दाखविणे, हें अनुमानादिकांचें
शास्त्र होय ( ह्याचेच नांव न्यायशास्त्र) आणि नुसते ते नियम पाठ
करून कोणत्याही गोष्टीची सत्यता स्थापित करण्याचे कामी त्यांची
योजना करणें, ही अनुमानकला होय.

कोणत्याही विषयाची नुसती कला अवगत असणें त्यापेक्षा त्याचें
शास्त्र व कला ही दोन्ही अवगत असणें, हें किती जास्त उपयोगी
आहे, ही गोष्ट उदाहरणांनीं स्पष्ट करीत बसावयास नको..

आतां अमुक विषयाचा अमुक नियम निरपवाद आहे, असे ठर-
विण्याकरितां शास्त्रकार बहुधा कोणत्या पहीत योजितात थोडक्यांत
दाखवितो. अमुक गोष्ट सत्य आहे असें जेव्हां नवीनच ठरवावयाचें,
तेव्हां तें प्रत्यक्ष किंवा अनुमान ह्याच पद्धतीने ठरवावे लागतें.
कां कीं, तें नवीनच ठरवावयाचें, हाणून येथें शाव्दपद्धतीची योजना
संभवतच नाहीं; व उपमानपद्धतीनें ठरलेली गोष्ट हा तर नुसता
अदमास होय; म्हणून तिचाही उपयोग नाहीं.

कोणतीही व्यक्तिविपयक गोष्ट (म्हणजे व्यक्तिप्रतिज्ञा) खरी ठर-
विण्याकरितां प्रत्यक्ष पद्धतीची योजना करितां येईल तर करण्यावि-
षयीं मनुष्याचा सहजच फार यत्न असतो; आणि व्यक्तिविषयक
गोष्टीच्या संबंधाने मनुष्याची खातरी होण्याला प्रत्यक्ष पद्धतीचीच यो-
जना फार सोईची, हेंही खरें आहे. परंतु हिची योजना ज्यांतसंभवत
नाहीं ( निदान महाप्रयासाची असते) असे प्रसंग मनुष्याला पटो
पदी येतात, हें अनुभवसिद्ध आहे.

ही प्रत्यक्षपद्धतीच्छ योजनेच्यी गैरसोय व्यक्तिविम्हायक गोष्ट खरी
ठरविण्याच्या संबधाने सांगितली; पण कोणताही सामान्य नियम
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(म्हणजे व्यापकज्ञातिप्रतिज्ञा) प्रत्यक्ष पद्धतीने निरपवाद ठरणे
संभवतच नाहीं. कारण की, त्या नियमाच्या उज्येत्त्श्यजातींतल्या सर्व

(आणि विशेपेंकरून भविष्यकालिक) व्यक्तीविषयी प्रत्यक्ष अनुभव
कसा घेता यावा? '' मनुष्याला दोहोंपेक्षां जास्त डोळे नसतात ''
ह्या नियमाचा प्रत्यक्ष अनुभव पुढें उत्पन्न होणाऱ्या मनुष्यांच्या संप-
धाने आज कसा घेता येईल?

सारांश अमुक सामान्य नियम निरपवाइ आहे, असें ठरविण्याला
अनुमानपद्धतीचीच व त्यांत मुख्यत्वेकरून व्याप्यानुमानाचीच यो-
जना करणें आवश्यक आहे. परंतु कोणताही नियम व्याप्यानुमानानें
स्थापित करितां येण्यास त्याच्या बरोबरीचे अथवा त्याच्यापेक्षा व्या.
पक असे दुसरे नियम पूर्वी स्थापित झालेले असले पाहिजेत, हें
व्याप्यानुमानाच्या लक्षणावरून उघड आहे. ते आधारभूत नियम
व्याप्यानुमानाने स्थापित होण्यास दुसरे व्यापकनियम स्थापित झा-
लेले असले पाहिजेत. ह्याप्रमाणें शोध करितां करितां शेवटीं अशा
नियमांवर येऊन पोचावे लागेल कीं, त्यांना आधारभूत असे दुसरे
व्यापक नियम न सापडल्यामुळे ते व्याप्यानुमानानें स्थापित कर-
ण्याची सोयच नसावी. मग ते नियम सिद्धतेवांचून स्वीकारण्याची
पाळी येते. आतां '' कोणताही पदार्थ आपल्या भागापेक्षा मोठा अ-
सतो '' ह्या नियमाच्या सत्यतेविषयीं जसा मनुष्यजातीचा अनुभव
इतका टू आहे कीं, हा नियम सिद्ध करावयास पाहिजे असें कधीं
कोणाच्या मनांत देखील यावयाचे नाहीं, तसा त्या शेवटल्या निय.
मांच्या सत्यतेविषयीं जर मनुष्यजातीचा अनुभव दृढ असेल तर
ते सिद्धतेवाचुन् स्वीकारणे प्रशस्तच आहे; परंतु ते जर असे अस.
तील कीं, प्रत्यक्ष त्यांच्याच सत्यतेविपयीं तसा दृढानुभव प्रात होणें
जरी असंभाव्य असलें, तरी ते खरेमानृन त्यांच्या आधारावर सिद्ध
केलेल्या दुसऱ्या गोष्टी निरपवाद आहेत असा अनुभव येतो म्हणजे

ट२.२३ऽताळा जमतो) तर ते नियमही निरपवाद अस-
ण्यास८७ आहे, असें समजून ते सिद्धतवाच्रृन स्वीकार.

नाश. न्यूटनच्या पहिल्या (म्हणजे ज्यात द्रव्याचे ज-
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डत्व सांगितलें आहे, त्या) नियमाची गोष्ट अशीच आहे. तथापि
असले सर्व नियम निरपवाद ठरले असें मात्र मानितां कामा नये, हें
२६ व्या नियमावरून उघड आहे.

असले ( म्हणजे सिद्धतेवाचून् स्वीकारिलेले) नियम प्रत्येक शा-
खामध्यें थोडे तरी असावयाचेच; पण कोणत्याही शास्त्रांत असले
नियम जितके थोडे असतील तितके चांगले व त्यांची सत्यता जि-
तकी लोकांच्या सहज अनुभवास येईल तितकी चांगली, हें वरच्या
लेखावरून उघड आहे. कोणत्याही शास्त्रांतल्या अशा ( ह्मणजे

सिद्धतेवाच्रृन स्वीकारिलेल्या) गोष्टीस बहुधा त्या त्या शास्त्रांचीं

मूलत अथवा ( मुख्यत्वेकरून गणितशास्त्रांत) प्रत्यक्षप्रमाणें व
गृहीतकृत्ये म्हणतात..

अनुमानावलंविशास्त्र वअनुभवावलंबिशास्त्र.-ज्या शाखा-
मध्ये फार थोडी व लोकांस सहज कबूल होण्याजोगी प्रत्यक्षप्रमाणें

स्वीकारिलेलीं असतृात, आणि त्यांच्या ( व इतर कांहीं शाखांतील
निर्विवाद ठरलेल्या नियमांच्या) आधारावर त्या शास्त्रातले इतर सारे
नियम व्याप्यानुमानानें स्थापित केलेलेअसतात, त्याला '' अनुमानाचे
वलंविशास्त्र '' ह्मणावें. ज्या शास्त्रांत अशी व्यवस्था केलेली नसते
अथवा करणें असंभाव्य असतें, (म्हणजे ज्या शास्त्रांतले बहुतेक नियम
असे असतात, कीं त्यांपैकीं कोणताही नियम इतरांच्या आधारावर
व्याप्यानुमानानें स्थापित करू म्हटलें तर साधतच नाहीं, तथापि
त्याच्याविषयीआलेल्याप्रत्यक्षअनुभवावरूनतेनिरपवादठरण्याचा सं-
भव दिसतो, एवढ्याचआधारावर ते स्वीकारिलेलेअसतात,) त्या शा-
खाला '' अनुभवावलंबिशाख '' म्हणावं. संख्यागणित, भूमि, १-
योंत्पादकप्रेरणाशास्त्र, गत्युत्पादकप्रेरणाशास्त्र, प्रवाहीपदार्थशाख,
दर्शनानुशासनशाख, ज्योतिःशाख, ही अनुमानावलंबिशाखे होत.
त्यांपैकी संख्यागणित, भूमिति 'इत्यादिक शुद्धगणिताचे भाग तर अ
गर्दीं पर्णावसपेस पोचलेली अनुमानावलंविशाखे आहेत; व चाकीच्या
शास्त्रांत त्यांची मदत घेता आल्यामुळे तीही अनुमानावलंवि झाली
आहेत. त्याप्रमाणेंच कोणत्याही शास्त्रामध्यें संख्यागणित व भमिति
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ह्यांची मदत घेण्याची जितकी जास्त सोय असते, तितके तें जास्त
अनुमानावलवि बनते. रसायनशास्त्र, मानसशास्त्र, शारीरशास्त्र, नी-
तिशाख, ही ( सध्यां) अनुमवावलविशास्त्रे आहेत.

अनुमवावलविशास्त्राच्या बहुतेक नियमास कांहीं व्यक्तींच्या प्र-
त्यक्ष अनुभवाचाच कायतो आधार असतो, त्यामुळें ते नियम खोटे
पडण्याचा संभव फार असतो. किंबहुना असल्या शास्त्रांतल्या कि-
त्येक नियमास नियम ही संज्ञाच शोभत नाही, हें वैद्यक व नीतिशास्त्र
ह्यांच्या सबंधाने सर्वांच्या अनुभवास येत आहेच. आतां अनुमाना-
वलंविशाखाचा एखादा नियम खोटा पडलाच, तर त्याचें कारण
दोहोंपैकी एक असावयाचे; मूळच्या ज्या प्रत्यक्षप्रमाणांवर तो अव-
लंतून असेल, त्यांपैकीं एखादे खोटे पडणें हें, अथवा ज्या पद्धतीनं
तो सिद्ध केला असेल, त्या पद्धतींत चुकू होणे हें. आतां प्रत्यक्षप्र-

माणें ही बहुधा अनंतव्यक्तींच्या दीर्घ-कालिक अनुभवावरून सत्य

मानिलेलीं असतात, झणन् तीं खोटीं पडण्याचा संभव फार कमी
असतो. सिद्ध करण्याच्या पद्धतींत चुका होण्याचा संभव पुकळ
आहे खरा, परंतु त्या चुका टाळण्याकरिता विद्वानांनीं न्यायशास्त्र

तशरकरून ठेविले आहे, त्याच्या नियमाप्रमाणे अनुमानें केली असतां
त्यांत चुका पडण्याची फारशी भीति नाहीं. सारांश अनुभानावलंवि-
शास्त्राचे नियम खोटे पडण्याचा संभव फार कमी असतो; म्हणूनच
शास्त्रकार कोणत्याही विषयाच्या शास्त्राला असलें ( म्हणजे अनुमा
नावलंबि) रूप देण्याविपयों करवेल तितका यत्न करितात.

भूमितीची पूरणिका समास.
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